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Zur projektiyischeii Behandlung der Dreiecksgeometrie. 

Von Gustav Bbrshan in Hamburg. 

Voru'od. — Der Vorlesniij^ über ,,höliere Geometrie" die mein 
hochverehrtor Lehrer, Herr Prof. W. Fr. Meyer zu Könij^shorg im 
Sommersemester 1003 gchiilteu hat, verdanke ich die Anregung zu dem 
Versuche, den Gedunkeii, daß „die metrisciien Kigeuschaften der gco- 
metris n Gebilde als projektiye in bezug auf den unendlich fernen 
KugelVi IS erscheinen"*), zum Beweise metrischer Satze za Terwenden — 
System ati seil er als das hisiw j/rscliehen iVf. 

Indem ich mich zunächst auf die Geometrie der Rhene *), ins- 
besondere die des Dreiecks lieschränkte, verfaßte ich eine, am 20 hili 1904 
Ton der Kimigsberger j>hiios()pluöchen lüikultät gekrönte, 1 'reisarlteit, 
die naturgemäß, ohne uugeniihert vollständig zu sein, schon behr um- 
fangreich wurde. Daraus ist die vorliegende iiissertation ein sehr 
kurzer A uszug. 

In diesem sind nicht nur Einzelheiten — liechnungen und weniger 
interessante Siitze — unterdrückt: ganz fortgelassen ist ein Teil, der 
die für die neuere Dreiecksgeometrie wichtige Theorie dreier gleich- 
wendig älmlichen Figuren projektivisch behandelt, und ein Anhang, 
der das Dreieck in der Ebene der komplexen Z.ihieu studiert. 

Eitd» itnnij, — 1. „Es ist in der Tat bewundernswürdig, daß eine 
so einfache Figur, wie das Dreie<^k, so unerschöpflich an Eigenschaften 
ist.*' Wer wurde diesem Wort 'j nicht beistimmen, zumal, nachdem 
sicii ui jüngster Zeit die sogenannte neuere Dreiecksgeometrie bo 
mächtig entwickelt hat! 

Von den Eigenschaften des Dreiecks kennt man heute bereifai ao 
viele, daß das dringende Bedflrfiiis nach einem durchgreifenden Ordnuug»- 
prinzip*) vorliegt. 

1) K a rll) 0 e Ii lemann, Qeome(ri»che Txuufoxmaüonen I. Sammluog Schubert. 
Letpüg 1902. 18. 

8) An Stellfl dM Eugelkrebw treten da die Ereisimiikte. 

a) A. L. Crelle« Semmlnng nftthematimber Anfefttse. L, 18S1, 8. 176. 

4) Vgl. hierzu F. Caspary, Zur Dcneren Drcieckageoiuetrie. Archiv d. Math. 
II. PhTKik ::i 1, 143 -158, 269 — 288, 1901 und PI. Jahnke, Über dreifach p6r- 
üpiktivis( ht> Dreiecke in der Dreie«}kBgeometrie. Progr. d. Achten Kealscb. Berlin, 
Ostera 1900. 

AmUt d«r IhlkMuUk «ad Ihyailu ULBaita«. XI. 1 
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2. Wie der „Lemoinesche Punkte' eines Dreiecks von Grebe 
in die WisBenschaft il^ der Punkt eingeführt worden ist, für den die 
Summe ans den Quadraten seiner Abstünde von den Seiten des Dreiecks 
ein ^finimuni wird, so könnte man überhaupt merkwürdige Punkte, 
Geraden, Kegelschnitte usw. in der Ebene des Dreiecks dadurch defi- 
nieren, daß für diese Elemente oder Gebilde irgend eine Funktion 
ihrer Koordinaten, Parameter, . . . einen ausgezeichneten Wert, ein Minl- 
mura oder ein Maximum erreicht. Es dürfte nicht schwer sein, in 
jedem einzelnen Falle die geeignete Funktion herauszufinden.^) 

So könnte mau vielo Merkwürdigkeiten, die dns Dreieck in sich 
birgt, auf die eine zurückführen, daß ein Wert unter vielen anderen 
der kleinste oder der grcilite ist. FiS l)lielte dann noch die Aufgabe, 
jene Funktionen, um deren li^ztrema es sich handelt, wissenschaftlich 
zu verarbeiten. 

H. Ein anderes Ordnungsprinzip, das in dieser Arbeit ;uisschließlich 
zur Auwenihmg kommen soll, bietet die projektive Geometrie in jenem 
Begritl, der entsteht, wenn man ihr die Metrik unterordnet, in dem 
Begritl" der imaginären unendlich feni' n Kreispunkte. 

Suclit man in der projektiven Kl»ene diejenigen Elemente, die von 
allen endlichen Elementen r i - u unendlich großen Abstand haben, so 
findet man als Ort für die i'uuktc eine (Jerade — die unendlich ferne 
Gerade der Ebene — und als Ort für die Geraden einen Klassenkegel- 
schnitt, der in ein imaginäres: l'uuktepaar — in das Kreispunktepaar 
auf der unendlicli lernen Geraden — zerfallen ist.-j 

4. Die Kreispunkte und ihre Verbindunf^slinie, die unendlich ferne 
Gerade, (das absolute') Gebilde) dienen bekanntlich dazu, alle me- 
trischen Begriffe ( Parallelismus, Mitte, senkreclit, Kreis usw.) rein })ro- 
jektiv zu definieren. Sie spielen dalier in allen metrischen Sätzen eine 
wichtii^e Kolle, doch nicht überall die gleiche.*) Wenn sie auch zur 
projektivischen Ableitung eines jeden metrischen Satzes hinreichen 
müssen, so sind sie doch nicht für alle in gleichem Maße notwendig. 
In einigen Sätzen spielen nicht die Ereisponkte selber eine Bolle, 

1 FHr (!io SteinerKrhen Ellipsen des DreieckK hat der Fineheninhalt einen 
größten vkleiusteu) Wert. Mit Hilfe dreier Zahlen i, ji, v kann luan jeden Punkt 
zu einem Minimumspunkt machen. J. Schiek, Beiielnmgan iwisdiaii läogonsj- 
centrik und Invanaiitentheorie. Mflncbeuer Beridite. S49— 1900. 

2} Karl Doehlemann, Oeometritehe Translonnatioiiflii. I. Sttumliing 
Schubert Leipzig 1908. S. M. 

3) E1)cn.la S. 34. S. 139. 

4) Vergl. VV. Fr. Meyer. Über die üöhen de» Tetraedens. Archiv d. Math, 
n. Physik. (9) 8, 186. 1904. 
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sondern nur ihre Verbindungslinie, di»' unendlich fmie Gerade* in 
andere geht das Kreis]»unktejiaar nur als Kegelschnitt ein, von dem 
es ganz gleichgültig ist, cd) er in ein i*nnkte[)aar zerfällt oder nicht. ^) 
Schließlirh ist es für einige Sätze unenthehrlich, daß der absolute 
Kegelschnitt wirklich auch ein Punktepaar ist. ') 

In welcher Art nun das KreiHjumU'ituur d»-n rlnzHnen mrtrhchen 
Tkziehuuffen zugrunde lier/f, crletmt man am hestm datin, wenn man 
durch ein h^'Uehig, a}>cr fest (jewähltes absoltäes Gehtlde. sei es also durch 
eine absoluk (ierade, einen absoluten allgemeinen KcfjelscimiU (der nicid 
zerfallen ist) oder ein absolutes Punlfefxiar ersetzt.*) 

Den drei Klassen, in die demnach die Sätze der Metrik zerfallen, 
sollen die drei Ab8<;hnitte dieser Ari)eit entsprechen, deren jeder natür- 
lich nar wenige Beispiele enthalten kann. 

Ehe wir uns jedoch dem ersten Abschnitte zuwendet], müssen wir 
am Schluß dieser Einleitung noch einige Bemerkungen iiijer projektive 
Beziehungen am Dreieck vorausschicken, damit wir uns im folgenden 
darauf beziehen können. 

5. Wenn man in der projektiven Geometrie von den (irundgebiideu 
erster Stufe zu denen zweiter Stufe übergeht, so triÜt mau als ein- 
fachste Figuren solche uu, die aus drei Elementen gebildet werden. 
In der Geometrie der Ebene ist das die Figur, die zugleich Dreieck 
und Dreiseit, sich selbst dual ist. 

Für die Bezeichnung sei das folgende Schema maßgebend: Das 
Dreieck A, bezw. das Dreiseit a hat die Ecken A^, A^, A^, die 
Seiten a^ a^ (die Winkel » A^[A^AI\ » — A^[A^Af^). 

Das DrttedE-Dzeiieil bietet za projektiven Betiaehiangen kaum 
Gelegenheit; ent das Viereck und das Yierseit haben für die projektive 
Geometrie eine grundlegende Bedeatung. Was jetat folgen soU, deckt 
sieh dem Inbalte nach meist mit der Theorie dieser Figuren; nur die 
Fonn ist der Dreieck^;eometrie angepaßt 

6. EiS sei ^ das Qrunddreieek eines projektiven Koordinatensystems.*) 
Sind dann drei Zahlen p^, ihrem absoluten Werte nach nnd bis 
auf einen gemeinsamen Faktor gegeben, so gehören an diesen als 
Koordinatenwerten vier Punkte in der Ebene des Dreiecks A: 

j' -piPtPr ^i ''~J?iPiPy ^t 'Pi- PiPr - PiPt - Pr 

1) Affine Geomotrie. 

-i) Hyporliolificlio uikI cllipfciache Oeometrie. 

3) Paraliolische (Jfoiuetrie, 

4) Den Fall eine» absoluten GeradenpaarCH lausen wir unberückHicbtigt, weil 
er kein metrisches Intweaie bietet 

5) K. Doehlemana a. a. 0. 
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Das von diesen vier Punkten F gebildete Viereck hat das Gruiid- 
dreieck A zum Diagonaldreieck. 

Diefer Satz befjreift eine Menge harmonischer Eigenschaften; vier 

solche Punkte P heißen deswef^en harmonisch n.^.soziifrf^) in bezu«r auf 
das Grunddreieek. Das rh-firrk, das je drei dieser Punkte bilden, möge 
kurz das dem vierten harmomsch assoziierte Dreieck heißen. 

Dual erhalten wir hamoniseh assoziierte Goraden und Dreiseite. 

7. Die Dreiecke P und A liegen perspektivisch; KoUineations- 
Zentrum ist der Punkt P, Kollineationsachse die yHarmontkaltf* oder 
^j^srade Pcianf^ « TOn P, deren Koordinaten Ijp^ sind.') 

Fassen wir das Dreieck A als Knrre dritter Ordnung auf, so er- 
halten wir an einon Pnnkte P anBer der eben genannten ga^en 
Polare noch die Itcmsäte Pdare: P s Pt^^Xf + A^^i + A^t^ =— 0, 
also einen dem Dreieck A um- nnd dem Dreieck P einbesehriebenen 
Kegelschnitt. 

Dual erhalten wir als Polaren an einer Geraden in bemg auf das 
als Kurve dritter Klasse anfgefafite Grunddreieck einen Punkt, ihren 
Ihreieela^, nnd einen dem Dreieek A einbesehriebenen Kegelschnitt» 
und awar zur obigen Geraden x wieder den Punkt P nnd den Kegel- 
schnitt: II s UtUf/Pt + «iWi/A + ^*htlP$ — 

8. Nach dm bidieriffm Bntmdihmgcn yehSrm immer vier O^äde 
enp mtsammen: Ein Punkt, eine Oeradej em UmkeffelsdmiU wid ei» In- 
hegelaehniU des Grunddreiedss. 

Besonders interessant ist noch der folgende Satz'): 

Zwei zusamnieugehürige Kegelschnitte P und /7 berüliren sicli 

doppelt*), und zwar so, daß die zugehörigen Elemente F und x tie~ 

riihrungspol und Berührungsbehno sind. 

9. Di«'se natürlich liöelisl unrollständigen Betrachtungen spielen 
in der ueueren Dreiecksgeometrie eiue wichtige Rolle: 

Unter dm JJtnkegelschnitten des Grunddreiecks A ist einer mu- 
gezeichnet: sein Umkreis. Auch zti ihm gehören in dan obigen Sinne 
ein InkeyelsckniUf ein Punkt und eine Gerade: die Brocardsdte MUpaej 

1) B. Ronefa« et Ch. de Comberousae, Tnit4 de Q^om^trie. L p. 449. 
Parifl 1900. Gauthier-Villan. 

'2) Dit' ricrade n erhält man auch, wenn man auf P zunächst eine qaadnitiache 
Transfurmation 1) und dann aoi' den Bildponkt ^ eine £ozrelati<ni (uj ~f|) 

anwendet. 

8) Haz Greiser, Pol und PoIiM des Dieieclu. AroluT der Math, und Physik. 
1876. 

4) Dteie Doppelberilhniog ist itett inwginftr. 
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(kr Lemoinesdte Funkt und die Lemoinesche Gerade des Grund- 

Erster Absclmitt: Das Dreieck und die absolate Gerade. 

I. Dir ühsnlüfe Gerade, — 10. Wie in der EinleitoDg bereits be- 
tont wurde, enthalten einige metrisclie Sätze nur Bessiebangen zur 
uneudlich fernen Geraden, nicht zum Krcispnnktepaar, Sie sind vom 
projektiren Standpunkt aus die einlacberen. Einige dieser Sätze bilden 
den Inhalt dieses ersten Abschnittes. 

Die unmdlich ferne Gerade ersetzen wir durrh chif h lii hi<ir Gerade^ 
die tcir aber, nachdem wir gewähUf festhalten und darum als die absoluite 
Gerade bezeichnen hörnten. 

II. Jede Kurve Mter Ordnung schneidet die absolute Gerade in 
tt Punkten, die kurz ala die Richtpunkte der Kurve bezeichnet werden 
mögen. 

Mit Hilfe der absoluten Geraden definieren wir in bekanater Weise 
den Pnrallclismus zweier Geraden, die Homothetik zweier Kegelschnitte, 
die Ahnlichkeitslage ^ zweier Dreiecke, den Mittelpunkt und die 
Asymptoten eines Kegelschnitts, die Mitte einer Strecke, die durch 
drei Punkte einer Ger;ulea bestimmten \ erhältnisse fals Doppel Verhält- 
nisse dieser drei Punkte und des K ii-htpnnktes ihrer Oeraden), die 
Milt+'llinieu und den ilinen j^omeinsumen Flärhen«;ehwerpunkt def? Drei- 
er^ks. (lesseu gerade Polare in bezug auf das Dreieck wieder die absolute 
Gerade ist, usw. 

Die konischen Pohiren des Schwerpunktes und der absoluten Ge- 
raden sind die beulen Stei nerschen Ellipsen, die Umellipse und die 
Inellip^e. Aus Nr. 8 folgt, daß diese homothetisch und konzen- 
trisch sind. 

12. Die absolute <uiH«ie kuimu- man — um die liechuuug zu ver- 
einfachen — zur Einheitsgeraden des Koordinatensystems wähleo.^) 

1) Wegen dicMt wichtigen Gebilde veigleidie man die Hauptwerke Aber 
Moere Dxeiecksgeometrie: • 

A. Emmerich, Die Brocardschen Gebilde and ihre Beziehungen zu den ver- 
w»ndt^n merkwtlrdt^on PuTikten and Kreiden des Dreiecks. Berlin Idtfl. Mit 
n^ichhaltigem Literaturnacliweis! 

W. Fuhrmann, Syntbetiiche Beweise plaaunetritoher Sfttie. Berlin 1800. 

E. Eoncb< et Ch. de ComberonsBe, Tnütö de G^m^trie I. et ü. Yll. 
Pteis 1900. 

Auch sei hingewiesen auf die Berichte von K Vi^'^nrit'. Association Fran^aise 
pour IWvanccniPnt df/s Srienre«, zuorst ("iiuirr.'^ do 'roulouac 18d7. 
Die Ähuliclikeit können wir ha-r uicht deünieren. 
3) Batysenteiscbe Kootdinaten. 
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Dann würde aber nu'isteus die Möglichkeit verloreu gehen, zu ent- 
scheiden, ob und welche liolle die absolute Gerade in deu einzelueu 
Sätzen spielt, 

Ihre (Tleicliuiig sei darum (j(3C) ^ ff^x^ (/^j., r fl^JL'^ = 0. Djuhi 
sind die Gieiciuingen des Schwerpunktes und der Steinerschen Ellipsen: 

2^i/9i - 1 Im - 29il w, - 0. 

2. Durch die absolute Germlc definierte Transformationen. — 13. Die 
Seitenmitten des Grunddreiecks A seien 6^. Das Mittendreieck G liegt 
ähnlich zum Grunddreieok Ä. ÄhnUehkeitspunkt kt der Schwerpunkt Q, 
Einem Punkte X Ton A entspricht ein Punkt Y ron Q, Y heifit der 
Komplemen^^uMki Ton X, X der AnUkomplemen^fikt Ton Y. Dual 
liegen die YerhSltnisse fQr die Gwaden.') 

Da es sich um eine ZentralkoIUneation mit dem Zentrum G und 
der Achse g handelt, so gilt: Homologe Punkte {X und Y) liegen auf 
einer Qeraden durch Gy homologe Geraden sind parallel, homologe 
Kegelschnitte homotfaetiseh. 

Der Punkt X hahe die Koordinaten Xf im Grunddreieck A und 
im Mittendreieck G. Daim hat der Eomplementpunkt F su X die 
Koordinaten — Xt, der Antikomplementpunkt Z va X die Koordi- 
naten fi^sk. 

Die Transf<irfiMi^anBgl^ sind: 

für Linienkoordinaten: 

Ist X,^ der Richtpunkt der Geraden XYZG, so gelten folgende Be- 
ziehungen: 

(GX^XY)^'^2, (XYGZ)^~-1, (XZYX^^^h 

Die letzte lautet in Worten: Die von einem Punkte X und seinein 
Antikoniplementj^unkt Z begrenzte Strecke wird durch den Kompiement- 
puukt Y halbiert. 

14. Nicht minder wichtig als die soeben behandelte lineuK Ti.ms- 
formation ist eine quadratische Verwandtschaft , die in jcdeni Dreieck 
durch die absolute Gerade definiert werden kann, die Verwandtschaft, 

1) Emil Uaiu, Archiv d. Mathem. u. Physik (2) 3, 1886. 

C. 6. Bentchle, ZeitKOirift fOx Mathem. o. Fhjirik. 11, 1866. 

2) DieHo sind so %n bestimmen, dafi Q und g in beiden Dreiecken A und G 
dieselben Koordinaten haben. 
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die das Grunddreieck A zum Hanptdreieck und die absolute Genide g 
zu einer Doppelgeraden bat, also dareli die Gleichungen UiVi dar- 
geiteUt wird. Die drei anderen Doppelgeraden bilden dae zur abi^oluton 
Geraden luurmoniflch assoziierfee Dreiseit: das Mittendreieck G, Je zwei 
Gegengeraden h und v ecbneiden jede Seite des Grunddreieck« in zwei 
homulogen Punkten einer Involution, deren Doppelpunkte die Mitte Of 
und der Biektpunkt der Seite a,- sind, also in zwei Punkten, die zur 
Seitenmitte symmetrisch liegen. Daher heißen u und v Seiien- 
symmetriegeradm.^) 

Indem wir jede Gerade durch ihren Dreieekspol «setzeni erhalten 
wir zu dieser Geradentransformation die folgende Puukttransformation: 
xtffi ^ t/gl. Doppelpunkte sind der Schwerpunkt G und die ihm har- 
moniseli assoziierten Punkte. 

Projizieren wir je zwei homologe Punkte X und T aus der Ecke Äi 
in zwei Punkte der Seite a^, so liegen auch diese symmetrisch zur 
Seitenmitte (?|. Daher die Bezeichnungen^: SeUengegenpunkte. Isotome 
VmpatfdMaß Zwei Pnnkte oder Geraden, deren Koordinaten die 
Gleichung x/gt ^l/gf oder uM^gl erflÜlen, sind Seitengegenpunkte 
oder Seitensymmeiriegeraden im Hittendreieek. 

15. Indem wir die lineare Verwandtschaft der Kr.1 3 und die quadratisehe 
der Nr. 14 vereinigai, erhalten wir eine neue quadratische (ßie komjpie' 
meniisoioni^ VmoamUsdiaft mit den Gleidiungen Xig'l^l/^, Utvi^gf^ 

Fflr den Punkt T^gS) und die Gerade v'vt) gelten (bei g^benem 
X und Ii) folgende ein&chen Konstruktionen: 

Wir projizieren X aus den Ecken des Grunddreiecks auf die 
Seiten G^G^ des Mittendreieeks und die so erhaltenen Punkte*) aus den 
Ecken Gg in den Punkt }' Wir projizieren die Schnittpunkte • a.) 
ans Ai auf G^Gf. Die so erhaltenen Punkte liegen auf der Geraden v,*) 

16. Eine Anwendung von diesen Verwandtschsiftcn kann man 
machen, um die Steiu^Tsc^boi ESllipsen als Bilder ilcr absoluten Geraden 
und des Schwerpunktes, femer um den Mittelpunkt eines In- oder Um- 
kegelschuittes zu bestimmen. In dieser Hinsicht seien folgende Sätze 
mitgeteilt: Zwischen dem Brianchonschen^) Punkte X und dem Mittel- 

1) F. Bttoking, Archiv der Uathem. n. Physik (S) 16. 1898. 
t) W. Fehrmann, BynthetiMdie Beweise planimetrisoher Sfttse. Berlin 
1880. S. 57. 

8) Das siud die Mitten der Scheitelgeraden A^X, di&ic gemesaen von der 
Ecke bis zur Seite a^, . 

4} IMe Gerade v verbindet die Mitten der Diagonalen des Yier^feits a^a^a^ut 
Die Gaoftadie Gerade des Yierseits. 

6) Brianchon-Punkt des KegelBclmiltdrciHcitD. Die Beziehung swisehen 
ebem Inkegelschaitt und setnem Brianohon-Funkt ist die der Nr. 8. 
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punkte Y tmes Inbigdfleliiiitfai bestellt die komplement-uotome Ver- 
wandtschait Ein Ptaokt und der Mittelpunkt seiner koniselien Polare 
(in bearag anf das GronddxeieGk) sind Seitengegenponkte im Mittendreieck. 

3. Der LävraatM von Feuerhaeh. — 17. Kech dem Toiletaten Satae 
hat ein Inkegelsehnitl^ dessen Mittelpunkt die Koordinaten im Chnnd' 
dreieek und im Mittendreieck hai^ die Gleichung: 

(1) g!{t(u) ^ ^g^yiutut = 0. 

Er schneidet die abeolute Gerade im Punktepaar: 

I ['P{»9)V-(pi*iu)'<p(ffg) ^ ^ß,,u,ut = 0, worin 

Die Koordinaten kommen hier nur im Quadrat yor, d. h.; Die vier 
Inkegelschnitte, deren Mittelpunkte harmonisch aseosiiert sind, sind 
homothetiBch. 

18. Nebenbei sei erwähnt: Soll das Punktepaar (2) einer Invo- 
lution angehdren, d. h. sich selbst konjugiert sein in beaug auf einen 
Kegelschnitt hnn!} -f fi^oj + — 0, so muß die InTsnante ^ßnt^jt 
verschwindeni mithin die Gleichung gelten: ^t9i + ^sS^ + ~ ^* 
Es folgt der Sats^): Die Mittelpunkte derjenigen Inkegelscbnittoy deren 
Richtpunkte einer InTolution ai^hSren, liegen auf dem Polkegelschnitt 
des Gnmddreiecks, der dnrch die Doppelpunkte der luTolution geht. 

19. Durch die Punkte (2) nnd die Ecken des Mittendxeiecks 
geht der folgende Kegelschnitt: 

(3) ffi y] + 9^ y\ -^'y^'x + 5^» y\^[^i = 

Für das Mittendreieck als Koordinatendreieck hat der Inkegel- 
schnitt (1) die folgende Ordnangsgleichuog: 

W [29i{9hyk - ^lyiV- • [29.^.] ~ 9i9i9i \29ilßM - 0. 

Zwei homothetif^rhf Kegelschintte haben anßer der absoluten Ge- 
raden noch eine (wesentliche; Schuittsehne, die man als ihre Kadikal- 
aclise bezeichnen kann. Ff5r die Kegelschnitte (Ii) und (4) hat diese 
die Koordinaten «• = 9i{9kyk — yiUif- Diese Werte u', erfüllen die Klassen- 
gleichung des Kegelschnittes (3): ^yyifffui » 0, d. h. die Kegelschnitte 
(3) und (4) berühren sich. 

Die gemeinsame Tangente (Kadikaiachse) hat im Qrunddreieck die 
Koordinaten: 

. *u = 9i/(9iyk-9iyi)- 

1 Die Mittelpunkte der gleichieitigen InbTperbeln liegen auf dem Polkreü 

des i>reieclu. 
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Sie berührt die Stoiuersche Inellipse; denn ihre Seitensymmptriegerade 
mit den Koordinatfii v- (i (<l,'l; ffilf,) geht dun li den Schwerpunkt G 
— anch (iurc'li den Mitteipuitki l'ijf^ des lukcgeischnittes (l oder 4). 
Das Ergfimis lautet: 

Jixkr IJmkegdscImitt de.-t Mitkudreiecks berührt die vier zu ihm 
homoiheiisch* n TnJcefffhehtiltte drs Grunddreiecks. Die vier yemeimamen 
Tangettieti berühren oucli dir !>fei iier/fche Inellipse. Ihre Scitensi/mtHetrie- 
ger(ulen geJieti — (ii(ßrr durch den ScJitverputikt — durch die MiUel- 
inmkt* (irr vier Inkeijtl schnitte. . 

iiaiiz abgesehen davon, daß wir die unendlich ieriio Ueradc (hirch 
die allgenielnc al)S(dutc Gerade ersetzt haben, ist dieser Satz offenbar 
eine Erweiterung des bekamiteii Feuer})achBcheu Satzes, nach dem 
der Umkreis des Mitteudreiecks, der sogenannte Feuerbachsche Kreia 
dn Qronddreiecks, dessen Inkreise berührt. 

4. Der Lehrsatz von Tucker.^) — 20. Es gibt oo* viele Dreiecke 
die liei gegebenem Äbnlichkeitspunkt zum Grunddreieck A äbnUeh 
Hegen. Jedes dieser Dreiecke schneidet das Gninddreieek — außer in 
drei Punkten dar absolntea Gendm — in sedis Punkten eines Kegel- 
Bchoitkes. Die so erhaltenen oo^ Kegelsdinitte soUen etwas näher 
betaradiiet werden. 

Die Seiten eines Dreiecks seien: /) — ^(-f) + Dsa 
KoUineationssentnun Ton Fi und A liat die Koordinaten 1/^., ist 
also ein fester Ftmkt wenn wir setzen: l/ii—Pi/Ji- Dann lauten 
die obigen Gleichnngen: 

Durch die neun Schnittpunkte der Dreiecke und A geht jede 
Kur?e 3. Ordnung 

hindurch. Für Q l*/PtPifit aerfallt diese in die absolute Gerade 
9[x)^0 und den gesachten Kegelschnitt: 

worin rk 

—^^JPi ö und ?{xx) ^^jc^xJp^P; = ^ 

^s geiade und die konische Polaie des Punktes P sind. Also: 

Dk KegdadimUe T liegen honw&ieHsdi gur hmisdien Polare P des 
AhnlichkeUspunkks P. Die Badikaladteen sinä seiner geraden Folare x 
parqflrf.«) 

1) B. Pascal, Repertorium der höberea Mathematik H. 8. '1- L«P««' 
S) Bie Ifittelpiuikte der Kegelichintte T liegen, wie «üe Beehnnng ergibt, m 
<>ii«r Qemdfla. 
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21. Bildet mau 

Vi - A + = 9(^) + ^{^k/lh 4- ^i^P,^ = /; + A . V/»*» 

so gehen die Geraden 9?, = 0 durch die Schuittpunkto f/i «J und 
|/)-(/^], bestimmeii also mich jene sechs Punkte auf den Seiten des 
(Jruiiddreiecks, durch die der Kegelschnitt hindurchgeht. 

Das Dreieck <2> liegt perspektivisch zum Grunddreieck; Kollinea- 
tioiiszentrum ist P, Kolliueationsachse jedoch nicht die absolute Ge- 
rade r/, sondern die Hadiknlachse \ß(.r) -f- ^.nf.i) — 0] von imd P. 
Hingegen liegt 0 älmlich zum Dreieck, das dem I'unkte 7' liarnio- 
nisch assoziiert ist, zum Ecktangentoudreieck der kouiacheu Polare P. 
Ahulichkeitspiinkt ist P. 

22. Indem wir die Diskrimiiiunte der in A quadratischen Gleichung 
= 0 gleich Null setzen, erhalten wir als wescuHicfie Enrdoppe der 

KegehclmitU' T — neben der doppelt zu zählenden absoluten Geraden g 
— den kegeiäcknitt: 

d. i. die koTiische Polare n(.rr) der Geraden tc. 

23. Für A = <X! ') er<^i))t sich als Dreieck t\ das (irunddreieck A 
und als Kegelschnitt T, die konische Polare P Das Dieieck -4 spielt 
für unsere Betrachtimgeu keine l)esondere liolle in dem System der 
Dreiecke F. Wie zu ihm, erhalten wir zu jedem Drficrk ein 
Syftt'n! von c\>* Kegelschnitten, im ganzen also, als Erzeugnis je zweier 
Dreiecke l'\ und die oo^ Kegelschnitte: 

AUe diese sind zu einander homothetisch, alle ihre Radikalaebmn nnd 
parallel Für ^ — il wird T,^ die konisclie Polare von P bez. JF^l 

= g*\^x) . 3 + g{x) . »(x) • 2i + Pi^^x) • - 0. 

Für X — eonst erhält man als (irssenUiche) Enreloppe der T;,^ einen 
Kegelschnitt 77^, der im Sinne der Nr, 8 so P im Dreieck gehört : 

n^ = - {g'ix) ■S-\-g(x)-:t(x)-2k]-\- n(xx) • « 0. 

Die Keä:e1schnitte wie auch haben zur Enveloppe das imaginäre 
Oeradenpaar: 

Jli^xx) + P(xx) ^J^xf/pl —^XkXtlpkPi — 0. 
Es sind dieses die Ton P ans an i7 nnd P gelegtem Tangenten. 
1) 1 — 0 lieÜBri die absolute Gerade. 
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24. Unter den Dreiecken F und 0 befindet sich je ein NuUdreieck, 
Daraus folgt: 

Zieht man durch einen helirhiffen PunJd P die ParnJldcn zu den 
Seiten des Grunddreiecks j so srhneidrn dirsc die jeireils beiden anderen 
Seäen in ^u.mmnim sechs Punkten eines Keyelsdinittcs L'. 

Man erhält eimn zweiten Kegelsdinitt L", wenn man die Geraden 
durch den Punkt P parallel zu den Etihnn/enten seiner hmiachen Polare 
P zieht. Diese und die beiden Kegdschnitte L' und L" sittd hotnotlietitidi. 

Man findet ferner: 

Der Mittelpunkt von L" ist der Punkt P selber; der tfon L' liegt 
tn der Mitte zwischen P und dem Mittelpunkt U von P. 

25. Ist P der LemoinescJw Punld, also P der Umkreis nnd 77 die 
Brocai d.'ivhc Ellipse des Gruiuldreieeks , 6u /rrril' U die Keffef schnitte 

zu den Tuck er sehen, L' und L" zu den Lern n , ,i r scheu Kreisen des 
Gruttddreiedis. Es ist also die Brocardsclie Ellipse die Enveloppe der 
Tuckerschen Kreise. 

Zweittii Abscliüitt: Das Dreieck und der absolute Kegelsclmitt. 

!• Der absolute KecjelschniU. — 26, Wir wenden uu nunmehr dem 
Falle zu, daß das absolut» Gebilde in einem allgemeineii Kegelschnitt 
besteht, der also weder in ein Ponktepaar noch in ein Geradenpaar 
zer£dlen iet. Seine Gleichungen seien: 

Die Determinanten u^^_\ und der (reellen) Koeflixienten sollen 

unserer Absicht gein'iß nicht vernch winden. Weiter soll über die 
Koeflizieuteu niclits vorausgesetzt werden; denn das hieße ja ein 
besonderes und nicht ein beliebiges (irunddreieck ' f>der Koordinnfpn- 
lireieck) betrachten, da doch 0 üIs absolut gegebener Kegelschnitt nur 
die eine besondere Eigenschaft haben kann, daß er '/erfallt*) 

!?7. Pa die hier folgenden S.ätze der Metrik entnommen sind, so 
tritt m ihnen d'T absolute Kegelsclmitt vonviegend als Klas'^^'nknrvp nutV-') 

Mit ITilt'e von 0 definieren wir: Zwei (ieradeu heißen senl^recht 
zu einander, wenn sie bezüglich ff> konjugiert sind. Winkel a zweier 
Geraden -SM, und SA^ heißt das Produkt aus einer Koustauteii^) und 
dem Logarithmus des DoppelverhUltnisses, das diese Geraden mit den 
Ton 6' an (P gehenden Tangenten äl^ und ST^ bilden. W ir können 

1) Bin Eegebohnitt bat kwne alMolato InvaKiaiite. 
%) Ygi die 4. Anmerkung auf S. 8. 

8) \ fiir das Kxeifpniiktepaar 
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und wollen im folgenden, da es sich um Gleichheit von Winkeln 
handelt, von der Konstauten und dem Logarithmus absehen und kürzer 
setzen « = =^ T^AiAo\ 

Was dann unter Halbierenden eines Winkels, Höhen eines Drei- 
ecks zu verstehen ist, ergibt sich von selbst. 

Der Pol einer Geraden bezüglich fp lieiße ihr absolutei l'al. 

*2. Die Hohen und ychmhöhcn. — 28. Die absoluten Pole der 
Seiten iif des Gnmddreiecks sind die f*unkte P,:.r^ = a,^. Die Hohen 
A^l^: .t^: Ji;, == «jjj:«^, ^ 1/«,, : 1 a,^ schneiden sich im Hölienimukl 

Hl l/tttf V«!,. 

Dieser ist nur abhängig von den Koeffizienten «jt,(A:4"0 
dukte iij^Uf, nicht von denen cf-^ der Quadrate a;, bleibt also Höhen- 
puuki, wenn man statt O irgend einen Kegelschnitt 

als absolutes Gebilde Avillilt.V) Der Punkt H wird also weniger zu 
jedem einzelnen tp als zu dem ganzen System der q> in engen Be- 
ziehungen stehen. In der Tat ist H der einzige Punkt, der dop|>elt 
gezählt als ein Kegelschnitt zu betrachten ist. 

29. FüUt man um den Hohrnfnßjnmlieii dir Lote auf die jrurih 
beiden anderen Seiten des Grunddrcieds^ so liegcti die Fußpunkte dieser 
sechs „Nehetdiohcn^' axf einem Kegehrlmitt. 

Der Beweis ergibt sich als einfache Anwendung des Carnotschen 
Satzes.^) Die Gleichung des Kegelschnittes lautet "j: 

30. Zu den H(")hen P,A- erhält man (iurch positive Permutation 
noch zwei andere Geradentripel w . — i*iA^^i. «< = -^'i wobei man 
statt / -f wieder / zu setzen hat. 

Diese beiden Dreiseite m und n schneiden sich außer in 

1) W. Fr. Veyer, Über die Hfthwi des Tetraeder«. AreUr der lUth. and 
Phjtik (3) 8, 188. 1904. 

S) W. Fr. Meyer, Über geometrische S&tse von der Natur des Pascalschen 
Satzes. Jahresbericht der DeutHcben Matli< matiker-Yerpinigang 9, 91. 1900. 

3) Zernillt der absolute Kegelschnitt in eiu Puukt^paar, so geht diese Gleichung, 
wenn wir die Bezeichnungen der Nr. 49 benutzen, über in: 

worin f eine Konstante. Der duroh rie dargeetettte Kegelschnitt ist nlio ein 
]^reii: der Taylorsciie Kreis dea Gninddreiecki. E.Pasenl, ^epextorinm n. 8. 71. 
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v4|,^4„il^P„P„P3 Pünkten Qf.^) Das Dreieck Q liegt per- 

spektiT Bilm Gnuiddreieck. KoUineationsBentmm ist der Punkt 

'l, Otihdogiscfit' Drei feie. — 81. GeJtm die Lote, die man von den 
Ecken eines Dreiecks auf die rnfsprechenden Seiten eines zweiten Dreiecks; 
fättt, durch einen Punkt, so ^rAj^r/i/cH sifJi auch dir Lotr mis dni I'jkrn 
(ks ziieiten Dreiecks auf' die entjipredtemlen Seiten den er6ten Dreiecks in 
einem Punkte. 

Sind A und Ji die beiden Dreiecke des Lehrsatzes, P und Q die 
Dreiecke, deren Ecken F^ und Q. die absoluten Pole der Seiten Ä^A^ 
und B^Di sind, 80 besagt der Lehrsatz: Die Dreiecke A und einer- 
seits, B und P andererseits sind immer und nur gleichzeitig perupektiv 
gelegen. 

Die Seiten und Ecken von A und B mögen die Gleichungen haben: 

Die Trausformationsgleichungeu seien: 

k k 

die Gleidiangeii des absoluten Keg^^ l Schnittes: 

0 -^«,»1*1«* '^Sßik^i^k - 0. 

Dann liegen die Dreiecke A und Q, bezw. B und P perspektiT, wenn 
besw. 

worin sich die Snmmation übemtt auf » 1, 2, 3 besieht 

Unter Besiehnng auf alle sechs Koordinaten 9^ ist die Glei- 
ehang Ton 

2«ik\k^i^t - 0 oder ^^»Am»!«,- 0. 

tScl ikl 

Aus der Identität beider Formen folgt die Koeüizientengleicbheit und 
dsians die Identität: Ai • — 1. 



1) In der Elemaatugeomethe sind dm die zweiten Endpunkte d«r L iukreis- 
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Da somit die beiden Größen A nur gleicLzeitig den Wert -r 1 an- 
nehmen können, ist der obige Lehrsatz bewiesen. Da dasselbe auch 
für den Wert — 1 gilt, so folgt noch der Satz: 

St hneiilm die vm den Ecken einrs Dreieds A auf die enUprrrJicU' 
den Seiten cimcs Ihriecks B (ftfiHlUiu Ij^te die Seiten in drei Punktnt 
einer Geraden, so liegen auch die Schnittpunkte der Lote ans den Ecken 
JSf auf die Seiten a^ mit den Sntrtt 5,- i'w einer Geraden. 

4. Die ]\'iii/:rlhalhierrndni. Dir isof/onale Verirandtsriiaft. — 
32. Aus der Dt tiiiition des Winkels (Nr. 27) folgen leicht die beiden 
Eigenschaften der Halbierenden eines Winkels, daß sie deaseu Schenkel 
haniioniseh trennen und aufeinander senkrecht stehen, Eigenschaften, 
durch die umgekehrt die Winkelhalbierenden geradezu definiert werden 
können. 

Daxans findet man, wenn 

Wi») - 0 und s^/^«.^. _ q 

die Schenkel eines Winkele eind, die Gleiehnng seiner Halbierungslinien: 

Die drei Geradenpaare, die die Winkel eines Dreiseites f halbieren, 
schneiden sich in den vier Punkten: 

Für das Kmrdinatendreieek A folf/t: Seine Winkelhalbierenden 
tc; xl/Ukl — Xi/uii = 0 sdmeiden ftich in doi vier harmonisch assf*" 
giierti'n Punkten J, deren Koordinaten die absolut* n Werte Ya^^ haben.^ 

Diese vier Punkte, nur abhängig von den Koeffizienten a^^, nicht 
ttj^/l- 0, sind im Sinne der Nr. 2Ö die Doppelpunkte des folgenden 
Kegclschnittsystemsj ^Uitul •\-^XiUiUi = 0, worin X,- völlig beliebig. 

33. Bestimmt man m einem beliebigen Punkte Y die Polaren in 
bezug auf die obigen drei Geradenpaare SO schneiden sich diese in 
einem Punkte Z. Die Geraden fr. trennen das Geradttipaar A^iYZ) 
harmonisch, halbieren also doTi Winkel ^,[yZ]. 

Die Punkte }' und Z sind konjugiert in bezug auf alle Kegel- 
schnitte des N( t/es ]^A./r 0 oder des Böf?chel.s, das die vier Punkte 
J(x^ = a,i) zu üruudpuukten hat; sie sind Gegenpaukte der quadru' 

tischen Transformation 

Vi^i = 

1) Aas dieser Definition folgt leicht der Satz, daß die Seiten und Höhen eines 
Dreiacki die Winkel teines HOhenfb0puiiktdr»ieck8 halbieren. 

%) Damit dieie Pankto leell find« mOasen die Kdeffirienten gleiche Vor- 
leiohen haben. 
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Die Geradeu A-Y und A-Z heißen isof/onul bez. ) A.\ A^Al]. die 
Punkte Y und Z \Vinkelg€genpiinktc\ die Traiisformation wird als iso- 
ymak Venvandtschaft bezeichnet.^) 

34. Wie in der Elementargeometrie, so gelten auch hier die Siltze: 
L Dk Scheitelfferoden A^Y eines Punktes Y stebrn senhredd auf 

ifeM Seikn des Fußputiktäreieda^, das gu seinem Winhelgcgcnputdct Z 
gdiöit 

IL Die Fußpanktämed» twekr Winkdycycnimnkk ^ind diinmUn n 
KegdsehtiU einbesäiriebe». 

35. Das Panktepaur (YZ) hat die Oleidiüiig: 

Ein Punkiejxiar, dessen Gleichung m den Koefßjfienten der quadror 
tisdien Glieder mit der Klassen^eichung O ~ 0 de$ äbaobikn Kegd' 
idmittes ~ bis auf einen Faktor naiürUtk — Obereinstimmi, hesidit aus 
tm Winkdgegenpunkien. 

Aas diesem Satze folgte da die Braiuipiiiikie eines lakegelsehDittes 
0 die Gleidmog 

haben, der andere Satz: 

Ihf BroiupituiU rints dem Grunddreieck ein^hriebenen Kegd- 

sdmiWs siihl Wit>hl'/"it tipffnkte. 

ZcrfalU i/rr (ihsi.hitr K» ;i'!.<fhnitt in zwn p.ipf f^^ %\nd. diese niu*b 
obigem Satze Wu.k^lgeijrenpuiikte. Dhs Bild ihrer Verhindun^^-lini«^ 
der ahgoluteu In radeii, it»t daher ein l mkegeUchniU lioreh die»iMolalen 
i'uukte, d. h. der i'mkreis des Gniiiddreiecks. 

3ti. Der isogonalen entspricht dual die isotoine yftnrattdUrJtaß^y 

Die InTolntion, die wir zo dieser naeh Nr. 14 auf jeder Seit*^ 



er- 



bdteii, hat hier nicht die Seitemnitfce (?,. und den Eiditpanki von « 
der hier nicht eiiatiert> zu Doppelpunkten, sondern die „beiden Mitt^/! 
punkie^*) der Seite a«. Homologe Funkte der InTolotUni he^ ^ 
jeder dieser Seitenmitten „symmetrisch". 

1/ W. FuLruiäQii a. a. O. 

t) Die Fußpunkte der von P auf die Seiten a, j^'efUlten LaU Ui4«i ^ 
psBktdRMck Ton oder m P. ^ 

la Nr. U war Fl^^a,»«,«^» (^f,*,) ; «««rf. 
4 Dieae heidea Settenauttea «ntsprechen dual dea betdea 
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5. Die Inkreise. — 37. Nach Nr. 35 gehört zu jedem Paar von 
Winkelgegeupunkien ein Inkegelschnitt, der dipse Punkte zu Brenn- 
punkten hat. Zu den Doppelpuijktefi J erli ilt muu ,so die vier In- 
kegelscbiiitte, die den absoluten Kegelscimitt doppelt berühren: die 
vier Inkreise. Sie haben die Gleichung: 

Für die Wur/elu > «44«,, = V^t^jt ' V^u folgenden Kom- 
binationen möglich: -|- + +; H ; 1 ; — ^ — h- Seteen wir 

daher )n. a^^ — Y^^(t^^ und = a^, -|- V^ß^^On, so lautet die GUidiUtuf 
des Inkreises^): 

und die des itm Anhmses'. 

38. 7)/e Brianch OH sehen (GergonneschenJ l^unkte der vier In- 
kreise sind: 

Bi l/m^ 1/my 1/%. B'i a;^*- 1/m, a;| — o:^«- l/u,. 

H«i6t der Berahrangspunkt tod J' mit der Seite a^, so 
flehneiden sich die Gereden Ä^J\j -^^It A^Jt, '^k'^^» 

in je einem Punkte. Diese vier Nagelsdte» Pvnklei 

N : 1 / 1 / Wj . iV' : : : = 1 / «,. : 1 / : 1 />«, 

sind, da |/«aO + = «11 -• — »«» 

die Seitengegenpnnkte der Gergonneschen Punkte. 

.39. Wie in der Elementargeometrie, so liefern auch hier je swei 
der Inkreise zwei Ähnliehkeitspwtkte. Sind 

Y^l^iMu,]' -y'-^~0 und Z s LJ^.wJ* - s» • ^ - 0 

die Glcieliungen zweier beliebigen Kreise, so ist die ihrer Ähnlich- 
keitspunkte: 

Diese Aiinluhkeitspunkte liegen nach ihrer Entstehung auf je 
zwei Tangenten, nach ihrer Gleichun^r auf der Verbiudunir^linie der 
Mittelpunkte Y(y^) und der Zci.truien der beiden i^-roise. Und 

zwar trennen sie die Alittelpuultte liarmouiseh. 

0. Die Wallace- Linie. — 40. Füllt man von einem Vunldc X die 
Lote PfXXf auf die Seiten a,- des GrunddnicckSf so Ucgeti die Fuß- 

1) JHt InkreiM bestehen »us dem LikreiM und den diel Ankreisen. 
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pmikle nur dam m einer OeradeUf t»eim X der feilenden £«m 
3. Ordnung angdwrt^): 

Dieie Knrre irt fttr die isogonale Yerwandtecliaft uudlagmatiach, denn 
die FaBpanktdreiecke zweier Winkelgegenpunkte können nach Satz U 
von Nr. $4 nnr gleieiueiiig in je eine Gerade aasarten. 

Die Kurve C geht durch die neun Schnittpunkte der beiden Drei- 
•dtte m und n (Nr. 30), also durch die Punkte Ä^, und Q,. Die 
so einem Punkte X von C gehörige Fußpunktgerade X^X^X^ 
*ird als seine Wallaee- Linie*) bezeichnet. 

41. Aus Satz I von Nr. 34 folgt: Die Wallace-Linie eines JPwtlUee 
9on C hat dessefi WinkeUjegenpunkt zum absoluten Pol. 

Solange der absolute EegelscLnitt nicht ausartet, hat auch die 
(Jmkehrung einen Sinn: Die absolute Polare eines Punktes von C ist 
die Wallace-Linie seines Winkelgegenpunktes« 

Als Enveloppe aller Wallace- Linien erhalt man also die Kurve jT, 
die der Kurve C in einem Polarfeld entspricht, das den absoluim 
Kegelschnitt zum Ordnnngskegelschnitt bat. Ihre Gleichung ist: 

r= («lOi, - «,aii)(«iaft - «lO») («8«»i -«!«») 

Zerfallt aber der absolute Kegelschnitt in ein Pimktepaar, so ver- 
sagen die vorstellende Gleichung') und üire Ableitung. Üoeh kann 
man auch dann folgendermaßen verfahren. Die Gerade ^u^x^ = 0 
schneide die Seiten des Gruiuidreiecks in den Punkten X,.. Die in 
auf errichteten Lote X^F^ schneiden sich in einem Punkte X, 
wenn: 

litt A I , die Determinante des absoluten Kegelschnittes 4^ — 0, 
so ist r^A-r. Diese Gleichung lehrt, daß T fillr A — 0 identiseb 
▼erschwindet Die Gleichung — 0 jedoch versagt in diesem FUle 

1 Nacli Graßmanns Methode sar Eiseagang von Kurven dritter Ordnang. 

KPayral. R..pertorimn Tl. S. 1R3. 

2) Die frühere Bczt'ic Unung: „Siinsonsche Gerade" ist falsch. Moritz 
Cantor, V^orlesungeti über Geschichte der Mathcui. Iii. S. ö52 ff 

8) Weil dtum a.^ = g. ■ g^^ ist 

InUv 4«r llAttMntUt «ad Pfagrslk. B»Um XL t 
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sieht: sie stellt auch dann noch «ne Kuire dritter Elasse, die Steiner 
sehe Hfpozykloide dar. 

42. Wo» wird aus der Kurve C, umn der abeobtte KegeteeimiU m 

em Punktepaar zerfällt? 

Weil dann die absoluten Pole P,- von ag in einer Geraden, der 
absoluten g, liegen, so erfüllt jod^r Punkt X von g die Bedingung, daft 
seine Fußpunkte X^ in einer Geraden (nämlich wiedemm //) liegen. 
Die absolute Gerade spaltet sich daher Ton der Kurve C ab; da diese 
anallagmatisch für die isogonale Verwandtschaft war (Nr. 40), so ist 
ihr anderer Bestandteil der Umkreis (Nr. 35) des Grunddreiecks; d h. 
der Ort der (eigentlirhni) Punlie, deren Fußtpunkte in einer Geraden 
liegen, ist der Unil-r^vs drs Grnnddrciecks. 

Aus Nr. 41 folgt noch: Die Walliice-Linien zweier Darchmesser- 
Endpoukte »tehen aufeinander senkrecht. 

43. Von den neun Schnittpunkten der drei Lote A'P,. mit den 
Seiten a^ haben wir nur die Punkte [XP^-aJ betrachtet. Durch 
Permutation erhält man noch weitere Sätze, von denen nur der folgende 
erwähnt sei: 

Es gibt drei l'iuikte auf der Kurve (' — bei absolutem Punkte- 
paar einen, den so'icn. Tarrysdmi^) Punkt auf dem Umkreise — von 
der Eigenschaft, daß jene neun Schnittpunkte zu je dreien außer auf 
den genannten Seiten und Loten auf drei weitereu Geraden liegen. 

7. Die Spiegelung eiius Punhfes und einer Geraden an dm Seiitti 
dts Ihilxks.'). — 44. Auf den drei Loten XP^X-, die von einem 
Punkte A auf die Seiten gefallt werden, kann man durch die bereits 
bekaimteu Punkte drei projektive Punktreiheu definieren: 



Zwei besondere dieser Ponlcttripel ZjA^Ani werden gebildet von den 
Fnßpnnkten X^(X 1) und den Spiegdpunkten von X in hegug awf die 
SeUen 0^(1 - 2> 

Laasen wir X fest nnd Terlangen vir, daß dann die Fnnkte X^XjjXjj^ 
in einer Geraden liegen, so erfttllt der Punkt X die Knrre: 



{P.XX^Xj) - (P,Xi,Xn) - iP^XX^X^ - L 




1) E. Viguri^, Asßociutiou Fran^aise 16. 18»7. Toulouse. 

2) E. Hain, Aivhiv der Math. u. Phynk. 69. 1888. 
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Artei d«r absolute Kegelschnitt aus, wird ^«»O, eo Bind alle 

Karren und C miteinander idenÜBch. Dann wird S^M^^) 
sg(z)' P(xx), wo P(«jp)«0 die Gleichung dee Umkreieea Ist. 

45. Die S^tegdbäder einer Geraden k(x)»'^0 in beeug auf die 
SeUen a,- sind die Geraden: 

Des Dreiseii s liegt stets perspektiT zum Gnmddreieok, weil sieh homo- 
loge Seitm auf X; sehneiden. EoUineationszentmm ist der Punkt 

^*^i^»iJ2^ikKi der Winkelgegenpuokt snm ahsoluten Pol 

.j^ijy Ton h, 
k 

Pflr den Fall eines absoluten Punktj'paares liegen alle absoluten 
Pole K auf der absoluten (leraden, ttlt>o alle Kolliiieatioiibzeutreü X auf 
dem Umkreise des Dreiecks A. 

8. Die Brocardschen Punkte. — 46. Es soll in der Ebene des 
Gninddreiecks ein Punkt Slix^ gesucht werden, fiir den 

fatdem man diese drei Winkel als DoppelTerhiltnisse berechnet, ^det 
nun (« + l)/(ai — 1) — fnjx„ wenn 0 die Seiten des einen Drei- 
<eb M sind, das dem Orunddreieek Ä unter rechtem Winkel um- 
besehrieben ist (Nr. 30). Es folgt daraus: Der gesaehU Funkt Sl ist 
tm Ik^pjpdpunkl der durch die Glathungen Xi{m + 1) dar- 

9utdUen KottmeaUon, in der die Dreiedee M und A einander entspre^en. 
Die Aufgabe hai ako drei Lösungen. 

Diese drei Punkte Sl liegen auf den Kegelschnitten m^f^^^O, 
die dnrch die Punkte Ag, A^ gehen und in A^ die Seite a^ berühren. 

47. Die WiMlgegm^punkte Sl* der Funkte Sl erfttllen die Be- 
dingungen 

% sind die Doppelpunkte des Gronddreiecks und des anderen Drei- 
ecks N, das dem Dzeieck A unter rechtem Winkel umbeechrieben ist 
(Nr. 30). Sie liegen auf drei Kegelschnitten, die, wie die obigen, 
dnrch je swei Ecken A gehen, aber in dem jeweils anderen Punkte 
eine Dreiecksseite bertthren. 

48. Wenn der absolute KegdsdmiU m em Punkt^aar ausartet, so 
oftlleu dessen Punkte die obigen Winkelbeziehungen, d. h. die Drei- 
ecke M und N sind dem Dreiecke A ähnlich. 

Vm den sedts Punkten Sl und Sl* bleuten oZs wesenÜidi dam nur 

«• 
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zwei: die hinirn Ii inar dachen Punkte den G-runddreiecks. Sie siud 
also die Ahulichkeitspunkte der Dreiecke M und .-1, N und A. Die 
obigen Kegelschnitte werden zu den sogenannten Beikreisen , a heißt 
der JUrovardsche WiiUicl des Grunddreiecks. 

Dritter AbscliDill; Das Dreieck und das absolute Punktepaar. 

1. Das nhsolute Panktepaar. — 49. In dem letzten Aljsclinitt 
haben wir einige Sätze beliundelt, für die es im weseutiicheii gleich- 
gültig ist, ob der absolute Kegidschnitt nicht ausgeartet ist oder doch. 
In einzelnen Fällen war es besonders interessant, zunächst einen all- 
gemeinen Kegelschnitt zugrunde zu legen und an der Hand des Resul- 
tates erst zu prüfen, was eintritt, wenn der absolute Kegelschnitt in 
ein Punktepaar zerfällt. 

Diese Methode emptieiill sicli aber nicht immer, weil manciie 
Sätze der parabolischen (icometrie sich nicht su ohne weiteres auf die 
hyperbolisch-elliptipche Geometrie übertragen lassen. Es handelt sieh 
da voruehmiich um Sätze, in denen das Parallelenaxiom eine Holle 
spielt, oder in denen Kreise als Punktörter auftreten. 

Es mag in den folgenden Sätzen die Annahme, daß der absolute 
Kegelschnitt zerfällt, hier und da noch überflüssig sein; für die meisten 
aber iäi sie notwendig. 

Durch das absolute Punlirpaar (K^ K^) ist die absolute Gerade y 
und der Umkreis P des Granddrtiecks A bestimmt. Deren Gleidmt^en 
seien : 

(fix) . ^ g^x^ -f- gfX^ + 9f^x^ = 0, 

Dann ist umgekehrt die des absolnten Pnnkiepaares'): 

wenn s — p^g^ + p^tg^^ + p^^ gemifl Nr. 13. 

50. Die GieiehmgeM der tsogcmU» Verwamätsthaß sind uniimelir: 

Vitfi - «i, PiUkVi oder y^z. = 

Da -P(;0 "^^^ Definition (Nr. '.♦) der Lemoinesche Punkt und 
Q(l/ff^) nach Nr. 12 der Schwerpunkt des Dreiecks A ist, so folgt: 

Der Schwerput^ mä der Lemoinesche Purniä eines Dreiedes sind 
Wwikeigegenpiinkle. 



I i Sio fiitfitflit am • intaclistoii ilurch Ehmiuatiuii von r aus P XX] = *' 
gix) « 0, tt(x) £UfXf ^ 0. C. Schmidt, Zeitachtifb für Math. u. Thjuk. 84. 1889. 
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Derlüttelpirnkt ü des ümkmisea bat die Gleichung ü^2PiP{*^i'^^r 

der Höhenpunkt (Nr. 28) -ff ^^ «,/^/.^( ^> t'- ^- 

kreismitidpunkt U und der Höhrnpi^nkl H eines Dreiecks sind Winkd- 
gegenpunkte, 

Za beaditen ist, daß jetast der Satz gilt: Zwei Winkel, deren 
Sehenkel Aoleixunder senlcreclit stehen, sind gleich.') Es folgt daher 
WOB Sata I TOB Nr. 84: Die Winkd, die die Sdwitelgeraden einet 
Punktes bilden, sind yleidi den Winkdn des FußpunkIdreieeiSt das £U 
seinem Winkelgeyer^punki gdiört. 

51. Wenn wir das Strahlenbflschel, dessen Zentram U ist, mit 
der InTolution, die es anf dem Umkreise ansschneidet, isogonal trans- 
formieren, 80 erhalten wir ein Eegelsehnittbüsehel mit den Grand- 
punktm Ä^A^A^H, das anf der absoluten Geraden die zirkuläre In- 
▼olution^ ausschneidet) also aus sßeidaeiHge» Hgperbdn bestehi 

Die Mittelpunkte dieser gleichseitigen XJmhjperbeln liegen anf dem 
Nennponktekegelschnitt des Vierecks A^A^A^ff, dem Feuerbaohschen 
Kreise*) des Gronddreieoks A, 

52. Unter den Umkreisdurchmessera hat der ein besonderes Inte- 
resse, der dnrch den Lemoinesch^ Punkt P geht: der Broeardsdie 
Durdimesser, Ihm entspricht isogonal die gleiidiseitige Umhyperbel 
dnrdi G: die Kieperist^ Hgperhd. Sie schneidet den IJmkreis zum 
▼inrten Male im sogenannten Tarry^^ten Tw»Me. Die Gleichungen 
dieser Gebilde sind: 

Der Brocardsche Durchmesser: — P,)'Pi — 0. 

Die Kiepertsche Hyperbel: ^{I^t ~~ = ^■ 

Der Tarrysch« Punkt*): 2*tJgtiFf - F^P^ = 0. 

53. Im Anschluß an diese Sätze über gleichseitige Umhjperbeln 
seien noch folgende Sätze erwähnt: Die Umparabeln sind die isogonalen 
Bilder der Umkreiatangenten. Die Mittelpunkte der gleichseitigen In- 
hyperbeln liegen auf dem Polkreis des Dreiecks (Nr. 18). Die eigent- 

1) Die beiden Winkel h. m ii S^[A^li^] und '\[ i^Bf], wo J, 7', -1,Z^, Punkte 
der absoluten Geraden /i , A'. wind. Narh Vorau^wetzunj? ist (A', A'. .1, .1.' 1 
~ ' K^K,'H^B^). Durch Multiplikation uiit (A'| A'^vl, folgt die Behauptung: 
( A\ yv, A^B^) = (A'i A, .1, ii,). 

S) Denn Doppelpunkte die absoluten Punkte und sind. 

3) Der Ncunpunktekegelachnitt einoa Vierecks in bezug auf eine Gerade g geht 
auch durch <1ie Do])]»* Ipuakte der Involntion, die das Viereck auf g bestunmt. 
Elfpunkt^k e^'elschnitt 

4} Die Identität dieses und dea in Nr. 13 ao genannten Punktes wCirde tiich 
ans der Qleiefabdt ihrer Koordinatra ergeben. 
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liehen Brennpunkte der Inparaheln eine?? Dreiecks liegen auf spinf-m 
Umkreise TXr 35\ Die Leitlinien der Inparabeln eines Dreiecks geiien 
durch &emen Hüiieujninkt.*) 

3. Mdrhdte Koord'nmtrn durs Piutltfs in der Ebene eine^ Drei- 
ecks. — 54. Wir haben bisher uuseren lieclmungen projektive Koortii- 
naien zugrunde gelegt. Diese können für einen Punkt X metrisch 
im wesentlichen — bis auf hinzutretende konstante Faktoren — pro- 
portional den Abständen des Punktes X von den Seiten des Grund- 
dreiecks gesetzt werden. Vom metrischen Stundpunkte aus kann man 
einen Punkt X in der Ebene eines Dreiecks .1 noch durch andere 
Koordinaten festlegen. Sie werden nicht einfacher als die obigen sein 
für gewisse Fragen aber vor jenen einen Vorzug haben. 

Als solche metrischen Koordinaten eines Punktes sollen insbesondere 
die Winkel betrachtet werden, die Yon den Scheitelgeraden des Punktes 
oder den Seiten seines Fnßponktdreiecks gebildet werden. Die isogonale 
Verwuidtschaft wird Herbei eine Bolle spielen, da ja die Winkel an 
den Seheitelgeraden eines Pnnkies gleieh den Wiukebi Tom FaSpimkt- 
dreieck seines Gegenpanktes sind. 

Femer sind die AbstSnde eines Punktes X von den Ecken des 
Gfrunddieieeks Ton Interesse. Zahlen, die diesem AbstSnden proportional 
sind, heißen tripolare Koordinaten des Punktes X 

65. Demnack werden wir uns annScbst die Aufgabe stellen, eineii 
Punkt an suchen, dessen Seheitelgeraden gcgebme Winkel bilden, ron 
dem aus also die Selten des Grunddreiecks unter vorgegebenen Winkeln 
ersdieinen. Es wird sieh herausstellea, daß diese Angabe ewei Lösungen 
hat (ZwiUingapunkie). Dann gilt es, einen Punkt zu suchen, dessen 
Abslände von den Ecken Äi sieh wie drei gegebene Zahlen yerhalten. 
Auch diese Aufgabe wird zwei Lösungen haben (tripohr asamierte 
Funkie). Es wird sich zeigen, daß die hier gefundenen Punkte Winkd- 
gegenpnnkte zweier Zwillingspunkte sind, so daß zugleich die Au%abe 
gelöst isiv den Punkt zu suchen, dessen Fnßpunktdreieck Torgeschriebene 
Winkel hat. In dem dann folgenden P^iragraphen werden wir sehen, 
daß ZwiUii^fspunkte und tripolar assoziierte Punkte in einem Satze 
über quadratische Transformationen ihren gemeinsamen Ursprung haben. 
Schließlich wollen wir uns mit einigen Anwendungen dieser theoreti« 
sehen Erörterungen befassen. 

8« Die Koordmakn von üklieh^\ Zwiüingspunkte. — 56. Der 

1) D. i. der Farabelsatz: Der Uöbcnpuukt eines Tangentendreiüeits, alao auch, 
der Sohnittpuakt sweier sn einander Renkrechten Tangenten liegt auf da Leitlinie. 

2) Uhlicb, Altei und Neues stir Lehre von den merkwüzdigeB Punkten des 
Dreieck«. Progr. Grmuna. 1886. 
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Punkt X, von dem aus die Seiten des Dreiecks Ä unter den gegebenen 
Winkeln r, erscheinen, Hegt auf den Ortern, von deren Punkten aas 
die einzelnen Seiten bezüglich outer den Winkeln r. prscheineii. 

Zerfällt der absolute Kegelschnitt in ein Punktepaar K^K^, so ist 
der Ort von X, für den ^ X[-4^^4,] ^ (•^ ist, ein Kegelscluiitt durch 
Ä'j, Äj, und A^, jener bekannte Kreis (\ durch A^. und yl,. Die 
Gleichung dieses Kreises wollen wir ableiten, indem wir den abtäoluten 
Kegelschnitt zunächst als nicht /.erfallend \ or n ssetzeu. Wir erhalten 
dann als Ort des Punktes Xdie Kurve vierter ( )r(inung: X? = — xf • F{xx\ 
würiu X; - (t.,x^x^ + X, (-flt^j.'r, + «„5-4 cf,-t.r,), y^ ^ {c^ -f- l)/(c.. — 1), 
Fiix) Artet nun der absolute Kegelschnitt in ein Pnnkte- 

paar aas, so wird die linke Seite seiner Orduungsgieickung eiaem 
Tollstandigen Quadrat proportional: 

F{xx) - (P,P. + P,P, + P, P,)p»(x) - - V . m') 

Die obige Knrve vierter Ordnung zerfällt in die beiden Kegel- 
schnitte X,. =F Yi^iO(^) "/«P =■ 0. 

BU geatehte C^ieichm^ des JCreim wird abo: 

57. Setzen wir noch ^'iV^ — P< — so hat das Radikalzentmm 
der drei Kreise Cg die Koordinaten^ x^^l jgfii^ Dieses liegt auf einem, 
ilio jedem der C^, wenn -\- YiY\ ^ YxYi ^ ^ oder e^c^c^ = 1 ist. 
AIio: Die drei Kreise schneiden sieh in einem Punkte, wenn die drei 
Winkd c, demsdbe» Dreieck angdtöreu kihmm.*) Die Koordinaten dieses 
Pimktes sind: 

Die beiden Pankte Z ond Z' heißen Ztviüingspunkte*) Sie haben 
die Eigenschaft, daß die beiden Strahlen baschel Z{A^A^A^) und 
^'('^•^'^) einander symmetrisch i^eich sind. 

1} Ist = —^J^«^+ S^P*jPi 0 ^ Klsasengleichiiiig de« 

tinkreises, so i»t der obige Faktor fp*^<p{gg)- Je naobdem daher qp positiv oder 
c^^ratiT üt, ist das absolute Punktepaar reell oder imsgin&r. Salmon- Fiedler, 
üegelgchmttc. II. S. 662. 

2) Die drei Radikalachaen: (^^C^ — giC^/gix) =■ gk^^x^. — gt^^x^ = 0. 

1} Süd B/ die Bick^mikte der Sdten eine« Dreieoki so mnd die 
Wnikd .-(X;JC;B/B;), r1«o ist ^lAA^l. Diese SelatioB 

*iHp>iaht der metrtsebea ^fe «. 

1} A. Artst, Pkograima. Reoklinghanaen 1886. 
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i. Die tri}>i>l(vren Koordinalen. Tripolar assonierte Punkte — 
58. In der absoluten Geometrie wird die £iit£eiiiimg zweier Punkte^ wie 
der Winkel zweier Geraden, als Logarithmus eines DoppelTerhältnisses 
definiert. Da aber in kartesischen Koordinaten r* = (x, — ^i)' + (y, — y^Y 
der Ausdruck für das Quadrat des Abstandes r zweier Punkte (x^y^) 
und Or^f/j) und r' =^ (r — x,y^-^ (ij — y,)* = 0 die Gleichung des Null- 
kreises oder der Kreisgeradeu von (:r,f/,) ist, so imllni trir unier dem 
Quadrat des Abatande^ eines Piaih frs von eirwm zucitrti den Wert ver- 
stehen , den für diesen die linke Seite der Gleiehmui seiner Kreisyerndfn 
anninnnt, iretm mal» McUt der laufenden Koordiimteti die des ersten 
i'unktes einsetzt. 

Sind daher k^{xx) = 0 die Gleichungen iler drei Nullkreise J-, m 
detinieren wir die tripoLarm Koordinaten des Punktes Xix^ durch 

die Gleichungen: py^ = Vk^^xx)' 

Ö9. Für einen allgemeinen absoluten Kegehchnitt ist: k-{xx) 13 «„or; 
^ 2a^fX^Xi (^).^T^ . Sollen mm die tripolaren Koordinaten //, eines 
Punktes X drei g^ebeae Werte ff^ h&be% so liegt dieser auf den drei 
K^elschuitten: 

die offenbar durch dieeelben vier Punkte gebeD. Es gibt also in dem 
Torli^enden Falle vier PunkU mü g^eidien tripolttren Koardinaim. 

Die sechs Sehnittpuiikte [^^ • aj können ans Af in vier hannoniseh 
aasoiiierte Punkte (^qJ 1) projiziert weiden, deren gowöhnliehd 
Koordinaten den tripolaren Koordinaten dar obigen Pnnkte reziprok etnd. 

60. ZerfaBt der oftsolttfe Keg^admtU in ein FunktepaoTj so wird 

K ^ 9t(j^k9k^k + + Pk9i^) ^ 9t^' Eegelsclmitlo 

^t^g^MJdl — giMf/fiJ^O sind Kreise, schneiden sich also in nur 
Bwet wesenliiehen Punkten, die iripdar assotiieri heißen (Nr. 55). 

Die Kreise 9, schneiden den Umkreis orthogonal. Ihre Mittel- 
pnnkfce sind die Scbnittpunlcte der Dreieeksseiten a^ mit der Geraden 

Ana der Orthogonalitat folgt: Je eum tripolar assoziierte Punkte 
liege» anf ümJareisdurdimesser und ieäen eHesen harmmisdt, sind 
also Spiegdpmikle in besug auf den Umkreis. 

61. Pie gewokididien Koordinaien sweier tripdar assogüerien Punkte 
erhalten wir mit Hilfe des Punktes B ihrer Verbindungslinie^ der in 

bezug auf den Umkreis der Pol der obigen Zentralen 2^i9Vyi 0 iet 

1} Der Krei« J^liMi{xx) 0 lebneidet den Umkreis des GnmddreieekA 
orthogonal nnd hat den liittelpiiiikt 
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nditeii KoordinateD haben dann die Fonn: 

man findet durch Einselzeu in eine der üleiciiuiigen — 0: 

i«-(PA+P,P,-|-PjP,)/(y,y,+y,yj+y,y.) y/(y,y,+y,n+nyt)r 

d. h. zwei tripolar assoziierte Punkte haben die gewöhnlichen Ko- 
oxdinaten: 

- ± Vi >> / y- (y« Yz + n n + r>)]- 

Aas diesen Werten folgt, daß die beiden dae Pnnktepaar ÜR 
harmanisc}! trennen, und auch wieder natflrlich, daß sie in bezug auf 
den Umkreis konjugiert sind. 

62. Die Transformation, durch die ein Punkt in den ihm tripolar 

aasoznerten übergeht, ist nichts anderes als ehie Tramffinnation durch 
ret^oib Badkiij eint Iniaswn am Umkreise. Ihre Gleichungen lauten: 

Vi - «lÄ^W - A'P*P(a?«)/l'iÄA. 

jff»0 sind die Gleichungen der Kreise A,^A^U. 

(. Dsr Zusammenhang ewisdtm ZwiUingspunkim wnd tripolar omo- 
«iertm T^mÜm. — 63. Ave unserer obigen Feetsetznng 

QYi Pi^!9i + PkQl/ük + PiQVOi (Nr. 61) folgt: 

Sehen wir ron den Fällen ab, in denen der Proportionalittttefaktor 
p M 0 oder ^»00 sein kann, so TWBchwinden die beiden Summen der 
Tontehenden Gleichung gleichzeitig. Die tripolar aaeoziierten Pnnkte 
beben in diesem Falle die Koordinaten x^^}\Yi (Nr. 61), fallen also 
nuaiDmen, d. h. in einen Fonkt des Umkreises. In der Tat folgt dessen 
Oleichun^r durch Elimination Ton ans ar, =-^^>,;v und Ji/iy, — 0, 

Mitlim ist Ü{q) = ^ oder 2^ QiVPt/ i/t ^ die Gleidtuny des Um- 
kreises hl tripolnrrn Koordnuiirit.-) 

64. Für alle l'unktt», die nicht auf dt-ni Umkreise liegen, können 
und wollen wir über q so vertii^eu, dnB ^j^y, = — 1 wird. Danu 
sind die Koordinaten zweier tripolar aöäc^züerten Punkte einfacher 

- = p<{Pi ± y< Vv)* 

1) D. i die PanuDeterdarsteUnng der Geraden I/jR, wo (/ der Umkreis- 
■Uttelpnnkt ist. 

S} D. i. im weseoUichen die Relation des Ptolem&iis. Vtrgl. W. Fr. Meyer, 
Ober den Ptolemiiichen Sats. AzehiT d. Math. u. Phjeik (8) 7, 1. 1904. 
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Unter derselben Bedingung SVkVi = ~ 1 waren (Nr. 57) die 
Koordinaten zweier Zwillingspankte: jp^— 1/|^,(P^ ± y. v^), d. h.: 
Je zrvei Zwiüinfif^nnkte uud meei iripolar asMtüei/ie Fmkk sind 

Winkplgeffenpunkte. (Nr. 55.) 

Mit Hilfe der Nni. 50 und 57 folgt daraus: Die Fußpunktdreie<^ 

jsweier tripolur assozitcrtoi Ptti/I.ie sind einander rjpfjcnsinnig ähnlich. 

65. Die Lehre von den quadratischen Verwandtschaften greift noch 
tiefer in die Theorie der tripolar assoziierten Punkte und Zwillings* 
punkte ein Man beweist leicht den folgenden Satz: 

Zieht nuin dnrch die Ecken des Hauptdreiecks einer quadrati- 
schen Punkttriiii.sforination f/,f, = je zwei einander entsprechende Oe- 
rnden f. uiul f' , s() schneiden sich die Dreiseite / und f — außer in 
deii Ecken — m If n Ecken Y. und Z zweier Dreiecke, die zum 
Gmuddreieck A p» rspektiv liegen. Die Kollineationszentreu 1' und Z 
sind Gegenpunkte der Transformation. 

66. Die Figur zu diesem Satze läßt noch eine andere Auffassung 
zu: Uber den Seiten A^Af dos Gruniidreiecks sind die Dreiecke 
ZfA^Aj in der Weise errichtet, daß .sich die Geraden A^Z^ und A^Zi in 
der quadratischen ^ 1 1 wandtschaft entsprechen. Besteht diese in der 
isogonalen Verwandtschaft*), so sind in den Aufsatzdreiecken Z^A^A^ 
je zwei Winkel r,-, die an derselben Ecke A^ liegen, einander gleich. 
Wird wieder y. =» (c, -f — 1) gesetzt, so sind die Koordinaten der 

Kollineationszentren Y: = Pi{—P, + ViV^)* ^, = 1 i 9S—1\ -r /',T V)- 
Wegen des doppelten Vorzeichens*) der Wurzel erhalten wir gleich- 
zeitig die Punkte: 

IHe Pankte Z sind ideniieeli den lUdikftlzentren der Ermee Gf yon Nr. 57. 

Es ist r -j- 1" = — 2^P,/),u, = 0 die Gleichung des* Umkreismittel- 
punktes U. Somit folgt schließlich: 

Errichtet man über den Selten eines Grunddreiecks A die Dreiecke 
ZfA^Af beaiv. Z'^A^A^, naeh außen oder itmen, in der Weise, daß 
die WiMl an der Edx Äf den (ßeidien Wert Cf haben, 80 liegen die 
Dreiedce Z und Z' mm Qrunddretech j^rsjyekHv, KolUneationsgeniren 
seien die Punkte Z tmd Z\ 

Sdmeiden sieh A^Zi und AfZ^ im — olnffen — Funikie T^t und 
ebenso AtZ* und AfZi in TU so sind die Punkte Z und Tt die 



1) Ftlr diese findet sich der Satz lehon bei C. F. A. Jftcobi 1995. 
A. Emmerieli, Hie BrocacdRcheu Gebilde, Berlin 1891. S. SU. 

8) Die Winkel kSnnen naoh aoften oder innm amgetnigen veiden. 
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« 

WitüieffjcgenpmilU' zu Zi und Z.'. Es schneiden sich dalicr dir (irmden 
A^Y, und Ä,Yl in den Wirilfh/ri/rnpHnlien Y und Y' zu Z und Z' . 

Olnie daß ühfr die Große der Winkel c,. etwas rorausyesttzt icird, 
liegen die Funhc Y und Y' auf einem Umkreisdurrhmrsser , Z xnd Z' 
also (Sr. 51) auf einer gleiclmeitujen Unihyperbel. Audi sirul dtt Funkte 
Z und Z' dir liadikaUentrm dreier Kreise C.^ die über den Seiten Af^A^ 
als tkhnen den Feripheriewinkd r. inadt anßni oder iitnin) fdssen. 

B7. Zn den Zwillingspuukten und tri polar assoziierten Punkten 
kp}ir»'U wir zurück, we?in wir die Winkel fv nicht beliebig sein lassen, 
!^oudern der Bedingung unterwerfen, Winkel eines und desselben Drei- 
ecks za sein: 

c^c^c^'=i, ytYt -r nn =- ~ ^' 

Daun haben die Aufsatzdreiecke Z^A^A^ die gleichen drei Winkel, sie 
siüd also ähnlich. Die in Nr. iUi ermittelten KooiUinuteu stellen dann 
Zwillings punkte und tripolar assoziierte Punkte dar. 

Die obigen (ileichungen ergeben sich umgekehrt ah Folg. jungen, 
wexm wir verlaugen, daß die Punkte Y und Y' der vui ig» u Nummer 
in besag anf den Umkreis konjugiert sind. 

Ans Nr. 62 folgt noch: Zwei ZwiUingHpunkte sind Darduneseer- 
«ndponkte einer gleichseitigen Umhyperbel des Gnmddreiecks.') 

€. Der Broeardt^ Kreis, — 68. Mit Hilfe der Umkreisinvenioii 
(Nt. 62) erlialtea wir zn den vier Gebilden: Umkreis, Brocardsche 
EUipse, Punkt und Gerade von Lern o ine ein wichtiges fünftes hinzu: 
Broeardsdur Kreis heiß der Kreis, der in der ümkreisinversio» der 
Lemoinesdien Geraden enispridU. Seine Gleichung ist nach Nr. 62: 

2¥,/Pi ~9{^) -S^^ilPi - P(«^) \2J^i/PtM$ - 

Sechs uusgezei ebnete Punkte der LeiHoinesr}i< n (ieniden Hind ihre 
Schnittpunkte mit den S^*iten «, und den Mittelsenkrecht^-n des Grund- 
dreiecks. Detiüiert man deren Spiegelpunkte als die Kdm Cf und Ii, 
iks ztceiten und ersten Brocardsehen Dreiecks, so folgen aus den hier 
gegebenen Detinitionen eine Keihe von Sätzen: 

Die Badikdachse des Umkreises und des Brocardseken Kreisfv 
itl die Lemoinesche Gerade. 

Auf dem Broeardsdm Kreise liegen der Umkreismittdpunkt U, der 
lemoinesdie Punkt P und die Ecken Bf und der baden Uroeard* 
tdien Breiedx. Sein Mitfdpunkt lieyjt auf dem Brocardseken Bure/f 
metser UP, der auf der Lemoinesehen Geraden senkrec/U steht. 



1) Ronchä-Comberoutte, Trsit^ n. p. 641, Anlg. 9». 
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Gustav Bbbkhav: 



Die Punhte Imjm atrf den Mittelsenkrechten. DU Gerade» B^P 
sind dnt Seitnt a- parollel. 

Die Funkte 6', liegai auf den Krtisoi UA^A,; sie sind dir Fuß- 
punkte der vom ütukreismiUelpunkt U auf die f,S^ntedianm'* A^P ger 
fällten Ijote. 

69. Dor Bro Card sehe Kn is liat noch eine andere Eigenschaft^ 
durch die er zu den oben geiuiunten Tier Gebilden in naher Be- 
ziehung steht. 

Durch den Uiukrt is und die l^rocaniseiie Elliiise, die sich doppelt 
berühren (Nr. 8 und 9), ist oiue Büschelschar vou Ke^^elschnitteu be- 
stimmt. Die BrennpuukiNkiirvo dieses Systems zerfällt in (üe Gerade UP 
und einen Kreis, der duroli U und P. auch durch die beiden Grund- 
punkte der Büschelscliiir j^eht, d, Ii.: Dif: lJrennpnnkte der KegelschniUe^ 
die mit dpm Vmkrds u)id der Brocardschen Jülipsc fincr BiisvJidschar 
amjeJwym, lityru auf dem Brovardsclien Durclimcsser und dem Brocard' 
sdien Kreise. 

70. Nennen') wir insbesondere die beiden Brennpunkte Sl^ und 
der Brocardschen Ellipse, die nicht auf dem Brocardschen Durch- 
messer liegen, Brocardsche Punkte, ihre Verbindongsiinie Brocard- 
sehe Gerade, so gelt«i die Sitse: Die Broeardsdien Ptmkte ließen auf 
dem Brocardschen Kreise. Die Brocardsdie Gerade und der Broeard' 
sehe Dunkmesser stiSien — als Achsen der Ellipse » at(/W«uiit<l0r senk- 
re(M. Auf dem Brocardscheii Kreise liegen also folgwde Ptmkte: 
Üj P, B^, Bfj Bff Ci, Cg, Cg, Sl^, ßj. Deswegen heißt er auch der 
Z^npunkt^reis des Grunddreiecks.^ 

?• Die isoffomschen und isodifnamisehen Pnnkie. — 71. Die Großen 

Yi der §§ 3 — 5, die der Bedingung F —^y^'/i j- 1 ^ 0 genügen, be- 
hemcheni wie sich gezeigt hat, nicht nur die Theorie der Zwillings» 
punkte, sondern aach die der tripolar assoziierten Punkte. Auch wenn 
die obige Bedingung nicht erf&Ilt war, führten die Gr5ßen zu ge- 
wissen Punkten, die zum Teil dieselben Eigenschaft«! wie jene auf- 
wiesen. 

Genwß § 2 betrachten wir die Großen — mit oder ohne Be* 
dingung F a> 0 — als die Koordinaten der Punkte Y und Z. Zu jedem 
Wertetripel erhalten wir bei Berücksichtigung aller Permutationen 
je sedis Paare Ton Punkten Y und Z, 



I i i>er Kürze halber sind die Koordinaten und Gleichungen der genannten 
Gebilde fortgelM»en. Au ihnen folgt, da0 die hier gegebenen Definitionen nicht 
mit andoren (II. Abschnitt, f in Widenproch stehen. 

S) A. Emmerieh, a. a. 0. 8. 80. 
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72. f,Merktn'irdiß&' Funkte werden wir erhalteu, wenn die (irößen 
besondere Werte annehmen; diese lassen sich darnach unterscheiden, 
ob 818 absolut oder nur rehiÜT^), d. h. durch ihre Beziehungen zum 
Grunddrpieck ansgez^ichnet sind. 

F,B werden «ich merkwürditre Pnnkte z. B. ergeben, wenn die 
<.rrußen }\ und also anoli die ^^*mkel einander j!;leich sind. Davon soll 
in diesem Parngraphen die iiede «ein; im nächsten und letzten wenden 
wir uns relativ ausgezeichneten Werten zu. 

73. Ist zunächst /'=t= 0, so liegen alle zu den Werten = = — 
Yi = = y^ = y gehörigen Punkte Y auf dem Brocardschen Durch- 
messer, die Punkte Z mithin {isr. ü2) auf der Kiepe rtschen Hyperbel. 

Aus Nr. G6 folgt: Errichtet man über den Seiten eines Gmnd- 
drcirrhft A als Grundlinirn - - gleiehreitirf nach außen oder innen 
«jhichsduuldiffe äJtnlicJie Drcwckr, sa liegt das ron deren Spif-efi f/r- 
bil'/rlr Ihrirck Z oder Z' persj)ejä/r zum (Inoiddrricck. KollinecUions- 
zmtntm ist ein Punkt Z oder Z' der Kicpertschen Hyperbel. 

Die Punkte Y, Y' auf dem Brocardachen Durchmesser bilden 
<»ine InTolution mit den Doppelpunkten U, P. Die ihr isogonale lu- 
Tolution i^ZZ') auf der Kiepertschen Hyperbel hat das Zentrnm P. 

74 Tritt nun die Bedingung F = hin/.u, so erhalten wir zvtei 
öesuiniere Z vuiiingspunkte und zwei besondere tri})olar assoziierte Punkte. 
Jene heißen isotimiii^rhe, diese iÄudtfnamii>cJte Puiiktr. 

Aus 2lY,y, - - ^ ' -5 • V- ^•') 

Es gelten die Sätze: Die isoffonisrhoi Pnnlie Hegen auf der 

Kif pcrtsdwn Hyperi^el, umi zwar auf dem Uurdmiesser (Nr, 67) f der 

(ktrch den Lemoivpschen Punkt (Nr. 73) yeld. 

Man erhSlt sie. iiidt m man gleichwinklige Dreiecke über den 

Seiten des (irund<Iri"h i ks trleichzeitig nach außen oder innen errichtet 

und die freien Ecken derselben mit den Gegenecken des Grunddreiecks 

verbindet. 

Vvn dai tsoyoniscIi' H Fimkien aiis erscheinen die Seiten des Grundr 
dreiecks uidrr ffleicJien Winkeln, 

Die isddytiamifichen Punkte sind dit jenigen dtjs Urocardschen Dtirch- 
MtüJiers, die yU ichscitiy konjugiert in bezug auf den Umkreis und das 
Punkiepaar (UP) sind. 

1) J. Schick, a. a. 0. Mflnohener Berichte SO, 1900. 
1} Die Funkte eind reell, wenn f • reell, also ip negativ, d. h. das abco- 
hie Panktepaar imagmftr iet (Nr. 66). 
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Die Kreise y,, auf denen sie liegen (Nr. 60), sind die ApoJloni- 
schen Krt'ise des Grunddreiecks durch je eine Ecke und die Jb'ulipiuikte 
der zugehörigen Winkelhalbieren df^n. 

J>f> Fußpunktdreiecke der beiden isodifnanu^dten Funkte sind der 
Definition gemäß gleicliseitig. 

8. Die Brocardschen Gebilde im Üinne von Art^f.^) — 75. Nun- 
mehr mögen einige Punkte betrachtet werden, bei denen es sich um 
relativ ausgezeichnete Werte yr handelt. Die Größen c. waren ja Winkel; 
es liegt nichts näher, als sie den Winkeln des Gnmddreiecks gleich- 
zusetzen (y^ = ~ Pi/y<p)' Dadurch erhalten wir in der Ebene des 
GrunddreieekH bereits 34 mtsgezeichneie Punkte. Neben den Winkeln 
des (Trundtlriic ck?! liabxni dann im Sinne dieser Betraehtuuü'en noch die 
VV'inkol eine Hedt-uiuug erlangt, die au deu Öcheitelgeraden des Schwer- 
punktes G, also auch in dem Faßpunktdreieck des Lemoineschen 
Punktes P auftreten. Diese finden sich noch in einem anderen Drei- 
eck i)*), dessen Ecken auf dem Umkreise und deu bymmediauen 
A.P lieirpii. Diese Winkel [y, =- (- P( "h 4p,^j/3 l/y]*) liefern 24 
weitere merkwürdige Punkte. 

7<). Es war unser Bestreben, zu l>etonen, daß dir merkwürdigen 
Eifiensrhaftm des; Lcmoi ii eschen P/o/A/r.«? P ans sciiufi polaren Bf- 
ziciiH)i'if'ti zum Umkreise (ließen (Nr. U ). Wie dieser iHuikt, so ist auch 
das obige Dreieck D durch — das Gruaddreieck Ä und — seinen 
Umkreis projektiv zu definieren. Man erkennt leicht, daß die Drei- 
ecke Ä und D nicht nur den Umkreis, sondern auch Punkt und Ge- 
rade Ton Lenioiue (und folglich auch deu Brocardschen Kreis) ge- 
meinsam haben, gewissermaßen also gleichwertig sind. Deswegen auch 
verwenden wir ihre Winkel für den vorliegenden Zweck in gleicher Weise. 

77. Aus den Koordinaten der 4S Punkte, die man einfach durch 
Eineetzen der obigen Werte y. in die allgemeinen Ausdrücke (Nr. ö4j 
erhalt, folgt: Unter diesen 48 Punkten befinden sich der Umkreia- 
mittelpimkt ü, der Höhenpunkt H, irgend ein Punkt der absoluten 
Geraden, insbesondere also der Richtpunkt der Lemoineschen Geraden, 
die Brocardschen Punkte und i2|, die Ecken des zweiten Brocard- 
schen Dreiecks C, der Lemoinesehe Punkt F, die Ecken des Grund« 
dreiecks Ä und andere weniger bekannte Punkte. 



1) A. Artst, FBOgnunm. ReckUnghausen 1886. 

2} Bonch^'ComberooBie, Ttmi6 I» 463. Der dertige elementaare fieweb 
gilt audi hier. 

3) Es hat die Summe ^'y. für die bcidea Dreiecke Ä und D den gleichen 
Wert ^Pjy9. Bleich brocAxdflobe Dreiecke. 
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Von (k'U 48 Punkten liefen zwTiIf nut" der Lemoi n eschen (ieraden. 
Ihre Fußpuuktdreieeke enthalten die Winkel des Dreiecks .1 oder J) in 
irtrt^iui einer Auortliiung. Dießen zwölf Punkten sind zwölf Punkte des 
Brocard-i hen Kreises tripolar assoziiert; wir erhalten sie durch Pro- 
jektion aus dem Umkreisuiittelpnnkte II. Die noch folgenden Ü4 Punkte 
ergeben sich aus diesen durcli die isogonale \'erwandtf5chaft. Zwölf 
davon liegen auf der Steiuerselu u l lueliipse, dem Bilil der Lemoiue- 
schen (Teraden. die letzten zwidf auf der hi/irkuloren Kurre vierter 
Ordnung, die dem Brocardschen Kreise entspricht 



Übur einige üngleicUieitsbeziehtuigen in der Theorie der 

analytischen Funktionen. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

1, Am Enri*^ seiner Arbeit') „über die VV* rt^sf^hwanknuL'^en der 
harmonischen i unktionen zweier reellen Veränderlichen und der Funk- 
tionen eines komplexen Arguments^ gelangt Herr Schottkjr darcb 
Bpezialisierung seiner aUgemeiuen Rpsultate 7a\ dem Satz*): 

Es sei (p ix) eine anah-ti^rhe Funktion von r, welche fOr '2*|<rK 
regulär ist. Es sei Diqr) ihre grüßte VV'ertschwankuntf fuif der ^iren/e, 
d. h. der gr()bte W ert von ^ {a\ ~ <p(h) , wo a und h zwei beliebige 
Zaiüen mit dem absoluten Betrage R sind."; Dann ist 

Schon an einer früheren Stelle «seinf-r Arbeit*» hatte Herr Schuttky 
darauf hinge wiesen, daß die weniger tu; harte Kelation 

ai^ bekannt anzusehen war. Denn, weun c :r</tnd »^-in Punkt der 
Kreigperipherie Re'** int, und wenn x diesen Kroi» iin positiven biuno 
durchläuit, so ist nach dem C au chy sehen Integralsatz 

1) J<ninial für die imatt nad angmndte Uttthmtik, i5d. 117, IMT, HM n», 

3) Aus bekaimteo SaUen folgt, dai£ JJ^j xu^U'f.h dat ijrrntiU: W«ii von 
!f(«)- 7(6)1 für alle Wertspaace b iit, v«leb« di« B«dii>Ki"K«" {a ^ H, 
\h\<B exmtiL 

4) L 8. m. 
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folglich, da auf ilem lutegrationswege beständig 

2. loh will nim saoSchst eine UngleidiheitsbeKiehung beweiBen, 
welche aohfirfer ist als die tob Henm Sehottky angegebene Relation (1). 
Ee bedeute E(ip) die grüßte Sehwsnknng des reellen Teilee von ^ (x) 
ftr |«j - J2» aleo den größten Wert von ßq>(a) — ^tp(P)]tllr[a\^B, 
\b\^B.^) Dum behaupte ich, daß 

ist 

Da offenbar für \a\^B, \ b\^B 

I m^p (a) -m<p{h)-^,^{<p («) - 9P m 9iP) , ^ 

iety ist (1) in (2) enthalten. Der folgende Beweis Ton (2) stellt also 
angleidi einen direkten Beweis von (1) dar. 

Naeh YoraussetEang ist der Radius des Konvergenzkreisea der 
Potenzreihe 

9(a?) — H- Oj« + a,«* + . . . 

großer als B. Es werde -j« 0 angenommen — sonst ist die Be- 
hauptung (2) tri?ial — und 

* a^ if [0) 

gesetzt; der Radius des Konvergenzkreises der so entstehenden Potenzreihe 

9^(fl[ j ^ ^' »0 + y + a| r + • • . 

ist > i? 9' (0) . Durch Anwendung der bekannten Integraldarstellnng 
Ar den reellen Teil des Koeffizienten 5^ von y in einer Potenireüie 

^Klf «rgibt sich hier 

tu 

i] E(fp) ist auch der gxfifite Wert von I aiqp(a) — »9(6} \&x.a\^B, 
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wo p den Kreis lt\^'(0) e^' im ponÜTen Sinne durchlaoft. Da nun 
diesen Werten Ton y die Werte von x auf dem Kreiee [xl-^M ent* 
epraehen, ist £Qr je xwei Worte auf dem Ini^p»tionewege 

Daher liegt ?)R?f'fv) für U ^ d ^ 2» zwischen A — l E((f ) - inkl.) und 
A-^jlHijp) (inkL), wo A eine gewisse KonBfcante bezeichnet. J^egen 

«rgibt äich also aus (3) • 

{ßii>{3f) — A) cos 

008 1 



%m 

s t s« 



e ' I« »r 



(2) .9'(0)*^|^4^, 
w«8 m beweieen war. 

2 

3. In die.-»er Kelatioii < - > kann tlie K'iH.stante " durch Iceme kUinere 

Zahl ersetzt werden. Denn * "« i^^t leirht, nach Annahme einer heliebig 
kleinen positiven (yniße d eine Funktion güj;) anzugeben, welche in 
einem gewiaeen Gebiet x^^U r^ulär \a>i, aber die Uelation 

(■*) 9(0) > Q-d) V 

«rfOllt. Es sei 

- + jaf» -r 5 af* + . . . 

und 7? eine ntichher näher zn bestimmende Zahl < 1. 'jt-^Jr) «teilt 
einen für x < 1, also gewiß ffkr x <.Ji regulären Zweig der Fonktitin 

aie tg — , log _ 
'dnr. BekanntUck ist Air x <l 

III.»«** xt a 
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34 
also 



EsMinn» Laxdaü: 



— ^ < arc tg {ix) — < ^ 



anderaraeits ist 



wird 



9>'(0)|-1; 



80 gewSblt, daß 



istf Bo ist 



2 



1- d 



wie in (4) behauptet wurde. 

4. Dagegen ist es, wie nuzunehr g€eeigt werden soll, mSglicli, in 
Herrn Schottkys Belation 

(1) k'WI^I^' 

2 1 
die Zahl • darch eine kkinope absolnte Konstante, nftndidi za 

aetien. loh behaapte also die Bidhtigkeit der Beneliimg 



(6) 



Hienn mache ick Gebrauch von folgendem bekannten geometrisohen 
SatB^: 

Wenn der Abstand je zweier Punkte einer ebenen Punktmenge ^ D 
ist, so gibt es in der £bene mindestens einen Punkt, der von jedem 



D 



Punkte der Menge bSehstens die Entfeninng ^ hat. 

Im voriiogenden Fall gibt es also eiue komplexe Zahl a, so daA 
iilr alle x mit dem absoluten Betrage M die Ungleichheitsbez^ehung 



fp(x)-tt\< 



1/3 



l) bk^iäulim ündet dich, auf oiuc H-diiuetmoua.le Puii^Lm^ugtii yairM.i^|^4j^| ^4txt^i 
4 wo der Abstand eines passend bestimtnlMffen Fimkt«B tod allea Ptt^kka dtt 

Menge <C i> j'' 2(n*Vi) üeixu Jangt DiBB«rtatunq^||^^^ die klrinil^ 

Kngel, die einf> r:nnulir]jf> Fiu'tir einscliließt", Mttrbmg', 1899 
.Tnnrnn! fTir uiul angewandte Malb^matik, Bii. iSd, 

.ibgodruckl worücii leU 



I 
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beatehi Nsdi dem Canehysclien Satz ist also 

womit die Behauptong (5) bewiesen ist. 

6. Ckgen finde seiner Abhaadlang') hat Heir Schottky den SaIb 
bewieeen: 

(«) ; 9(<ti) - ,.(«,) I ^ D(<f) ^roBin I 

WO j «^1 < ii> j [ < JS iety Si die sn X| konjngierte Zahl bexeichnet nnd 
wo der swieehen 0 nnd ^ gelegene Wert des Are sin gemeint ist 

Aus {G) hatte Herr Schottky alsdann (1) entwickelt, indem er x^=0 
setzte, durch ; Xq dividierte und zur Grenze ar^ = 0 überging. 

Ich will nun feststellen, daß der Satz (6) weder im Sinne des § 2 
noch im Sinne des § 4 einer VenMshftrfong lihig ist Qenaaer gesagt, 
ioli will an je einem Beispiel seigen: 

1) daß der Quotient 

. 9 W - 9M I : £ijP) Are si« 

> ^ sein und sogar beliebig großer Werte lahig sein kann, 

2) dafi der Qnotieut 

1 h ^(V) Aic «in i ^^±0^ 

1 2 

> ^ und sogv >— — ^ kann, wo d eine beliebig kleine poaitiTe 

Größe isi 

1) Hier liefert die oft bei demügen Betrachtnngen angewendete 
Funktion ans § 3 

' <p (z) = ix -f ^x* 4- + . . . 

den gewflnsehten Nachweis. 

IE» 9Bi 9^^r, Xi^O, 0<r<B<l, Dann ist 

Are am ghi^^^ " ^'^'^ J^Bm ^ < ^ Are »in < ^ , 
Warn Ol eine beliebig grofie Zahl ist, ist r<l so wählbar, daß 

1) 1. c. S. 2Ö3. 
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ist; wird dann B zwischen r und 1 gewfthlt» so iai^ wie behaapiety 

|9>W-9>W : J^i(p) Are sin , ^fl^^'^ > ^ : ^ - o. 

2) Es sei 9 (x) = a;, j;© = r, — — r, Ü « 1 und 0 < r < 1. 
Dann ist 

2) W ain;;^t - 2 A« sin ^^,< 2 • ^ 
i (^o) - V i^i) i : 1>(9) Are Bin j j > -J, 

also 




wenn nnr r hinreichend nahe an 1 liegt 
Den U ten August 1Ü05. 



Zur Theorie des lütegraliogarithmiLS.^) 
Von Martin Krause in Dresden. 

Die schon von Euler untersuchte Funktion Ii (a), die von Soldner 
mit dem Namen des Inte^ailogarithmus bezeichnet wurde^ ist in der 
neueren Zeit in einigen Arbeiten behandelt worden.') Zu den in diesen 

Ii Herr L<Tcli. dem ich iHcbp Notiz vor ihrer Vt'nltrrntli'hnn^ mitteilte, 
machte mich aui eiue Heuiikunvcrgente Eutv. ickeluug auluierkeum, die er im 
Interm^diaire im Jaliie 1901 ohne Beweis augegoben hatte und die mit der vdn 
mir aufgeitollteii konvergenten Entwicklnng in ihrer Stcuktnr große Ihnliehkeit 
besitzt. Ich vonveise in bc7.ug hierauf auf (Hc nachfolgende Arbeit von Herm 
Lorch, die er aof meine Anregung bin veröffentlicht hat. 

m 

2) Laguerrü: Sur Tinti-grale^ . - dx. Bulletin de la »ociet« mathL^matique 

m 

de France tome VII. — Lommel: Zur Theorie der Beeselachen Funktionen. 
Hathematiicfae Annalen Baad 16. — Stieltjei; Reeherches tur quelques s^ea 
lemi-convergenteK. Annale« de Tecole normale TTT, 'A. — Phragm^n: Sur le 

logarithme int/'tjrn! pt la fonrtion f \x] «Je Riexnann Storkh 'Vv. 18, - Phragm^n: 
Über die Herecbnung der einzeiiien (tlieder der Hieinannechen l^rimzahlformel. 
ibidem. Siehe in bezog auf die beidM» letzten Arbeiten auch Forteebritto der 
Mathematik, Band 93. Seite 800. — Nielsen: Handbuch mr Theorie der 
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Arbeiten gegebenen DanteUnngen mSge eine weitere luxmugefagt werden, 
die ftr gewisse Werte des Argomentee Ton Vorteil sein dürfte. 

1. Wir gehen Ton der bekannten Mac Laurinschen Snntmen- 
formel aus. Dieselbe kann folgendemaBeu gef'afit werden. Die Snmme: 

(1) m + + + 
bat den Wert: 

Jf{x)dx + i (/(/ + m) + fi$)) -f F», + 

Dabei ist gesetzt worden: 

F,.- ifd + m) - rm - i^^^il 4- ni) - pKh) + • • • 

ferner bedeutet Pt« den Rest Nimmt man die Bedingung hinzu, daß 
die Summe ^p* + ^ + 0» während t Ton 0 bis 1 geht^ ihr Zeichen 

nicht ändert, so kann man schreiben: 

(2) P.. - (- 1)"+' ^.^.^ (P'-'iH + ••)) -r'-'9)l 
8. Wir wählen nnn die Funktion: 

(8) /W-^-i. 

wobei nntor a eine beliebige positive Größe zu Terstehen ist. Daun 
nimmt der rte Düferentialquotieut die Form an: 

Wir kSanen diesen Ansdraek auch schreiben: 

(-ly;:; (i -^'"+ ■;.";-+c-i)'^:?-0-(- • . 



Zjlinderfunktiuueu. Leipzig ia04. § iii. — >»i©l»en: Notiz über den lnt«grsl- 
k^aritiiinag. ]loii«lMh«ftd fOr Mathematik and Pfajnk. Baad 16. — Larch: 
über einige S^twickelangan auf dam Gabiate der unToUatlodigea Eolenoban 

Iiitfi^rale 2ter Art. Grelle, Band 128. — Gutknecht: Integrallogarithmus. Di««. 
Bern ll>03. Auf die letzte Arbeit wurde ich nach Drucklegnnf:: dieser Arbeit durch 
die LdebeoswUrdigkeit von Herrn Lampe aufmerksam gemacht. 
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Kim, gilt aber die Gleichung: 

Unter solchen Umständen nimmt der rte Diäereatialquotient die i^'orm ai 

HieraoB folgt, daß wir für den Best die unter (3) angegebene Fora 
wiUen können. Nehmen wir nnn «n, daB unter den Zahlet 
1^ 2 + 1, . . . 2 + m die Noll nieht Torkommt, eo finden wir für das 

Integral: J*{^^ — den folgenden Ansdrack: 

I 

l/aH^ a' 1 1\ 



wobei die QröBen Fs « und Ps « die rorhin ang^benen Werte besitsnL 

Br 

■Sri' 



Das aligemeine Glied von Fs, hat die Form: ±i^'.(/^^-H^+»»)Y*''"HO) 



Nun ist: 



also kann dasselbe geschrieben werden: 

HierauB folgfe^ daß tür eudiiciie Werte von l and m und für: 
(5) jla|<2« 

der Grenzwert ron P«. für n — oo der Noll gleich ist und demgemäß 
eine konrergente Beihe darstellt. 
Wir erhalten nnter solchen UmstSnden den 

Lehrsatz: Leistet die Größe a der Ungleichung (5) Genüge, um! ist 
unter dm Zahlen 1, l + 1, . . . l -\- m die NuU nkhf enthaUen^ so ist das 

abgesehen, gleicli der konvergenten unendlidum Meüie V^, 
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odar aneli: 

r^lV »^Jl St ;T^r+lVr + a r+8^l.«.r + 4 / 

und demgemäß: 

, !/ / 1 y , y' \ 

Diwe Tranafoniuitioii kann wiedttlioli werden, und wir erhalten, 
die Dtraiellong: 

+ sÜ* { l yL .V 

Nehmen wir nun an, daß die T^n^leichung besteht: ^ < r + 1, so wird 
der erste Teil der letzten Darsttllung^, wenn y immer grüßer wird, wie 
groß au eil im Obritren r und s angenomnien werden, sich iiiinier mehr 
und mehr fif>m Grenzwert Null mihem. Ferner kJinnen %vir so preß 
wählen, daß dasselbe bei dem zweiten Teile der Fall ist und demgemäß 
auch bei dem ganzen Ausdrucke. 

Zweitens können wir den rten Differentialquotienten, vom Faktor 
0^4- 1 abgesehen, auch schreiben: 

;'(i-;+'~^ir-i--±;;)-(-i)';^.- 

Nehmen wir nun an, daß y > r ist^ bo folgt, daß der angegebene Aua» 
druck mit wachsendem Werte Ton y sich immer mehr und mehr dem 
Grenzwert Null nähert 

Unter solchen ümstinden erhalten wir den folgenden 

Lduraabf: Leisiei « der UngUichung Genüge: tt<2x, to ül der 

Chrenmeeri von ^^'''H*'*) f^*" m«>oo, wie groß auch r sein m^fe, 
$iet$ der NuU ^eid^. 

Nach diesoi Bemerkungen gehm wir zu der Betrachtung dea 



Integrales J {^^ ~ 1) zurück. Wenn l positi?, von NuU Terschieden 
angenommen wird, so kann das Litegral gesehrieben werden: 
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l-i-m 

oder alio wir findea fUr das Integral / ^ dx, von der Summe: 

i^i+l^ l-^mj i\l-^m^l /-fm J/^ » I 

abgesebeny die Reihendamtelliiiig: 

2 (- 1)' ^1 (/•"- (»+«")- /»'-' (ö). 

Lassen wir m unendlich groß werden und nehmen an, daÜ l eme 
positive ganze Zaiii ist, so Iblgt der 

LiiurscUe: Unter den im obigen mtyeyabenen Bedingungen ist da$ 
Integral:^ ^ dx^ von dem eiuUichen Teile: 

- T - T • • • - 1 - 1 - »7 + 1 + i + • • • nrr + n - i»8(i - <») -log ' --B 

abgtt>eJtenf gleidi der kmifergenten unenäliclien Heike: 



ÜTwigt man, daß gesetzt werden kann: 

i + ••*/_ j + 2J ^Og* 121« 120/* 252I» * 

- log U - «J - j - T • • — I=T - J^rZi^i' 

so folgt, daß etwa für n ^ r ' und für einigermaßen große / dip »m- 
^.-n iherte Berechnung des endlichen Teiles keinerlei Schwierigkeiten 
bereitet. Dasselhe txilt von der unendlichen Reihe. 

Die gefundene Itemendarstellung düiite sich d;iher für die numerische 
Berechnung des Integrallogarithmus in den angedeuteten Fällen sehr 
wohl eignen. 

Dresden, den 28.Aprü 1905. 
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Bemerkungen über eine Formel ans der Theorie der im- 
ToUetttncUgen Gammafunktion und des Integrallogaritlimiis. 

♦ 

Von M. Lebch in Freiburg (Schweiz). 
Vor eiiiigeii Jahren renmehte ich die Theorie der Tranaiendeiit» 
> , webhe im weeentlieheii ichon tob. Malmeten^) herrfihri, 

und von Lipschits*) swf&hrlich unteraueht wurde, fSr die Theorie 
der Tmyolktltidigeii Oammaftanktion 



in anderer Weiae nutobar zu maeheiiy als dies bereits durch Herrn ito*) 
geschehen war. Mem Benltat bestand in der halbkonTergenten En^ 
wicUnng 



wobei w, Uf s positiTe reelle Gröfioi bedeuten, ferner 

und 7?j 5j = ^ ... die jiDsitiren BtTnouUischen ZiiVilfn 

sind, und zwar ist der durch die Benutzung der lialbkonvri irt ntni 
R«ihe bedingte Fehler vom gleiclien Zeichen und vom absolut kleuiereu 
Wert wie das erste veruachlüssigte Glied der Entu ickliing. 

Dieses Resultat würde ein ausgezeichnetes 11 ilfsmittei für die Be- 
rechnung von Q{i — Sf w) ausmachen, wenn man über eine beqaeme 

1) Jontnal fttr die idn« und ang«wandte Mathematik, Bd. 38. 

S) ibid. Bd. 54 und 105. Daß in seiner ersten Arbeit Lipschitz den fuiik- 
tionentbcorotisclien Tharnktcr der lU-ilic noch niclit panz beherrscht««, folgt daraus, 
daD er von einer Funktion von vier Kleniouleu spricht, indem er das eine Argu- 
ment Icomplex annimmt und iu »eine beiden Bestandteile spaltet. Die erste fhnk- 
tionentbeoretieelie Behandlimg des Oegenitaadee — nachdem die mmteigültigen 
Arbeiten ▼on Biemann und Hnrwita betreffiBad swei SpenalfUle ▼odsgen — 
geschab wohl durch d'w Arbeit des Verfiueen (Acta math. Bd. 11). 

3) daselbst, Bd. 90. 
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Bert'chimngsweise der Malmstenschen Keihe links in (1) und zwar 
für verhältnismäßig kleine >( vcrfiig^te. 

Entwicklungen zur Bereclmiing der Reihe des Malmsten-Lip- 
«cbitz scheu Tjpus sind zwar Yorhanden und zwar ist z. B. tUr 0 < v < 1 
« 

(2) ^(m + t;)— » «r-«('«+t) = + 0^ _ öjit 4- a,t4« — o^u* + - • 

wobei der Konrergenzradiiu gleich 2« ist und die Eoeffisientem dnroh 
die FVmküoneti der komplexen Yeianderliehen s definiert sind, die als 
Srnnmem oder aiialjtiB<dLe Fortsetmngen der Reihen 

• T^/ . N C08 fa«» — ^^^^ « 
a = »r(g-|- pl>. \ 8 / 

TOlktändig definiert sind. 

Um die Formel (2) sor Berechnimg der linken Seite von (1) in 
verwenden, müfite man w = uo setzen, dann a> aof die Form a + v 
bringen, wobei 0 < v < 1 und a eine positive ganze Zahl bedeutet; 

X 

abdann unterscheidet sich die Reihe (w 4- t7j~*r~ von der 

1/1=0 

ibigendcfu ^(w + o)-«<n"(«+") nur mn ihre ersten a Glieder, die 

also zu berechnen blieben, um den Wert der linken Seite von (1) zn 
erhalten. Man könnte sich sogar mit dem Grenzfall v =^ 1 von (2) be- 
gnügeUi in weichem 

9r(8 + p).. , V s-\-p 
iit; dieatr fall httt« den Vorteil, daS dia Koefiizienten in der Entwicklnng 

(2«) 2, «-'«-"" - +^ (- 1/ +^)»' 

biüü von s abhäujj;eii und die Bereclinung auf eine Tii))elie der Funktion 
i{is) zurückführbar wäre. Alsdanii müiSte mau für a eine ganze Zahl 

A -* - setmn, nm die Beroehnong von (1) yermöge der Elntwieklung (2^ 

n bewerksfeeUigen. 

1) Abgeleitet in meinem Avftals Nr. S8 dei IIL Jahrgangs der Bospravy 
m. Baue) der Pkager Akademie, p.S mid S dea SoBdezabdraekB (1894). 
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Die Behandlung der Entwicklung (1) vereinfacht sich wesentlich, 
wenn man darin s^l nimmt; alsdann geht Q{1 — Sj w) in das Int^pral 

CD 

«0 

fiW, und die Formel (1) kann wie folgt gesdirieben werden: 

Setzt man hier ftlr oi eine positive ganze Zabl a ein, eo beredmet sich 
die linke Seite vermöge der logarithmiecheu Beihe dureh den Anedmck 



a— 1 « 



-iog(i-o-^V- 



Die sich eo darbietende halb konvergente iieätuumung des Integrailoga- 
rithmns 



00 



»•=1 ^ «»0 

habt- ioh 19(H im VlU. Band*^'* <les IntrTiTK'diaire des matheraaticieiis 
(Qut'stiün 21 ").">) oinio Beweis iriitgeteilt, während die Begründang der 
allgenieiiiHreii Konnel (1) doFi Si-hluß eiuer demnächst im l'^O. Bande 
des Crelleschen .Toumals erscheinc^nden Abhandhiiig bildet. Der l'ni- 
stand, daß die Divergenz der Entwicklung [4) eigentlich aui' Konstanten 

beruht^ bat mir nicht entgehen können, denn für größere ^ lat — 

I» 

beinahe gleieh iT, eo zwar daft der TJnterBchied ^ ^, nach ICntti- 

B 

plikatiou mit ^^''^^ das ailgemeiue (iUed einer konvergierenden Keihe 



a 



bildet, sobald = « kleiner als '2x bleibt. Allein da luir der Gibruut li 

der Formel lodii^lich für a > 4 vorsoh webte, so hatte die Trennung des 
konstanten ha 11 »konvergenten Teilts vim dem konvergenten vrründor- 
lioben T. de tür mich koin unmittelbares Interesse. Als ich nun durch 
die Güte des Herrn Krause in Kenntnis der Kesoltate seiner Abhand- 
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lung (s. oben S. 36) gesetzt wurde, unternahm ieh es, meine uraprflug 
liehe üntersuehiing fflr den Spezialfall des IntegrallogarithmuH hier 

auseinanderzust^tzon und sie durch die ohen angedeutete Trnnming zu 
ergänzen, wobei namontlicli der Lmstiind liervorfrehobf»n werden rii;i^, 
daß sie auch bei iillrrcmeinen nicbt ganzen a iieWw^t uikI die Aus- 
dehnung des Uesultata auf den viel wichtigeren ir'ali der t'unktion 
ermöglicht 

Es seien <i. h zwei beliebige reelle positive Größen, und es werde 
mit h\a,uj die durch die offenbar konvergierende unendliche Iteihe 

(5) ^•(„,„)_jl__ 

definierte Funktion der beiden Vernnderlichen a und u }>e7,eiehnet 

Diese Reihe verwandle man in ein bestimmte» Integral vermöge 
der Gleichung , 

«fi kommt 

Hier machen wir von der Formel 

Gttbxwicliy wobei 0 < < 1. Et entsteht m din (ileicbung 

I» « 

h ? 



wobei 



Nun kk 
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also bekommoi wir die Oleiehung 



n OB 

(7)n«,.)-/,r-4+.V"+J(-l)'-\l^;»./<^«'''-''»«+it» 



Ott ^' 

wobei noch bemerkt werden möge, daß 



Diese Formel (7) seigt, wie man die Berechnimg der unendlichen 
Reihe (5) auf die des Integrallogarithmos zDrftdEfQhraL kann, sobald 
der Best Temaefalassigt werden dazf ; denn die anf der rechten Seit» 
TOn (7) auftretenden Integrale drücken sich in geschlossener Gestalt 
ans, nnd swar ist 

'^•[i + f. + ir' + - + ^]- 

Ich bemerke non, daß die Reihe 

«« 

komrergier^ &11b 0 < u < 3« iai Benfitst man die Zeilegmig 

«B mm 

80 ergibt aich aus (7) 

« au 



Die ans den Integralen zusammengesetiie Reihe wiid nnter der An- 
nahme 0 < « < 2« konTergent fllr it — oo, nnd dcrjcuige Bestandteil 
dw rechten Seite, dnr den Charakter der halben KonTerjpens Tenirsach^ 
ist Ton tt nnabhingig; es liegt die Yennntong nahi^ daß nach Enetaen 
dea „konTergenten** Teiles dnrch die nnendliohe Reihe der Rest sieh 
an einer von » nnablwngigen Große kompensieri^ d-h. die Grdße 
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TOD u iiiciiL abhängt. Um dies zu ergründen, beachten wir, nach 
der Definition (5) 

I? — _ V — 

0 

mid dcnutteh ans (7) dnxeh DiliBrentUtion nach u 

dB 

folgt; mit Hilfe dieeer DanteUung von -j^ laßt sich die QrÖfie (a) 
nach u düBaranBcrai, und wir bekommen so 



was wegen der Identitiit 



identisch yerechwindet. 

Wir haben somit anstelle von p), wenn au = w geschrieben wird. 



(70) 



^•(a, »)-»(»)+/< 



w^r-^-ii-*i 



wobei für die Funktion 9>(tt) die haibicouvergente Entwicidung 

(b) y^„^^^(_l).-i3_ + ij; 

vorliegt. Multipliziert man (V) anf beiden Seiten mit und diffe- 
renziert uacli a das Eesoltat, so entsteht 

mal wO 



Digitizeü by Google 



48 M. Lsüch: 

Her l&0t rieh nim der Gienzilberguig sa »»0 auBfOhren^ und wir 
cdbalten nntor der Beseiebniing 

dag Resultat 

mid liieraiis dxach Integretion 

g) (a; = log a — ^ — ^ (a) + const . 

Ffir groÜe a ist nach (b) ^(a) beliebig Uein; und somit iat die Kon- 
efeante gleich Null, d.h. 

<p (a) = loga - — tl>{a). 

Wir haben somit die merkwürdige £ntwicklmig der Größe (5): 

m 

F(a, u) -.log» - i - *(») +J<n»^ + 

NT 

-2'(-^)"-'SV-(-2v.). 



(7*) 



in welcher w — av, a > 0, 0 < « < 2« TotatugeBetaEt wird, und wie 
fiblieh (a) = ^' . 

Nun ist bekanntlich 

und es folgt ans (7*) die Identitilt 



c + log u +2^ ir +2" T+ 



Im dcrsj'llieu sind Ix'i ]i<isitivi'iii a des Intervalls (0 ...'"Jtt) beide St itfii 
eindeutige analytische Funktionen der komplexen Voränderlichen a: wir 
bekommen daher eine richtige Gleichung, wenn wir darin o in — a. 
Terwaudelu und nanmckr a> 0 voraussetzen. Da ferner 

*(«) — if(— a) — i — «cot aar, 
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and 



m l m 



io erhftLten wir die Qleichiiiig 



(«) 



N — 1 



IM^l »—0 



(w — a«; 0<it<23r; a>0). 
Dabei ist in üblicher Weise 



gesetzt worden. Die Gleichung (8) setzt in merkwürdiger Woiso die 
Funktionen n(c"'), L\—a,u) und t- ' in Zusammenhang, und sie 
liefert, wenn man darin a = .«? + ^ nimmt, wobei .s- eine positive ganze 
Zahl ist imf! l unendHch klein vorausgesetzt wird, eine merkwürdig« 
i^'ormel zur Berecimuug Yon Wir haben zunächst 

«cot»» ■ - «oot{, - ^ -2 7^-» +2^ - + «>' 



ra = l 



wobei (^) eine unendlich kleine Grdfle bedeutet Die reehte Seite wird 
nach dem Grenzübergang 



«—1 



und wir erhalten daher ans (8) 

- tf ^ -H log(l - c--) - i^'C*) - ^-H log« 

» ^ < 2;k, 5 positive ganze Zahi^. 



(9) 



1) Bos&pravy (Prag), V. B., Nr. U (II. Elaife). 
Axchir lUr lUtlMaMik und Ptaiaik. IIL B«Uu. XL 
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M. Lsbch: 



Bei A]iw«ndiiBg dieser Formel mafi die Zahl s weientlieli ^fier 
als w genonimeii werden, da aonat Tiele CQieder in der Reihe wegen 
des Faktors ^ sa groB wSren. Ist z. B. tr in der Nahe Ton 5, so daß 
^ ungefähr 150 betrogt, so wird die Wahl s — 10 siemlich zweck- 
mafiigy und man wird sich mit 3 Gliedern der Beihe hegnflgen können» 
nm 8 Stellen genau za erhaltra. 

Eine ähnliche Formel znr Bereehnnng von U(e~*) liefert Gleichung 
(7*), wenn man für a eine ganze Zahl setzt; denn es ist fcW««w 



Anf diese Weise entsteht die Bntwicldnng des Herm Eranse, während 
ans (7) das von mir ün Jahre 1901 im Intem^diaire des nusth^ 
maticiens mitgeteilte Resnltat (4) hervorgeht; es war dort die nnend* 
liehe Reihe mit der halbkonTwgenten Reihe für if(a) zosammen- 
gesehmolzen. Immerhin sind die E%lle nicht selten, wo man die 
halbkonTcrg^te Entwicklung wird Torziehen mfissen. 

Für die Funktion F(af u) habe ich im Jahre 1896 eine andere 
Entwicklung abgeleitet, in welcher zwar ^ (a), nicht aber der Integral- 
logarithmus Torkommt. Die Formel lautete 



Setzt man hier m — e^* und integriert nadi x Ton a bis a + 1, so 
kommt 



^(». ») -2 '7' -2 — 108(1 - - v 

»bI m«arl mal 



0 



« 0 • 



1)(^- 1) 




e- "'äx — log (1 — «-•) — log a • 



Weil bei unbestimmtem z 



• ■ a 




den Wert 



^"(1 +#)« 



u — log (l -j- Z) 



hat^ so wird die Entwicidimg 
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Qiu die Oiöflen liefern, fOr welche die Gleichung besteht 

X 

(10») J tr'-^ logei-log(l-€--) + r--^^^(m + l)C«(««-l)-. 



Die FmdEtioii (10) bleibt synektisch im ganzen Einbeitskreise ( | « | < 1)^ 
und die Reibe nimmt fBr — 1 den Wert c^* an; d. b. 



•^C.(««-l)"-l. 



Davon kann man Gebiancb machen, um ans den Koelfizienten 

(fw + 1 ) = 1 + i + I + . • . 4- i + * ( 1 ) 

den Teil ^(1) zu entfernen, so daB man schließlich bat, weil die 
mit Hianszeicfaen genommene Enlersche Konstante C ist: 



/ c- log« - log(l - «-.) 



1) 4- (1 +i)C,(e-- 1)«+ (1 + J+;-)0,(e-- 1)»+-..]. 

^an lüuin auch schreiben 

und die» ist nach dem Mittelwertsatze 

Benidmet man mit Cm die Gr^en C», in welchen « dnrcb u ersetzt 
ist, 80 oschlieBt man aus (10*) leicht 

i*(tr'") = C^-logaM^-log^?-^^- 
e«-tQ(l-e--)-(l+i)Q|(l-^^•)•+(l+i+4)^B(l-<^'')•-•••], 

0 

Diese £ntwiddnngen (10) konyergieren nur für recht kleine 
■Iso Ar Ueine Werte w ^ au, für welche die nraprünglicheii nach 
Potenzen Ton w fortschreitenden Reihen gut brauchbar sind. Sie bieten 
demnach kaum einige Vorteiley weshalb wir bei ihnen nicht Terweilen. 

Freibnrg (Schweiz), den 28. April 1905. 



(10*) 



Digitizeü by Google 



52 



EwKtT BOKHJUttVf : 



AnalytiBch-geometriBche Abieitimg der AeaUtätsbedingimgeii 
für die Wurzeln der Gleiohnngeii vierteil Grades. 

Von Ernst Eckhaiu>t in Homboig t. d. H. 

Eine foUsfändtffp Bpstiinnmng (U-r Rcalitätsbedinguiigt'n für die 
\V ur/.eln der Glcichungeu vierteu Grades auf rein anulytisch-geometrischem 
Wege ist zur Zeit nicht vorhanden. Wohl aber hat man die analytische 
Geometrie dazu benutzt, die }>ei diesen Gleichungen möglichen Fälle 
z« i)eleuchten.*'l Hier ist vor allem Kronecker zu erwähnen, der 
die Diskriuniiante dieser Gleichungen. 

D - 4(a* + 12cy - {2a' - 12ac + 276«)» 

gleidi Null tetsfe^ die Qrofieu a, h, c a3a Koordmaten eines reehlr 
winkligen Systeme aofEaftt nnd so zu der DiskriniinanAenflicliey einer 
Fläche 5. Grades^ gelang^ doreh deren Betrachtung sich die einnlnen 
Falle erledigen lassen. In seiner Algebra, Bd. I, S. 279 gibt Herr 
H. Weber eine Abbildung nnd Eriautemng dezselbeit Disse Be- 
tmcbtung Eroneekers setzt auBer der Flacbentbeorie anch die Auf- 
l^ung der Oleichnngm 4. Grades Toraus. 

In dieser Arbeit soll nun die Be- 
handlung der Gleichungen vierten Grades 
Ton vornherein eine analytisch -geo> 
metrische si in. Dabei werden sieh die 
möglichen Fälle von seihst ergeben und 
die DiskriiTiiuante wird jetst umgekehrt 
aus der Behandlung folgen. 

Die Untersuchung setzt bloß die 
Grundlagen der analytischen Geometrie 
der Ebene voraus. 

1. Die Kurve und ihre Polar- 
gleichung. — Die zugrunde liegende 
Kurve i.st die bekannte Pascalsclie Schnecke, eine Konchoide mit kreis- 
förmiger Basis, die schon oft behandelt worden ist und deren mannigfache 
Eigenschaften und Anwendungen in dem Buche von Henn G. Loria 

1) Matthiesseu: (irundzüge der aiiUküii uud modernen Algebra. 6. u&3 — dii3. 
Barth: Mechanuch-graphiAche Lösung der kubischen und biquadratiscben Gleichung. 
Archi? (1) 1, l^ift. Hoppe: Beiirk» der drei Wuizelformen der Gl 4. Giadee. 
Axohiv (9) 14, 898—404. 
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Ober ijAbe&e Kurven*' xuBaniineiigeeiellt sind.^) Ist 0 der Mittelpunkt 
der Basis, r ihr Radius, P der Pol, PO der NullstrHlil und e eine 
konstante, positiv und negativ zu nehmende Strecke, so gilt für einen 
beliebigen Punkt R der Schnecke, wenn FB — q und JiPO ^ 
die Polurgleiehung 

^ — 2r cos 9 4- e. 

Ist I e I < r, so hat die Enrve die Gestalt der Figur 1. Die innere 
Schleife eehließt den Mittelpunkt ein. 

Wird r < I e I < 2r, so eihSlt man Figur 2. Die innere Schleife 
flcbließt den Mittelpunkt aus. 

Fnr |e| = 2r wird P ein Rückkehrpunki 

Im Falle {e|>2r besteht die Kurve aus einem isolierten Punkte 
P und einer geschlossen nn Linio. Figur 4. Dies erkennt mnn, wenn 
nian^ wie dies auch Herr Loria tut, die kartesische Gleichung der 
Schnecke ^ ^, _ ^^^^^ ^ ^ 

betrachtet 

Ist e rdn magmart so besteht die Kurve nur aus einem isolierten 
Punkte P: (I - 0, 9 - 0). 

Diese Tatsache hat Herr Loria nicht erwihnt Ohne sie ist die 
Behandlung der Gleichungen 4. Grades mit vier imaginären Wutxeln 
nicht möglich. 

Für die fernere Untersachuug ist es nun notwendig, die Polar- 
^eichung der Schnecke für 0 als NuUpimkt und OP als Nullstrahl 

anfinistellen. 

Ist OB^X und -^POB — a, so hat man p* — a;*+ r'— 2/ r cos« 
und nach dem Sehnensatze {r x) ' (r — x) ^ ' e, sodafi die Polar- 
gleiehnng fQr 0 als Nullpunkt lautet: 

(i* — — t^(a^ -f a;* — 2rx cos «), 
oder « 
JC« — (2r» + «*)a;« -|- 2r(^x cos a + r»(r* — e») - 0. 

Mit dieaer Polaigleidiung wird die su untonucliMide Gleichung 
«*+ + c — 0, in der a, b, c reell sein sollen, identisch, wenn 

I. 2r«H-e* a, II 2re^co8«-6, III. r\r' - t') r. 

Aus I und ni folgt für die zur Konstruktion der Schnecke 
dienenden Grl^Ben r und e 

rf4 - J (- a + Va' + 12r) , ef., = J (- 2a - yW+Wc), 
1) G. Loria. Ebene Kurren. Leipzig, Teubner, 1902, Bd. 1, 8. iWff- 
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Demnach ist znnScboi der Fall a* + 12r < 0 aumudieiden, da 
dann die ganze Kurve imaginär wäre. Ferner ist aber aneb wegen 

Cosa = - -j, V = 1, 2, 4, der Fall |&: > | 2r,.^[ uuszusclilielieii. 

Diese beiden Falle werden in der Fortsetsang behandelt. 

%• Die Gleidimffm mÜ vier reeUm Wundn. — Soll die rotgelegte 
reduzierte Oleicbnng vierten Grades vier reelle Wurzeln besitzen, so 
muß die mit ihr identische Polargleiehung der Kurve + as^ + hx 
c 0 fttr ein in bestimmttti Gtoomh liegendes u vier redle Badien- 
vektoten haben. Eine unter dem Winkel « gegen die Niülachse ge> 
zogene Gerade muß also die Kunre in vier reellen Ponkten schneiden. 
Hior/Ai ist zunSchat nötig, daß die Kurve selbst reell ist, dafi also von 
den Wertepoiiren und in Nr. 1 wenigstens em Paar reeU ist. 
Außer a*-f-12c^0 muß, wie am einfachsten aus 2r^-\-c^^ — a 
hervorgeht, zunächst a negaHv sein. Die weitere Entscheidung Qber 
die Realitiit der und hangt davon ab, ob e^O ist. 

a) e > 0. — In diesem Fall ist^ da a < 0 und a* + I2e > 0, die 
Große r, 4 ima^mär. Die Wertepaare 4 und ^ ^ sind also zu ver- 
werfen. Es bleiben die Werte r,^, und c^^, fibrig. Von ihnen ist r^^^ 
unter deo gegebenen Bedingungen stets reell, e^f fwr ämm, wenn 
— 2a— Va- + I2c > 0 oder a* — 4c>0 ist. 

Aus rj j — e^ ^ -= \ (n -f "j/a^ + 12c) > () folgert man, daß r; « > j, 
und, da uur das positive zur Konstruktion gebraucht wird, daß 
**! > 'j.a • innere Schleife schließt also nach Nr. 1 den Mittel- 

punkt 0 ein. Den hierher gehörigen Gleichungen liegt also die Figur 1 
zugrunde. Da für a nach Nr. 1 die Beziehung 

cos« 

gilt, so ist cc und mit ihm die Gerade OR solange reell, nh — ^f\^l* 
^ 6 ^ -|- 2Jri ^'f 2 ist. Jede Gerade unter dem <^ a gorrt u Ol* bestimmt 
dann vier reelle ßadienvektoren, und man erhält das folgende Resultat: 
Solange « < 0, c> 0, a* — 4c ^ 0, - 2r, r' . :^ ^ + Äri«},,, hat 
die Gleidwng + aa?* + 6af + c « 0 t»«r reeMc Wvnditii. 

Die Bedingung für h geht durch Quadrieren über in ^*^4t{'eJ^s, 
oder, wenn man die Werte von rj und einführt, 

^ 2 (- a + >V + 12c)(4a« + a* + 12c + 4a j/a*TT2^), 

2W ^ - 2a« + 72oc + 2(a» + 12c) l/a»TT2c, 

(2a> - 72oc + 276«)« ^ 4(a* + 12c)' . 
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Nach der Emleitniig ut aiso die Bedingung fttr ( identisdi mit d«r 
fllr die Digkrimiaante D ^ 0. 

Den Werten u^Q^ und « » 180* entsprechen die Gleichungen 
mit einer DoppelwuneL FOr « — 90* sind je zwei Wnneln entgegen- 
g^Mtit gleicli. 

b) e < 0. — Da die Bedingung a* — 4c > 0 immer erf&Ut ist, so 
genagt für die ftealitit ron , and e^^, dafi a<0 nnd a'+l^^^O 
iai Unter den beiden letnten Bedingungen find aber jetst aneh r«^« 
md reell, nnd man hat demnadi Ar die Konetroktion der Kurve 
«in positiTee mit sngelidrigem €i.t * ± | ! ond ein pontivee mit 
logehörigem 4 — ± ] ^ I nur VerÄgung. — Die TeischiedeneD Zeiehan 
der GrSßen e beziehen sich auf den Sinn der Abhragiing dieser Gröfien 
(Nr. 1). 

Beaditet man nun, daß infolge der leicht sa erweisenden Uiir 
Beichlingen 

,»«,<{2r,)« o.d <i,,>(ir^, 

so erhält man unter Zugrundelegung von t\ und ± , Cj | die Kurve in 
Fig. 2 nach Nr. 1 , bei Benutzung von und :t i ^ » dagegen die 
Fig. 4, also eine geschlosseiip Kurve 
ohne Schleife und einen isolierten 
Doppelpunkt. 

Xur die erstere Kurve k.i nn für vier 
reelle Wurzeln in Betracht komuien; 
denu die letztere hat nur für « = ()" bez. 
a = 180*^ vier reelle Radienvektoren. 

Die Fig. 2 sei also aus den Größen 
fi und i konstruiert, sodaü iür 
jeden ihrer l'unktc die Polargleichung 

+ 2r,€{ Goso ' + f\{f\ — ^) - 0 

gilt, oder in abgekürzter Form ar* -f- az* + i/j* -f- c =- 0. Man erkennt 
ao9 der Figur, daß a für vier reelle Radienvektoren auf das Gebiet 
zwisi^lien den von 0 an die innere Schleife j?ezogeneii 'Vim\n'u\r\\ he 
schränkt ist. ist nun für die weifte UnterawUnwj tcirlifiif. (/ir vier 
hadienvekioren dieser Tangenten fejftzuädlm. I>ies geschieht am ein- 
fachsten durch folgende Überlegung: 

Ist OT ^ () dif T/i!ige der finen Tangente, und nchneidet sie die 
äuüere Schleife lu (^^ und so muß wegen 2 07' t- OQ^ 4- 0Q^ — <) 
OQ^ von der Form — 9 + « und OQ^ von der Form — q ~ t nein. 
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Die SU der DoppelwunaL q und den Wurzeln — 9 ± e gehörige 
Gleichung lautet aber 

Da nun OT =^ q ein R>uliusvoktor der Kurve ist, so muß diese 
GleichuTig mit der Polargieichung + «.r* -f ''-^ + ^ = identisch 
sein, was für q und f zu den in Nr. 2 gegebenen Ausdrücken für 
und e,. führt. £s muß also sein 

Die Identüftten von ^ und mit r,^, und beliehen sich auf 
die unter «e— 0** und «^180^ gezogene Gerade OP. Die ttbrigen 
Identitilten müssen daher IHr die Tangenten OT und 07' gelten. 
DamuB folgt die interesrante Tatsache, daß 

Aue ( = 2g$* folgt dann /wr die Qrenewerte von d^-daß — — l^«»«»! 
und &| — + 4 ^^^^ 

Dnrdi Ausführung der Rechnung kann man zeigen, dafi immer 
2ri^^2r,4 ist 

FUir a < 0, a* + 12c> 0, 6 > 0 sind demnad^ aoUmffe vter redle 
Wurgd» fforhandm, dU 2r^^ ^ ^ ^ ^^'i^- 

19ach Kr. 1 ist dann cos« bestimmt durch Sre* • cos« worin 
r und e die Oröfien sind, aus denen die Kurve konstruiert wurde, also 
hier und e^. 

Im obigen Falle ist folglich cosa eingeschloseen in die Grensen 

bt a < 0, a* + 12c > 0, 6 < 0, so sind vier reelle Wurzeln vor- 
handen, wenn die durch 0 gehende Gerade im Winkel POT' liegt, 
wenn also — 2r,c* ^ 6 ^ — 2rg^ ist 

(rrmzfäUe bei den Gleichungen mit vi^rr reellen Wur::iln. — Zu 
den Grenziiiileii siüd alle die Fälle zu /.ählen, iii Jeiieü entweder die 
durch 0 gehende Gerade eine ausgezeichnete Lage hat, oder in denen 
je nach der Größe von e in hezug auf r die Kurve besondere Formen 
annimmt. 

Diese F&Ue erledigen sich an der Hand der einseinen Kurven 
wie folgt: 

a) < r (Figur 1). — Ausgezeichnete Lagen treten ein fOr « 0*, 
« — 90**, a — 180^. Da nach Nr. 2 nur , und e^ .^ reell sind, so gilt 
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Ar « 2r,e* • cos« — h. Den Werten a « 0** und « « 180*^ bei denen 
i^h = ±^2r^el, ent^ricfat je eine Gleichung mit einer DoppelwuraeL 
Für «=-90* ist 6 — 0, und die sagehörige Gerade sehnetdet je swei 
CD^egeugesetst gleiehe Wurzeln aus. Die Übrigen Bedingungen Bind 
«IIB Nr. 8 a), > Oy zu entnehmen. 

^) r < \ <.'2r. — Es sind Tier av^egeit^nete Lagen Torhanden, 

die, wenn a ^ IHU*^, sich bestimmen auB cos c = + 1 und cos a = + | • 

- r, «I 

Die zugehörigen Werte von b sind 6 = ^ 2/*,<?^ und = ± ^rjC*. Ihnen 
entsprechen vier Gleichungen mit je einer Doppelwnrzel Ordnet man 
die vier Wurzeln der Größe nach, so ergibt die Nullachse, oder die 
om 18Ü^ gedrehte Nullachse je eine Gleichung, bei der die Doppel- 
wnnel die 1. und 2. Stelle, bez. die 3. und 4. Stelle einnimmt. Die 
Turnten OT und OT' liefern dagegen Gleichungen, bei denen die 
Boppelwurzel die 2. und 3. Stelle einnimmt. Die Bedingungen fOr 
e und c sind « < 0 und -f 12c > 0. 

c) e » 0. — Die äußere und innere Schleife fallen mit dem Kreise 
zusammen. Die Kurve besteht aus einem Doppelkreis. Jede Gerade 
durch 0 bestimmt also zwei Doppel wurzeln. Da jetzt nach Nr. 1 
a » — 2r', r*j b ^ 2r^ • Cosa » 0, so sind die hierher gehörigen 
Bedingungen ^^q^ a«-4c-0, ft-0. 

d) c = r. CüiiKs inr'(li(dhilis. — Der Punkt 0 liegt auf der inneren 

Schleife. Jede Gerade durch 0 liefert also eine verschwindende Wurzel 

und drei davon verschiedene reelle Wurzeln. Die letzteren entsprechen 

Gleichuutf . . _ 

*^«» + a« + 6-0, da <?- f*(|J - «») - 

ins a a> 3r' und b — 2r' cos a ergibt sich als Bedingung für drei 
welle Wurzeln 

a<0 und (2-)'=^-«"^'«^^• 
e) e^2r. Drei ^eidie Wwßfdn. — Die innere Schleife in Fig. 2 
icduiert sieh auf den Punkt und dieser wird ein BOokkehrpnnkt 
IKwt die Geraden ffkt a^QP und a — 180*^ können noch Tier reelle 
Wurzeln liefent Ftlr « — 0^ erhält man drei positive gleiche, für 
u x ISO** drei negative gleiche Wurzeln. 

Aus a ^ — ir^f 6 *» — Zt^, 6 » ± Sr* findet man als Bedingungen 
ftr drei gleiche Wuraebi 

a<0, a«+12c = 0, 8o' + 276»-0. 

f j e = r = 0. — Die Doppelsehhit'e reduziert sich auf den 
Funkt Of der dadurch ein vierfacher Punkt wird. Jeder Geraden 
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doreh O ttitspiechfiii daher vier gleiche Wurseln NtdL Eb ergibt rieh, 
daB a^O, h^O^ e^O lein mnB. 

4. Die GMeftiMi^ mi^ vier «mo^Mreii TTiirare^n (Fig. 3). Er- 
teilt man der Gröfie e einen rem imaginären Werk, so bleiben die 

Koeffizienten der Polargkichung a«' + 
-I- ü s a?* — (2r" + 2ric; oos « • « + 

rS(r»-e»)-0 reea. 

Die Kurve besteht aber jetst, wie man am 
besten an der Form 




Zrx cos a 



erkennt, nnr ans einem reellen Doppelpunkte 

Fig. 3. 

Für reelle Werte von a; ist nämlich (r— s)'>0, 
also um so mehr -f j:' — 2r:r cosa > 0. Ist nun ea*i-e|, also 
e* = — ej, 80 ist die rechte Seite der Polargleichong negativ^ die linke 
Seite (r* — x-)- ist aber für reelle x positiv. Die Qleichung kann 
daher nur für solche Werte von X und « befriedigt werden, für 
welche jede Seite der Gleichung sugleich verschwindet. Dies geschieht 

1) durch CK 0^ und die Doppelwunel x^r, 

2) „ « - 180» « « « X r. 



n 



Fall 1 und 2 bestimmen aber detuelben iedUeiien Phm^ P ab emgigen 
HepräsenkuUen der Kurve. 

Ans disser merkwflrdigeo Tatsache folgt, daB die Gleichung 
+ ax^ + + c » 0 so bmge «ter imaginäre Wurtdn hat, als eine 
reelle nitiU änrek P gehende Gerade OR vorhanden und e, rein ima- 
ginSr ist Zur Feststellung hiervon diensn die Gleichungen 

-f ~ — ^{r^ «') — 2r^ cosa — 2». 

Aus ihnen ersieht man zujuchst, daß jetzt a ^ 0 sein kaan, e dagegen 
paeiüv sein muB. Durch c> 0 werden aber die Wertepaate r«^« und e^^ 
in Nr. 1 ansgeschloasen, demi r,^4 ist imaginär 

Demnach braucht nur untersucht zu werden, wann e^^^ rein imaginär 
ist, oder , < 0. Dies Mtt ein, wenn 

1) a>0, oder 2) a<0 und a--4c<0. 



Da b 
reell, wenn 



-^i'l.t « i»"tl 0 < a < 180**, so ist die Gerade OR 
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Die Bedingungen für wer imaginäre Wnrgdn sind demnach 

a>0, c>U, oder a<ü, cr>M, — 4c<0 

und 

-|2r,<,|<K+|2r,4,|. 

Alis der Fij^r 3 ersiebt man, daß die Fülle // + 1 2rj ej^j zu 
dem Gebiet mit zwei reellen und zwei imaginärbu Wurzeln gehören. 

5. Die Glcichuntfni mit zwei rreUm und :irn imnijinärni Wurzeln. 
— Sind die in Nr. 2 irnd Nr. 4 aufgestellten Bedinjj^uucreii für rier 
rpellr» und vier imuginäre Wurzeln nicht »'rfnllt, so hat die biquadra- 
tis-che (ileiibung nur zirei reelle oder nur zuei imaginäre Wurzeln. 
Die Fülle ö" -f 12c <0 und |fc| > '^rif] ßind schon in Nr. 1 erwähnt 
und Ton der analytisch - genmetrischeu Behandlung zunächst aus- 
geschlossen worden. Für sie Tergleiche man Archi? der Math, und 
Phjs. {?>] 7. S8 und 95. 

Es bleibt daher noch der Fall — Sr,«?^ < 6 < 2r,,^* 7:u erl^(]l^ren. 
Dies geschieht unter Zugrundelegung von Fig. 2 oder von Fig. 4. — 
Di«» Fig. 2 ist aus den Größen und < Cj < 2r, konstruiert und 
ergab als das tiebiet für vier reelle Wurzeln die Geraden zwischen den 

Tangenten OT and OT' , deren Lagen durch cosa^ » + und 
«OB « — bestimmt war«n. Es ist also a[ = 180* — «j. 

Wird nun in cos « ^-^ (s. Nr. 1) — 2r,^ <h< 2r,6j, so ist 

«I < « < ISO** — «1. Baratis folgt aber, daß die so «e gehörigen Strahlen 
nur swfli redle Schnit^unkte und also 
aneh nur zwei reelle Badienvektoren 
bestimmen können. 

Bchandlumi dicsis Falles mit ISlfe 
fOn Fig, 4. Die Fig. 4 ist im Gegen- 
sätze zu Fig. 2 au^ den im Fall c < 0 
ebenfalls reellen Werten und kon« 
straiert; aber jetat ist > 2r^, und 
(leshalb erhält man eine geschlossene 
Kurve ohne innere Schleife und einen 
isolierten Doppelpunkt (s. Nr. 1). 

Nur die Nullachse und die Gerade 
« — 180^, für die b'"±,2r^t^ ist^ bestimmen vkr reelle Radienvektoren. 

Jsde andere Gerade, für die cos «e — ^r;^, — 2r,e; < & < + 

ergibt bloB swei reelle RadienTektoren. 

(FerfcielBaiig folgt.) 
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Das Abrolkn von Kurren bei geradliniger Bewegung 

eines Punktes. 

Von P. Kokott in Sagan. 

In der Au^be 75 des ÄiehivB {ß) G, 341 habe ich das Beispiel 
einer loUenden Lenmiskate behandelt, deren Hittelpiuikt eine ijerade 
Idttie beBcbieibt. Daselbst ist ganz allgemein gezeigt^ daß die feste 
Kurve die Gestalt bat 

wobei die Funktion f aus beweglichen Knrre M{x, y) ~0 dadurch 
entsteht, daß mau y vermittels + = r^* eliminiert nnd dann in^ 
b^ug auf X auflöst. In den meisten fMen ist es bequemer, 17^(12) 
statt f(ii) zu setsen: man erhalt dann ^ . , . 

Im folgenden will ich eine Reihe 
bemerkenswerter Fälle angeben, da 
en flieh um eine Eurreneigensebaft 
handelt, die noch wmig be- 
' handelt ist. 

Für das Auffinden geeigneter 
Beisjiiele ist die Bemerkung von 
Wiclitigkeit. daß auch unigekelirt 
die Gestalt der beweglichen Kurve 
gefunden werden kann, wenn die 
feste gegeben ist 

In der Tat» sei |- 1(11) die üaete 
Kurve ABC (Fig. 1) und 9 — (r> 
die gesuchte rollende Lmie in Polarkoordinaten, wobei OD dem Null- 
werte Ton 9 entsprechen möge, so ist ^ OBE'^ BE^, d.b. ''^^ = A'(^) = ^\r) 

oder V^J* — 

1. Sei z.B. die feste Surre i - / "^'"^^ in der Fig. 2 durch 
M2^SL dargesteUt, so ist 




A'W 



9 
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wonnB r*» cos 2<p, also die Lemniskaie folgt Die Beweguu^ ^;eLt in der 
Weise vor sich, daß der Lemniskatenquadrant 1 sich auf Ii NM' abrollt, 
dum in den InflaxionsponktoL beidor Karren eine Dorcbdringong stott- 




^1 



Jbdet, sodann der Lemsiskaienqiiadnuit 2 sich auf der inneren Seite 
des Bogens FS abwickelt vu b, f. Während der ganzen Bewegung ver- 
schiebt eifiJi M auf der Aehse 0|. 

2. Die Kardioide. (Fig. 3.) — Dire Gleichnng ist r «i* 1 oob 9; die 

Wiakel (f zählen von Äß alb Aniaugblage aus. Da cosy — — und 

r =» ij ist, so erhält inau 
X = t/ {1, — 1 ). Die Funk- 
tion if hat also den 
Wert ri — 1. Bilden wir 
ij ifr' (?]) 

yf- 



4, §0 erhalten wir 




oder da |«-0 fBr iet^ 
+ arocoB(^ — 1). 

Seilt man n — X^eoa^f 90 ergibt sich als Gleichung der festen Enrre 

i — sin 9 + 9, 12 — 1 + cos 9>, 

dl. A.: SoS die SpUte der Sardkide emif einer Geraden foris(^iteHg so 
muß dk Kairdkidß eeM auf detyemffen Zs^dcide eihw&een, die der 
Krm mit dem Sardioidendimimesser hesdireSdf wenn er a/uf jener Qe- 
abrm. 
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8. Die verallgemeinerte Knrdioide. (Fig. 4.) — Die eb«n betrachtete 
Kurve ist ein spesieller Fall der Pascal srhc*n 8cbneoke peoB^ + m. 
Nehmen vir an, es wäre m > p, so stellt die Gleichung eine Blattform 
mit einer gegen den Koordinatenanfang gerichteten Auabachtnng dar. 

Die Fonktion ip hat den Wert und unr erhalten för |: 

|— V(p+m-^)-(|>-»i+iy)+ warccoe " . 



Ffihrt man wieder q> dn, so ist 

Dae sind aber die Gleichungen fttr die vaiäMffeiie Z^Mde, TfSgt mmi 
AN anf AB bis Jf ab und zeiehnet mit AM um Jlf den Kreia, so 




beschreibt der mit dem Kreise fest verbundene Punkt B beim Abrollen auf 
A^ diejenige ZjVloido^ auf wcdcher sich das Blatt abwäl^.en muß, damit der 
Punkt A aißh auf A^ bewege. Ähnlich liegen die Yerhältniaee fOr p < «>. 

4. Dir Farahfl. — Der Punkt, welcher sich in gerader Linie )»(?- 
wegen soll, sei der Brennpunkt. Ihre Gleichung ist dann r~* = 1 -f qp 
oder X = 1 — ij. Daraus folgt = 2rj — 1, welche Gleichung eine der 
oberen kongruente Parabel darstellt; beide berühren einander in den 
Scheiteln. 

6. Dk Sdtle^eHimie. (Fig. 5.) — Ihre Gleichnng ist r — cos fig». 
Die Figur etellt den Fall Tor. Da ^ — ^ arccosr ist, so ergibt 

die Rechnung n'-^^ ^ r^'- = l. Denkt man sich n kongruente Ellipsen 
mit den Halbachsen 1 und welche einander in £ berühren, so 
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wickelt sich zunächst die Halb^ichleife DA auf dem EllijjsPuquudrantftTi 
DB ab; sodann tritt die benachbarte Schleife in die zweite Ellipse 
und rollt auf i> i. F u. «. f. 

6. Die gerade Link. (Fig.ü.) 
Sie habe die Gleichung ^ = 1. 
In der Figur ist ihre Anfangs- 
lage durch BC dargestellt. 
B«im Abrollen soll A aul 

fortrücken. Es iflt ^ » 17 * ^; 

die Funktion ^ ist also ^ 



und 




Ftg.5. 



i-fy^^ Oder ri-U'^ + 'T') 



Wir icihen demnaehy daß sich der rechtwinklige Haken ABO auf einer Ketteih 
linie iriilien mxS, wenn seine Spitze eine geradlinige Bahn beechreihen solL 




itO erhält man für £ 



Die festen Kurven haheu iilso parabolischen Cliiirakter; für Jf? = 1 ißt 
die Kurve eine wirkliehe Parabel. Für die loL^arithmische Spirale er- 
gibt die Rechnung eine unter 45*' geneigte Gerade. 

Sag an, den 9. Februar 1904. 
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Sur deux manieres de construire les spiriq^ues de Perseus; 

PftT F. GoHBB Tbizkika k Porto. 

On trouve dans le tome II, p. 52. de Tedition d»'^ Onivres df 
JJwfffens publice par la SocitHt* hollandaise des Science^ une lettre de 
Bluse ä liujgens dans laijuelle il doime une inethode pour construire 
1p8 apiriques de P^rfimts au luoyen d'une liyperbole ^quilatere. Noiis 
allous nous occuper de (*etie m^thode dans le premier chapitre de ce 
travail pour eu domier une demonstration algebrique et indiquer quel- 
ques rcsnltats qui s'y rapportent. 

Dans le second chapitre nous donnerons, pour la construction des 
memes courbes, une raethode bien plus simple que celle de Sluse, 
puisque, au lieu d'une byperbole, nous employons uno circonft'rence et 
que nous d('rivons chaque poiht de ia spiricjue de chaque puint de la 
circontereuee, comme Sluse Ics derive de lliyperbole, au mojcu de la 
construction d'une moyenne geometrique entre deux segments de droite. 

Les resultats obtenns dans ces deux chapitres sont etendus dans 
le troisi^me chapitre aax sections de la sorfaee engendree par nna 
ellipse, par une hjperbole on paar une parabole quand eile tonrne an- 
tonr d'nne droito pkunSe dans aon plan ei perpendieolaire ä l'on de 
aea szes. 

I 

Sur une mätkode de Slnse pour construire lea spiriques de PerseoB 

au moyen d'une hyperbole. 

1« On Bait que reqnation des spiriquea de Persena eat la aiiiTante: 
(1) (a;« + 3^-|-|«-f.c«-Ät)«-4P(:p« + c«), 

oü R represente le rayon de la circonference UKM-idienne du tore auquel 
apparticjit la s))irique eongideree, c la distauce du plan qui la contient 
ä 1 axe de la surf.K'o et / la dit^tance du centre de ia eirconferenee rap- 
purtf*' au meme axe. 

Eu posant dans cettc equation 

X ^tant une qnantit^ oonatanto, on obtient la transform^ auiTante: 

- yf + A sf, + i « + <J» - Ä«)* - 4 («* + c«) - 0 , 

et nous uliuas chercher les couditiuns pour que cette equatiou repre- 
sente deux oouiquet». 



Digiiizeo by Google 



Sur deuz mani^w de eoiulnuze Im ipiriqoM de Pecseue. 66 

Pour i el&f ie premier membre de cetie equation doit etre reductible 
a la forme 

ix' -h Ayl -h i<yi + Q i^' + ^'A + J^'yi + 
ee qni donne les equstions de condition 

Üiy' + + C^' - - 2(«« + e» - Ä*), 
Or, les deux premikres eqaations doim«iit 
la tioiaienie et la quattieme donnent 
flosnite la ciiiqiiil»me et la sixi^me donneut 

et eiLÜn la septieme donue 

La demi^ ^luktion n'est pas diHtincte des pr4cedentea. 

"Donc le lieu coiuidere se r^uit ä deux conique» qnand /. -- 2A, 
et les ^qoations de oei coniqaes sont les suiTautes: 

(3) a:t_y3_u2(ü-0y, + c*-P-Ä*+2IÄ-0, 

Ces deax equations pearent ötre rMuites ä la fonne 

(4) fj-^-«*, 

en posant dans la praniere Jfi + <R — I et dans la denxütme 
Vt-V E-^h Elles repr^sentent done denz hjperboles ^mlaUsreii 

dont les axes sont ^aux a 2«, la premiere ayant le cenire ao piint 

(Oy R — l) et Taatre aa point (0, H + 0- 

En changeant dans Tanalyse preoedente la ralenr de B eoatrf^ Cfflle 

de c'eet-a-dire en posant 

en trouve denx BotiTelles lijrperboles, tfmftn(\nfs def pr^'^>'J^;ntes par 
npport ä Taxe des abscis»««, qni eoimpondeni ä i ^ ~ 2Ä. 
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On couclut de tout ce qui prec^de qu'il existe qualre hypcrhoUs 
tydlr^ teiles que ä chacun leurs poiuts correspond im point de la 
spirique consideroe lequei eat iie a celui-la par la relation (^2), oü 
;L - 27? ou A = - 2R. 

Ce rcHultat pouvait etre prevu, puisque le secoiid nieiui)re de 
requation (2) ne change pas de valeur quond on y remplace j/i par X — y^, 
ni quand on y remplace k par ~ A et par — Cetto cir- 
constance fait encore Toir que, pour obtenir tous lea points de la 
Bpiriqne, il ne fant pas employer plu<< d une des hjperboles considerees. 

2. II resulte de la relation 

qo« lea poiats de lliyperbole auxqueb eorrespondent Im points r^eb de 
la spiriqne sont oeax qni sont compriB entre les droiteB tepT^BenUee 
par les ^uatiooB y^^O, y,^%R 

P. Si les deux droites coupent une mcnie branche de Thyperbole, 
la coarbe est formee par deux ovales exterieurs l'un a l'uutre. 

2°. Si une senle de ces droites ooupe Thyperboie, la spiriqae ae 
r^ait ä un ovale. 

3®. Si Tune des deux droites coupe la branche superieure et 
l'autre l;i branclio inferieure de l'hyperbole, la spirique est fonnee par 
deux ovales dont Tun est ä rinterieur de l'autre. 

Dans tous ces cas les sommets de la spiricjue eoiTespondont aux 
püiiits on les droites eoupeut l'hyperbole, et aux sommets de cette 
courbe compris entre les droites. 

Les rondltions pour qne les droites cüusuU'rees coupent rhyj>erl>(ile 
penvent etre traduites par des ineiralit<»s, que nou.s ue nous arreterons 
pue il deduire et qui eoincident avec le& conditions couuues pour que 
la spirique nit une ou deux brnndies. 

3. Si I i tu pose diin.s re(|uatiün {}y) = 7?. il vient y = ±: Ii. On 
voit doMc (jue lu spimiue et Thyperbole se coupent dans les points 
corresjiondant a ;/ — 7? et qui sont reels quand a y^ »mm M correspond 
un point rt-el de l'hv perhole, e'e»^t-ä-dire C|nHnd c^^ l. 

D uu autre cot<', les points on les ordouuee.s de la spirique passeut 
par uue valeur maxima sont donnee» par requation 

(yi - - 0, 

qui r^ulte de (5), dont une Solution est — jß. 

L'hyperbole passe donc par les deux points de la spirique, sym^ 
triqnes par rapport a Taxe des ordonnees, oü les ordonn^ de cette 
oourbe ont une valeur maxinuL. 
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4. On peut tracer les normales de la spirique consideree au moyen 
des normales et des tangeafcea de Thyperbole. En eS&i, requation (5) 
doQJie la suivante: 

yy' -Hy'i-tftyi, 

qei d^rmine la foos-normale de la spiriqne au point (w, p) qnand on 
coniiatt la sous-normale de Thyperbole au point correspondant (x, et 
le ngment de droite, d^endant de la tangente 4 iliyperbole au mdme 
point, represente par Ryl 

5. Les hyperboles qui correspondent aux diTmes valeurs de c, c'est- 
idire anx diTerseB secticms du tore^ forment une snrface dont l'dqaation 
est ia snivante: 

Gette surfaee est 'done un e6ne de x^lution, dont Taxe couicide 
•Tee Taxe du ton^ et qui coupe cette sur&oe dans ton ^oatenr et dana 
le oerde parallele plus ^ler^. 

n «1 Insulte qne & obaque ppint du edne represente par requation 
pr^dente coirespond un point du tore 11^ au premier par les rdations 

n. 

Sur QBo maulte» de oonstrolie les spiriques de Pwmiu an uoyuL 

d'mie «trwniftraiee. 

6. On Yient de voir (|ue, dans la metVi nlr de Sluse, les points de 
la spirifjue sont derivps do ceux crune hvprrt nl,' m\ nioyen de la con- 
stniction d une in \iLine geonietri(ine entre deux se^inonts de droite. 
Xous allon*^ dcnuer maiiiteuttut une untre methode jilii-^ niraple (jue 
la pnkvdfnte, pour conetruire la Sjnri(|ue eonsideree, dans laqueile on 
dniiuit cliaque point de cette courbe d'un point correspondant d'une cir- 
coni't'rence en construisant aussi une moyeune geometnque entre deux 
Segments de droite. Cette methode so yjvesente d'une maniere tris na- 
turelle, mais nous ne l'avons pas trouvee dans les travaux anr les spiri- 
ques que nous avons pu voir. 

Considerons encore Tequation de la spirique 

(x* + + + - = 4l\x^ + c*) , 

et poaoos 

^2 gtM 

11 Tient 

(6) (ai±i/ + y'-i2=^- 

6» 
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On voit donc que la relation i)reeo<lente tninsforme la spiriqne 
consideree en deux eirconforences de rayon ^»^1 a i?, ayaBt leurs 
centres aux points (± /, 0), et que k cViiique point (.t,, y) de ces cir- 
confdrences corre8]>ond im point de la spirique, ayant la meme ordoimee 
et une abscisse egale >i la mojenne geometrique entre ar, — et a*, -f c. 
11 convient de remarquer que, pour faire la construction de la courbe, 
il suflit d'employer l'une des circonferences considerees, puisque la 
courbe est symetrique pnr rapport a Taxe des ordoimees. 

On trouve facilcmiat lu forme que la spirique prend dans les 
divers cas qui peuveiit §e jtresenter. 

1°. Si les circonferences ue coupent pas laxe des ordomiees (iore 
ouvert) et que la droite representee par l'equation x = c soit comprise 
entre ces circonferences, la spirique est formee par deuz ovales, qui ont 
quatre sommets sur Taxe des abscisses correspondant anx points oü les 
eirconft^renoea considlSrfoi conpent eet axe. Aus quatre points o& l«i 
tangenteB anx dreooföniioes lont puaUiil« & Vaxe dea abtdBset cor- 
respondent qaatre points oü les tangfentes ä la spiriqae sont panllUes 
au mdme axe. 

2*. Si le tore est ouTort et la droite x^e ooupe nne des circoa<- 
fSSrenees, la 8piri(iue se r^oit k an ortXe, qui a deox Bommets sur 
Faxe des ordonn^es, qui correspondent anx points oü oette droite ooupe 
la circonii^rence consid^r^, et deux sommets sur Taxe des abeeiases^ 
qn'on obtient eomme au cas pr^e^ent, Si la droite conpe la demi* 
circonference plus produdne de Taxe des ordonn^ la courbe a quatre 
points oü les taDgentes sont paralleles ä Taxe des abscisses qui cor- 
respondent auE points des ciroonff^rences oü les tangentes sont parallMes 
a cet axe. MaiS| si la droite conpe l'antre demi-circonfi^rence, ose 
points deviennent imaginaires. 

3*. Si le tore est ouvert et Tune des circonferences est comprise entre 
Taxe des ordonnees et la droite « — la courbe est imaginaire. 

4*. Si les circouf(^renioe8 coupent Faxe des ordonnees (ßore formi), 
la spirique est formte par deux ovales, quand les droites ar^c et 
Xts»^c coupent l'une des circonf(^rencee consid^r^es, par un seul ovale, 
quand une seule de ces droites conpe cette circonförence, et eile est 
imaginaire quand ni l'une m Fautre ne la coupent. On determiue les 
sommets de cen ovales et les points oii la tangente eet panüleie i 
Taxe des abscisses comme dans les cas preoedente. 

7. On peut traoer dWe mani^ trts &eile les normales ä la 
spirique au moyen des normales aux circonfömkces oonsider^. £n 
effet^ on a 
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et, par consoqiient, les sous normaics de la spirique et de la eircon* 
ference, par rapport a Taxe (le- ordonuees, sont ««j^ales. J^es normales 
a ces denx eourbes aiix poiiits correspondants coupent donc l'axe dee 
ordonnees dans le mcme point. 

8. Les circoiift'vences qui entrent dans les ConstrucfcioDs pri'cedentes 
De dependeDt pas de c, et sont ^^es ä la circouference Tru-ridienne da 
Ume oonsider^ De 14 et de ce qn'on Tient de dire au 7 il resolte 
que l«e normales aus divenes spiriqnes qui correspondent ans dirersea 
Tftleun donnees a nienees par les points od elles coupent nne droite 
paraJöle 4 Taxe des abscisses, eoupent Taxe des ordonnees en deux 
points, Tun qni correspond anx poiuts des eqiiriqnes oü la eouTexite 
est tonrn^ vers le cot^ des absdases positives, et Tautre qui correapond 
anx points de ces conrbes qni ne satisfont paa k cette condition. 

De ce qui precMe il resulte qne, si nn plan se deplaee parallele' 
mmt a an plan fixe qui passe par laxe du tore, les normnies anx 
spiriqnes qui en resultent, aux points du mcmc parallele de la surface 
se coupent sur deux droites qui passent par Taxe du tore et sont per- 
peudiculaires ä cet axe. Les üenx geometriques de ces normales sont 
doDo des conoides. 

On trouve facilement requation de ces conoides. 

Eu effet, l'equation des normales aux spiriques qai correspondent 
au memo pnint (c^ ß) de la circonference precedemment eonsid^r^ (6) 
est la soiTante: 

xY{l^ _ ^« _ «» + B') + /3X(a« + /»* + I* - i«*) « /}, 

oü X =ya' - v: 

Si Ton represeute donc par x% y', z' les coordonnees d'nii point 
qaeleonqne de k surface dont on Teut chercher requation, on a 

x^' ^ tc- 4- li^) -r /Sx' {ur ^-^ 4- _ jj») „ ^l^ xß. 

Hais, comme le point (o?, «') doit &tre plac^ snr le tof«, on a 

+ /i'' + 4- - 11^ f 4/- + Z-), 

En'^liminant maintenant x enire cette ^qnation et la prec^ente, on 
obtient Toquatign demand^. 

On peat donner ä cette ^qnation sa forme plus simple en tn:ns> 
portsnt l'origine des coordonnees au point dont les coordoon^s, r::;*« 
poit^ anx axes primiti&, sont (0, 0) en supposant 
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On troave alors 

[ä* (^)* + ß' + l' + - Ä'J - 4i»[iP^; + ir'«], 

A ce qui pr^oede aons ajoaterons oncore que les tangentes auz 
Bpiriqaea plaoees sur les plana paralleles au plan fixe mentionne ci- 
dwmm, aux points du meme parallMe du tore, forment des eylindrea 
tangents k cette aarfoee en toua lea pointa de ce paraU^e. 

m. 

Sur rextension des metliodes precedentes k quelques antres coorbea. 

9. Toat ce qu'on vient de dire dana iea n*". präcädenta eat appli* 
cable k la courbe d^finie par T^quatioii 

(7) + + I*- est _ 2Ji)i „ 4P («•- c«), 

qui Dt (lifft're de ( I ) que par Ii- sijrno de c*. Ainsi^ ou peut coDstruire 
cette courbe au mojren de Ibjperbole 

cöiijuguf e de celle qui a ete consideree precedemmeat, et au moyea 
de la relation 

et on peut la oonatniire aarai an mojen de la circonfärenoe 

(^x + ly + - i2' 

et de la relation 

jb" — + c*. 

La courbe represeniee par I'equation |^7) peut etre consideree comme 
ia section du torc par le plan imaginaire y = cY— 1. Ses points reela 
correspondent aux pointa imaginaireB du tore. On peut l'appeler pseudo- 

spirique. 

10. Tout ce qu'on a dit pr«.'CL'deiument ä Tegard des sectioTis du 
tore peut etre etendn aux sectioT-« de la Burface ei^endive par une 
ellipse, quand eile tourne iiutour d une droite plaoee dana son plan et 
perpendiculaire a I nn de ses axes. 

L'equation de ces seetions est la suivante: 
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n et f) etant les Hf^ini-axes de l'ellipse, / la fiistance de son ceutre ä 
laxe de revolutiun et c la distance du plan de la section au meme 
nie: et Ton voit, en procedant comnie duns le ras des spiritiues, que 
ces coarbes peureni §tre coostraites au mojen de l'lijperbole 

et de la reiation 

oa au moyen de TeUipae 

et de ]a felation 

— ^ — c*. 

Lf'S consequences de ces constructions donnees precedemment pour le 
cas des spiriques, peuvent etre eteudues faciiement aux courbee plus 
generalea qu'on vient de definir. 

11. En changeant dan^i ce qui precede cn ~ h* on trouve des 
rpsultat« applicables aux section^ de la surface engendree par le 
niouvement d'une hjperbole autour d'une droite placee daus »ou plaa 
et perpendiculaire ä Tun de ses axes. 

12. Une des constrnrtiorts qu'on vient de considen r est auasi 
applicable anx sections de la surface engendree par la parabole 

quaiui eile toume autour de Taxe des ordonuees, par des plana paralleles 
a laxe de revolution. 

11 est &cile de voir que l'^quation de ces courbes est la miiTante 

et qu'elles peuveut douc dtre construites au mojen de la parabole 
qui colncide avec la parabole dornige, et de la zttlatioB 
Porto» 7 murs 1905. 
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£me eiufaclie synthetische Aljleitiing 
der OrnndeigenBcbafteii eines BtlschelB polarer Felder. 

Von Stanislaus J olles m Berlin.^) 

Die folgenden Untersuchungen liefern die Grundlagen zu einer an- 
schaulichen und einheitlichen synthetischen Theorie eines Bflschels polarer 
Felder. Sie wurden venmlaBt durch Arbeiten des Herrn Reye^) über 
tetraedrale Komplexe und ihre Beiiehuugen m den Boscheln polarer 
Räume. 

1. Die homologen BtrahlenbAiehel L Ordnung zweier kollinearen 
Strahlen&lder 2^, einer Ebene <r erseogen oo' Kegebehnitte c*. 
Ans den beUsbigen Punkten S^, des Brnmes werden nim die 
koUineftreu Felder 2^, besw. durch die kollinearen «enixisehen 
Ebenenbttndel [jSJ, [S,] projiziert. Sie eizeugen die Eongraenz C\ 
der Bisekanten einer kubischen Raomkorre ^, und jede in dieser Kon- 
gmenz enthaltene Regelsolwr II. Ordnung ist zu einem der Kegel- 
schnitte perspektiy. Dnreh einen beliebigen Punkt X von 0 geht 
im allgemeinen eine bestimmte Bisekante x von sie wird mit 
bekanntlich durch 00' Flftchen II. Ordnung rerbundeu. Somit gehen 
durch einen beliebigen Punkt X Ton tf im allgemeinen 00* Kegel- 
schnitte c*. 

2. Aus zwei beUebigen Punkten der kubisehen Raumkurre 0* wird 
die Kongruenz CJ ihrer Bisekanten durch zwei zu ihr Perspektive, also 

1) Einem von der Redaktion aasgeeprochenen Wunsche folgend, hat Hecr 
Jolles mit liebenswvirdiger Bereitwilligkeit Vnr/ die Hauptsätze einer rein »yn- 
thetischen Theorie eine« biisohels polarer Felder auaammeugestellt und anschaulich 
abgeleitet. 

Eb tft pftdigogiich von gtundlegeader fisdeutang, den KegelichBittbttachel 

auch synthetisch »tsts anf dteeelbe Weise zu erzeugen; gleichgültig, ol« einer oder 
alle bpide ilm bcdingcnr^c Krgolschintte ima^inür sind. Die vorliegende Erzetig'ung 
liefert eino solche allgemeine Kr/euguiip, sie dient zugleich als Einleitung in die 
Theorie des Büscheln koUinearer ätrahlenfeldur. Diesem Büschel entapiicht »is 
Analogon im Baone der BSeehel kolhnMver R&ume. Er iit mit d«r Theorie des 
ietxaedialfiii Komplexes nnd des Bflaehek der FlAohen H. Ordnung bekanntlich 
auf das engste verknflpft. 

V4>rrfl«-.'r mid Redaktion hog^n dii- Hoffnung, daß Leser dp- Aroliir^ an- 
geregt werden luücbten, auf dieser ünindiage eine einheitliche Theorie aller 
Arten von Kegelschnittbüttuheln aufzubauen. Hed> 

8) Kcje, Die Oeometaie der Lage. 8. Auflage, Leipzig 1Ö9S, S. Abteilting^ 
1. und S. Vortrag. 
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Koeinander kolliut aie zentriscl)e El»eneubüudel projiziert, und diese werden 
Ton a in kol linearen Stralüenleldern geschnitten. Somit lassen sieh die 
Kegelschnitte > - uoeh auf oo* Weisen durch die homologen Strahlenbüschel 
von Paaren kulliuearer Strahlenfelder erzeugen. Die oo* kollinearen 
Strahleniclder, welche zu zweien diese Paare liefern, sollen ein Büschel 
kolliuearer Strahlenfelder oder kurz ein Büschel [Z,] heißen. 

3. Eine in enthaltene R^golscbar II. Ordnung wird aus dea 
Pimkten Yon durch homologe Ebenenbfiscliel der sa ptrspektiren 
kolliuearen zentrischen Ebenenbündel projiziert. Die Achsen dieser 
homologen Ebenenbüsehel sind die LeitstnUen der Regelschur und 
bilden somit eine za und einem Kegelidmitte c' pcrspektiTe Regel* 
•diar. Da mm wa den KegelsehDÜften e* je eine ans Uirisdantan 
Ton bestellende Regelschar II. Ordnung pertpektir ist, so gilt: 

Jeder Kegelschnitt ist der Ort der Mittelpunkte homologer 
Struhieubaschcl I. Ordnung in den Feldern eines Büschels koUinearer 
Strahlenfelder. 

4. Ein beliebiger Strahl .v_^ eine- Feldes Z*^. welches zu dem auM den 
H^id'^n kollinearen Strahlenfeldern Z*,, 2.\ ab^jeleiteten Büschel [Z*,] ^ehrirt, 
wird von den honioh ^en Strahlen aller übrigen Felder des Büschels, ins- 
besondere also von dem ihm entsprechenden Strahle s^ Yon ZT,, in einem 
Punkte A' i^escdinitten. Durch X geben nacli 1. rv.' Kegelschnitte c'. Sie 
tretf'eu nach 3, die Strahlen bezw. noch in je zw ei bomidogen Punkten 
Ton Z'p Z,. Aus solcben homologen Punkten wird jeder dieser Kegel- 
schnitte (■■ ilnreh zwei homologe Strahleubüschel I. Ordnung von Z',, Z^ 
projiziert, sobald je zwei Strahlen der Büschel einander zugeordnet 
werden, die den nämlichen Punkt des betreffenden Kegelschnittes e* 
enthalten. Somit sind, wenn zwei durch X gehende K*'g<dsclinitte c' 
herausgegriffen werden, zwei Paar homologe Strahlenbüschei 1. Ordnung 
der kollineuren Felder ZT,, Z'^ bekannt, die be/.w. die homrdogen 
Strahlen gemein haben. Das genügt aber, um die kidlineare 
Reziehuny zwischen den Felderu Z^, Z*^ des Büschels [Z",] eindeutig 
herzu.-t* 11 Ml. FäUt naclieinander mit allen Simhlen des Strahlen- 
btlschei.s i. Ordnung fA'] zusammen, so ergeben sich auf diese Weise 
alle Stiahlenfelder des üiischels Folglich ist bewiesen: 

Der Büschel [ZJ von koUinearen Strahlenfeldern ist durch die 
beiden Strahieufelder £^ eindeutig bestimmt 

HietauB ergibt sieh mit Rücksicht auf 2.: 

Wird die Kongroenz CJ der Bisekanten einer kubischen Raum- 
knnre ^ erzeugt durdi irgend zwei bezw. zu den kolliuearen Strahlen- 
feldern Zi, r, perspekttTC zentrische Ebenenbllndel [.S'/J, L-^'J, 80 
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schneidet die Ebene der Felder alle zu Perspektiven zeutriächeo 
Ebenenbimdel stets in dem nämlichen Büschel 

Non wird jede dieser Kongruenzen auch erzeugt durch je zwei 
zu ihr Perspektive, also zueinander kollineare zentrische Ebeuenbündel, 
imd diese wiederum projizieren zwei kollineare Felder des BOschela [^i]» 
also ergibt sich: 

Ein Büschel koUinearer Felder ist eindeatig durch irgmcl zwei 
seiner koUinearen Felder bestiniiDi. 

5. Die Leitschar jeder aus Bisekanten einer kubischen Raum- 
karre gebildeten Regelschar IL Ordnung ist zu der Raamkurre und 
zu einem Kegelschnitte c' perspektiv. Vier harmonische Strahlen dieeer 
Leiteehar schneiden also beide Kurven in vier harmonischen Punkten. 
Ans vier harmonisdieii Punkten von ^ wird nun eine beliebige Bise- 
kante der Knrre dnreb vier bannonisclie Ebenen projiziert, folglich 
Ufit sich der Safa; aussprechen: 

Bilden die von vier koUiuearea Feldern eines Biisciiele nach finem 
beliebigen Punkte ihrer Ebene a gesandten homologen Strahleji Linen 
harniuuischen Wurf, so bilden im allgemeinen die von jenen vier 
Feldern nach allen übrigen Punkten von ö gesandten homologen Strahieu 
harmonische Würfe. 

6. Vier kollineare Strahlenfelder eines Büschels, welche nadi einem 
beliebigen und folglich nach jedem l^mkto ihrer Ebene vier homologe 
Strahlen senden, die einen harmonischen Wurf bilden, sollen yier har- 
monische Strahlenfelder des Büschels heißen. 

Gestützt auf diese Definition sind wir in der Lf^e, den Büschel 
kollinearer Strahlenfelder auf andere Gebilde L Stufe projektiT zu be- 
ziehen. So gilt: 

Die homolog«! Strehlen, welche die kollinearoi Strahlenfelder eines 
Bflschels nach einem beliebigen Punkte ihrer Ebene senden, bilden einen 
zum Bflschel projektiven Strahlenbflschel L Ordnung. 

Femer folgt aus 3.: 

Die Mittelpunkt' <le'- zentri sehen Ebenenbnndel, welche aus den 
Punkten einer kubi.schen Uaurakurve die koilniearen Strahlenfeider 
eines ßüscliels projizieren, bilden auf ihr eine zum Büschel projektire 
Punktreihe. 

AuBerdem ergibt sieb aus der gleichen Nummer der wichtige Sats: 
Die homologen Punkte der koUinearen Felder eines Bflschels bilden 
einen zum Bfischel projektiven Kegelschnitt e*. 
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7. Dnreh swei in einer Übene 6 gelegtne polare Felder ll^f 11% 
iit das PoBktfbld @ tob 0 bezir. korrelatiT auf zwei in tf geLegene 
StnUenfelder 2^ 2^ belogen. Die sn @ korrelaliTen Stnbknfeider 2^^, 
2^ sind aho saeinander koUineur. — Einem Pankte X Ton @ eni> 
sprechen in S^, 2^ besw. die ihm doidi i7,j 77, zugeordneten Polann 

x^. Ihr Schnittpankt XiX% und der Punkt X sind zweifiudi konjugierte 
folglich entspricht dem Ponkie XiX^ von @ in 2i^, 2^ viederaiA je eine 
mit X inzidente Gerade. Die Verbindungsgerade der zweifaeh kon- 
jugierten Punkte X, Xja:^ tragt also eine zu den homologen Strahlen* 
bflscheln von 27,, 2", involutorisch gelegene Pnnktreihe Ton @. . Be- 
idueibiX eine beliebige Punktreihe I. Ordnung, so beschreibt x^x^ eine 
zu ihr projektive Punktreihe II. Ordnung, und das Erzeugnis beider 
ist ein rationaler Strahlen büschel III. Ordnung. Die Verbindungs- 
geraden der zweifach konjugierten Punkte gehen also — und das iat^ 
wie sich gleich zeigen wird, von ausschlaggebender Bedeutung — nieht 
dordi einen Punkt. 

Durch die beiden kollinearen Strahlenfelder Z^, 27, geht nach 4. 
ein BQsc]ieI solcher Felder. Jeder von ihnen ist korrelativ zum Punkt» 
ftlde @. Die einem Punkte X von <B in den Feldern dieses Büschels 
zugewiesenen Strahlen gehen durch den zu X zweifach konjugierten 
Punkt ar,a:j, folglich siml dir N'erhinduogsgeraden der zweifach kon- 
jugierten Punkte auch die Träger derjenigen Punkt reihen des Punkt- 
feldes 3. die zu den ihnen entspiecbenden Stnihlenbüscheln der Felder 
des Büschels involutoriech liegen. Nun gehen nach obigem die Ver- 
biudungsgeradeti dor zugleich in beiden polaren Feldern U^, konjugierten 
Punkte nicht durch einen Punkt, folglich liegen nieht nur X,, 2!',, 
tondem alle Felder des Büschels kollinearer Felder zu dem Punkt- 
fdde 8 korrelatir involutorisclL^) Kurz: 

Bilden zwei kollineare Felder eines Büschels mit einem zu ihnen 
koireUtiren Felde polare Fdder, so bilden alle Felder des Büschels mit 
ihm polare Felder. 

Eine solche Mannigfaltigkeit von 00^ polaren Feldern heißt ein 
Büschel polarer Felder. Er ist durch zwei beliebige seiner Felder 
bestimmt 

8. Vier polare Felder eines Büschels polarer Felder sollen vier 
harmonische polare Felder des Büschels heifien, wenn für sie die 
Polaren eines beliebigen und folglich jedes Punktee ihrer Ebene einen 
Wurf von Tier harmonischen Strahlen bilden. 

1) Beye, Die Geometrie der Lsge, 8. Auflage, Leipsig 9. Abtwlnng, 

8. IIS. 
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Nunmehr kann auch der Bfischel polarer Felder auf jedes Gebilde 
I. Stufe projektiy bezogen werden. Insbesondere gelten nach 6« die 
beiden wicbtigeD S&taw: 

Die polaren Felder eines Bflscbels weisen einem beliebigen Paukte 
ihm Ebene Polaren zu, welche einen zam Bfischel projektiven Strahlen* 
bfischel L Ordnung bilden. 

Die Pole einer beliebigen Geraden in der Ebene eines Büschels 
polarer Felder bilden einen sum Bfischel projektiven Kegelschnitt. 

liieimit tsiod die Grundeigenschatten eiüe,s liilschels polarer Felder 
dargetan. Ihre Rpweise sind vi'illiir unabhängig von bescliriinkcndf-n 
Voraiifst'tzuiigeu über die Iiizideuzkurveu der die Bü&<diol ])ildendeu 
polHreii Ff ldt^r. So können entweder alle polaren Felder der Büschel 
reelle Inzideiizkurven haben, oder oo^ von ihnen imaginäre. Die Ab- 
leitung dieser sowie aller weitereu wichtigen Eigenschaften der Büschel 
polarer Felder sei dem I^eser überlassen. 

Ualensee b. Berlin, d. 31. Mai 1905. 

The groups in which every subgroup of composite order 

is mvariant. 

Bjr G. iu MiLL£u, UniTersitj of Illinois. 

The groups in which every subgn»ii|i invitiiant are known.*) 
The preseut paper is dcvottd to a deteriniiiatioii ol ail the groups in 
whieh everv siibgroup of fouiposite onler is iuvanaiil, Itut souie subgroup 
of prinio ordtr iü non-iiivariant. In what ioUows the symbol G will 
represent au<ch a group. It will be conveuient to consider all these 
groups under three hendings as the order of (r is a power of an odd 
priiiu', the power of an evcii prime, or divisible by different priraes. 
lu the last case it will be proved that the order of ^/ is always of the 
form ptf, where j) und 7 are prinio numbers and p > 2. 

1. The order of (i is a pouer of an odd pr'nup. — When the 
order of G is p"*, G contains at least one invariant ssultgroup of 
order p. The subgroups of the corresponding quotieiit group are 
invariant since every subgroup of coiuposite ordtr iu G in invariant. 
This quotient group is abelian siuce p is odd. The given invariant 



1} Mathematische Annalen, ttO (1906), 697. 
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sabgroup of oider p is therefore ihe oommutator snbgronp of 6r, and 
G €oMm mUjf one invariant aubgrwp of order p. 

The Operators of G whicli are comnratative with a uon inyariant 
epenior of order p eonstitute a sabgroup of order p*^~\ Thia snb- 
gionp {S) must be abelian since it contains more than ono eal^proap 
of Order p whicb is invariant niider ii. It caimot iavolve niore than 
two invariaiiiSy since eacb of iti non-cjclic subgroaps of order p^ must 
iDTolre tbe commutator subgroup, otherwise it would not be inTBiianfc 
imdar G, A non- invariant Operator under G could not be generated 
hj an Operator of higher order since the latter would generate an 
invariant subgroup of order p\ From this it follows that M is i^ 
igpe (m — 2, 1), and the inoanatU Operators of G amstiäUe a Cffdie 
$Agnmp of order j»"*"-. 

From ihe reeolta of tbe preoeding paragraph it foUows that there 
ttt two gronpe of order J9"(ji > 2, m > in wbioh eT&ty snbgroup 
of compoeite order is invariant while Bome snbgroups of prime order 
are non-invariantb These two groups are respectivelj conformal with 
the abelian gronpa of types (m— 1, 1) and (m — 2, 1, 1). In fact^ 
tiiese are the only uon-abelian groups of order p^ which contatn in- 
variant Operators of order Hence the preoeding results may 
also be expressed as follows: Ulte necessary and sufficient cmdition ÜMt 
ivery subgroup of composUe Order in a non-cAelian ffroup of order p'", > 2, 
« imariatU is (hat this grot^ eoiUains invctriani Operators of order p^-\ 

2« The Order <f O is a power of im, — If the qnotient group 
wilb reapeet to an inTariant Operator of order 2 would he HamUtonian, 
ihe operaton of G whieh would oorreapond to the characteristie Operator 
of order 3 m tiiis HamiltoniaiL group would be of order 2, aince the 
group of order 16 which would correepond to a qoatemion aabcpwup 
could not involTe three eyclic aabgronpe of order 8. All the Operators 
of G would therefore be either of order 2 or of order 4. Fxom the 
ftet that a non-inTariant Operator of order 4 would he commutatiTe 
vith just half the Operators of G, it foUows that all the Operators of 
Order 4 in I? would haye a common Square and that G would also 
be Hamiltoman. Hence G eoniams otdy tme ttivarMHil snäigroiitp of order 2, 
ei«, ßie eomimdaior subgroup. 

The snbgroup M which is oomposed of all the Operators of G 
which are commutatiTO with one of its non- inTariant Operators of 
Order 2 is either abelian or HamUtooian since it containa more than 
ODO invariaiit snbgroup of order 2. In the former case it is of type 

t) Üttmidde, Tbeozy of gzoups of finite order, p. 7». 
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(7)1 — 2, 1) for reasons given in the preceding section. The groups 
whicb conio under tliis case are determined just as in the preceding 
section with the exception of the fact that there is onlv one group 
when m = '6f viz. tho octic group. For all laigtr values of -/n there 
are two such groups, whicli are conformal respectivelj witii tiie abeiian 
groups of types (m — "2, 1, I i and (w — 1, 1\ 

When H is Hamiltouiaii, its order is 10 and the onier ot' (m is 32. 
The Order of // <'ould not he Itss than 10 since it (^outains at least 
two Operators i»t order 2 and it could not be more than 10 sinr- (r 
contains only one invariant Operator of order 2. From these «^onditious 
the possible group of order 32 is readily determined. It contains 10 
non-invariant Operators of order 2, each heing cornmutative with all 
the Operators of a Hamiltonian gronp of order 10. It is the las^t 
group in the liat of the possible groups of order 32, pubiished in the 
Quarterly Journal of Mathematics, vol. 28, p. 232. 

3. Tfie order of Q is not a pmier cjf aprinte numhfr. — At least 
onp of tlie Sylow subgroups of G must be BOn-inTariant. Let p represent 
the order of this Sylow Bubgroup. The number of its conjugates is 
1 + hp and G can be representod as a transitive Substitution group 
of degree i •\-hp and of claas kp As the order of Cr is + hp), 
tliis transitive gronp contains an inTariant subgroup of Order 1 -f- kp}) 
As this characteristic subgroup could not include any characteristic 
subgroup besides the identity, it is abeiian, of order and of type 
(1, 1, 1, . . .). The Talue of a cannot exceed 2 since every subgroup 
of Order is invariant under G and a subgroup of order p is maximal. 
Hence we have the iuteresting result that the erder cf Q i& <^ Ae 
form pq\ p and q heing prime numb&rs, 

U p^2, the Bubgroups of order p wonld not be mazimaL Henoe 
we must a»sume p > 2. Moreorer, an Operator of order p must pemmte 
all the subgroups of order q, so that 7 + 1 is divisible by p. These 
necessary conditions are ciearly also sufficient for the existence of Cr. 
When thej are satisfied there is only one O of a given order since 
the group of isomorphisms of the ahelian group of Order q* and 
type (1, 1) eontains Operators of order q'^ — l, and hence all the Operators 
of Order p are conjugate under this group. When G is repreeented 
as a transitiTe group of degree q*, it is ciearly primitive. 

The resnlts of the last paragmph inclnde the foUowing theorem: 
JjT a n<m-abdi(m gronfp emiaina onlp one wbgroitp eomposUe onfer» 

1) Probenins, Berliner Sitsoagtberidite, im, p. SO. 
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Ae Order nf tiie grmtp is pq^, p> 2 and q -\- \ divistble hy p, and ^ 
Sjßow stdtgrwp of order q* is abdian and of ii/pe (1, 1). 

The principal &cts ptoved in the preceding seetioss inay be stoted 
u foll0V0: If the order of G n j^, p being an odd prime, there are 
jufc two (t'b for efrery Taloe of m > 2. When i> 2^ thwe an just 
two groupB when m * 4 or when m > 5. When m 5 there are 
three 6*8 and when m — S there is only one, im. the octie group. 
If the Order of Gr is not the power of a prime it is of the form 
(p and q being primes, P>2y 9+1 dlTisible hj p), WhemeTer 
tiieBB conditions are satisfied there is Jost one 0, which may be repreaented 
ai B primitiTe anbatitution group of degree ^ and of daaa — 1. 

Stanford University, January 1906. 



Über Bttscliel kubischer Kaumkurveu. 

Von Eugen Meyek in Charlottenburg. 

Staudt hat bekanntlich snerat ausgesprochen, daß die i^unebenen 
Karren 3. Ordnung'' in vieler Hinsicht für den Raum aeien, waa die 
Eorren 2. Ordnung für die Ebene aind.^) Dies hat sich in der Folge- 
zeit immer mehr bealSttgi So iat z. B., um von Allbekanntem zu 
lehweigen, die von Herrn Hurwits^ entdeckte Beziehung zweier 
kobiaeher Baumkunren, auf deren einer die Ecken Ton oo^ Tetraedern 
liegen, wShrend ihre Ebenen Schmi^pingaebenen der andern sind, das 
Analogon zu der Beziehung zwischen zwei Kegelschnitten, deren einem 
CO* Dreiecke einbeschrieben werden können, die dem andern um- 
beaehrieben sind. 

Als dem Kegelschnittbllschel entsprechend hat Herr Reye den 
pBOndd kobiaeher Raumkurren^, die die Ecken einea raumlichen Fünf- 
ecke enthalten, b^ichnet'), und demgemäß dem auf ersterea bezüglichen 
Deaargues-Gh. Sturmachen Satz denjenigen des Inhalts gegenüber- 
gsatellt, dafi die Kurven jenes Bündels von jeder durch keine der 
Ecken des Fünfecks gehenden Ebene in Poldreiecken eines polaren 
Feldea geadmittra werden. So eraichtlidi die Analogie ist, ao läfit 
ndi nodi ein zweites genauorea Analogon herstellen mit Hilfe eines 

1) Beifaclge vu Geometrie der Lage;. S. Heft. Yorw<ni. 

2,1 Mathetn Annal. n. Bd. 20. S 185. 

>) Geometrie der Lage. 3. Aafi. U, 88. Vortrag. 
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bestiiDMi ton Systems 1. Stufe kubischer Kaunikurren, das als ,3^chel 
kubischer Kaumkurven" bezeiclinet werden ksuin. 

Dieser Büschel wird durch Satz I eingeführt. In oo' solche Büschel 
gruppieren sich die oc- Raumkurven, die durch vier feste Punkte gehen 
und dieselbe Grade zweimal treffen, wie sie von Herrn Rud. Sturm be- 
trachtet worden sind'). Doch können diese Büschel wohl eine besondere 
Beachtung beanspruchen -j. Ebenso verdient die Erzeu<iimtr8weise des 
tetraetlnif* n Komplexes in Satz III deshalb bemerkt zu werden, weil 
hier jeder Komplexstrahl uur einmal auftritt, unier den Sehnen jener 
CO- Kurven aber cxj' mal. 

Satz IV Lfibt das genaue AualGü-on zu fleni Desarrrnrs-Sturmsi'hen 
Satz, wie man einpiebt, wenn man diesen in der Form anssprieht: ,,Eiii 
Kegelschnittbiisi'liel wird von einer lObene in einer Punktreihe 1. Ordnung 
gesehnitten; die /u den einzelnen Kegelschnitten ^eböritren Punktepaare 
bilden eine Involution 2. Grades*'. Endlich scheint mir finel) der be- 
kannte von Chasles gefundene Satz über den Schnitt einer i\bene 
mit einei Raiimkurve .'5. Ordnung und einem ihr etngesclirielu neu 
Tetraeiier durfh Satz IV in der wt'Iti sehenswerten Vollsfändigkt?it 
ausgesprui hen und in den gehörigen ZiKainmeuhang eingereiht zu sein. 

I. A'.s (fiht auf Jcdrm Kc(f('l J^. (hdiunif/ ">c* I ffhisrh*' 1\aHuthnn nt, 
die zuri hiHrhiif (fccffhrnr feste dreukm zu et'jeuiluhrn ntd r inu iffcnflirhrn 
Sehnen ( Doppel se/.an ff n ) fi'tf>nf. röransfit setzt, daß der durch die Spitze des 
Ke<jels (.etirnde mit dm hetden (iraden hi'idffife Strahl lein h'eqt l>;fr<thl 
i^. JJurch jedni helirhi(/en J'itriU des Ketjels tfeht i. a. eine solche Kurve 

Es seien (j und h die beiden festen Graden, P die Spitze de8 
Kegels P'-. Zunä<'h>t ist die am öckiu^se des Satzes ausgesprochene 
Behauptung klar. Denn durch die 4 Schnittpunkte von (j und h mit 
i*^, durch I* und einen belieWiire!;. niclit mn dieien die>er ") I'uiikte in 
ders»'n)* n Ebene lietrenden Punkt aut (Kmu Kegel gibt es eine ein/itje 
Hauuikurve 3. Ordnung. Sie liegt aber voUständit; Huf P'^ weil der 
Kegel 2. Ordnung, der sie von aus projiadert, mit P' fünf Straliieu 
gemein.sum hat, also mit ihm identisch i»t. 

Eine l^eptimmte <heser Knrve!i sei k^. Eine an hingleitende, 
\\\\t fi \iu>\ }i >t* ts inzidentt (iraiU« l)escbreibt eine Kegelschar, zu deren 
Leitlmi.'ii '/ niid Ii gehören.'; Der Kegel sclmeidet die so eraeugte 
gnidliiiiLir 1 läehe 1*. Ordnung außer in ni>eh in eineiu Kegelstrahl, 
der eine Leitimie der KegelÜäche ist, weil er nach der über g und h 

1; Ci ollea Journal, 7ft, 10" Vt. Liniengeometrie I. 8. 8S7. 

2) Vjrl. H Müller, Math. Ann. 1, 41». 

3) Vgl. Heye, a. a. O. U, 220. 

4) ßej e a. a. 0. 11, S. VJö. 
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gamehien Annahme mit diesen beiden Graden nicht gleichzeitig inzidont 
«in bon. Der Baumkurre wird somit ein beifcimmter Kegelitnihl 
sng^rdnet. 

Andeneits wird jedem Kegebtrahl s, der weder g noch h schneidet» 
eine jener Raumkurven zugewiesen. Denn s, g und h sind Leitlinien 
einer Rogelschar, die in s und folglich noch in einer Ranmkurre 
3. Ordnung schneidet. Von ihr ist « eine Sehne, also müssen audi g 
end h Sehnea sein. 

Die im Satze genannten HMuakarTen lassen sich also den Eegel- 
ttnhlen in ein-eindentiger Weise tnordnen, also gibt es auch Ton den 
•«wteren oo*. 

£in solches System 1. Stofe nennen wir einen Bäschd hubisekar 
Baunihuven, 

n. Di^migm Ordmmgtikwrvm emes tdraedralm Komplexes, die 
dtffA einen nidU amf einer FläAe des Eauptietraeäere liegenden Funki 
gehm, hUden einen BOedtelJ) 

Diese Ordnangsknrren liegen aaf dem sn jenem P^mkte Pgehfirendon 
KomplexkegeL Durch jeden Punkt Pj des Kegel», der so liegt, daB 
PPj weder dnrch einen Hauptpunkt geht^ noch in einer Hanptehene 
liegt, geht eine und nur eine Ordnungskurve.^ Fwner haben diese 
KurffD riimtlich g und h su Sehnen, wenn g und h zwei reelle Gegen- 
kanten des Haupttetiaeden sind, die stets existieren, solange nicht Kwei 
«der mehr Ecken des Haupttetraeden ausammenfallen. 

Die beim Beweise Ton Sats 1 angestellten Überlegungen zeigen 
ftmer, daß jeder durch P gehenden Ordnnngskunre ein durch P geheniter 
KomplCTtrahL zugewiesen werden kann, und daß umgekehrt jedem 
Stndil s des Kegels P", der weder g noch h sehneidet, eine auf P* 
hegende Ranmkurre 3. Ordnung zugeordnet wird. Diese Kurve aber 
ist eine Ordnungskurre. Sind nämlich fOr eine KoUineation, di« in der 
Beyeschen Weise den Komplex erzeugt, die Punkte Q und Q' von e 
entsprschend, so mfilssan es auch die durch Q besw. Q' mit g und k 
gleichzeitig imddeoten Graden q und q' sein, und folglich sind alle 
Verbindungslinien entsprsdiender Punkte dieser Graden q und «/', «l h. 
die gaQze Schar {g, h, s) Koraplexstrahlen. Der Kümplexk«gel i'* 
muß daher die durch diese Schar bestimmte FlSche 2. Ordnung außer 
in dem Kumplezstrahl $ in einer Ordnungsknnre schneiden.'; 

1) TgL meioe Arbext Math. Aaaalen B4. 5», 408 und den dort gegebenen 
fiiinreia auf Lie. 

2) Reye a. a. 0. ITI, S. 7 ». 

?: K.') .' a a. t> TH. S ^ 

AtcMt der M»them«ttk oBd Pb^iik. IH. R«lb«. XI. 6 
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Somit ist wieder eine ein -eindeutige Zuordnung Ewischen den 
Eomplexstrahlen und des OrdnungBlrarveii ?on hergeateUt und «Iso 
der SatK II bewiesen. 

ni. DU Sdmm Büstiids AnftMer Baumhunm hUdm eutm 
iehraedralm Komplesß. Die Sdmi^pmikie des die$mn BSsduil genrnnsamm 
SdmeiipaareB mU dem Kegd des Büadtds sind die Eeken des Baupt- 
tetraeders des Komplexes. 

Bilden g und h dieses Sehnenpaar, und ist P* wieder der Kegel 
des BttsehelSy so ist ronachst leicht einzusehen, daß es einen einzigen 
tetraedralen Komplex gibl^ der die Sobnittpunkto von ^ und h mit P* 
zu Ecken des Haupttetraeders nnd zum Komplexkegel hat Man 
findet z. B. eine der KoUineationen, die Um ezsengen, daduroh, daß man 
jene Schnit^nnkte sieh selbst nnd dem Punkte P irgend einen Punkt P*, 
der auf der Kegelfläche so liegt, daß PP' weder g noch h schneide^ 
ak entsprechenden zuweist. 

Da es nun auf P* durch jeden Punkt l a. eine und nur eine 
kubische Raumkurre gibt, die dem Haupttetraeder nrnbeschrieben ist, 
so muß dieser Bfischel von Ordnungskunren des Komplexes, der auf P* 
liegt, mit dem g^ebenen Bfischel zusammenfidlen, und ihre Sehnen 
mfissen also den Komplex bilden. 

IV. Ein Bü8(3id kuhisdter Itaimkiurwn wird wm emer Ebene m 
einer Pwnkiredie 2, Ordnung geschnitten; die su den einsäten Eaum- 
hurven gMrigen Punktetripd bilden eine hubisdie Inoohdim. 

Denn die Ebene schneidet den Kegel, der den Bflschel von Raum- 
kuTTcn enthalt, in einem Kegelschnitt l^, und in ihr liegt ein Komplex- 
kegelschnitt P des durch die Sehnen des Bflschels bestimmten tetraedralen 
Komplexes, der bei reellem Hanpttetraeder dessen Flächen berührt 
und stehen aber in der bekannten Beziehung, daß dem ersteren 
oo^ Dreiecke einbeschrieben werden können, die V umbescbrieboi sind; 
denn jedes aus Sehnen derselben Baumkurve gebildete Dreieck hat 
diese Eigenschaft» Die Eckpunkte dieser Dreiecke aber bilden eine 
kubische Involution.^) 

V. Bestimmt man m einein festen Punkte in betug auf sämSidte 
kubische Baumkwrven eines Bästitds die k4>f^jugierten Punkte, so erhäU 
man eine Punktreihe 2, Ord/nuwj, vormuyjmtzt, daß der Punkt nicht auf 
dem Kegd M* liegt, der den BwseM von Baumkwrven trägt, 

Daboi verstellt iiiiin unter dein konjugierten l'uiikte von Ä in 
bezug auf die Uaumkurve A'' dcu Punkt der in liezug auf alle 

I i Em. W, vr. Wiener Belichte. Bd. 87. S. 696. Vgl. aach Uud. Starm, 

Liuieugeoujelrie I, S. ao. 
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darch k^' gehtndeu Flächen 2. ürdu\ing .1 konjurripit ist, oder — , was 
für den Fall, daß diin-h .1 eine eigentliche Sehne vou geht, daaselbe 
bedeotet, — d<r /usauinieu mit .4, die gemeinsamen Punkte dieser 
Sehne und der Kurve harmoinnch trennt.'; 

Denn die durch A gehenden Sehnen des Büschels hilden in dem 
tetraedralen Komplex den Komplexkegel mit der Spitze A, und dieser 
wird Ton der Polarebene von A in bezug aiif in der im Satze er- 
wähnten Puuk treibe 2. Ordnung geschnitten. 

Charlotienburg, Februar 1905. 



über die Anzahl dar Darstelinngen 
einor Zahl als Summe yon sehn und ewölf QnadratoiL 

Von K. P£TB in Prag. 

Die Satze Ton der Darstellung einer ganzen Zahl als Srnnme toq 
2, 4, 6, 8 Qnadraten folgen, wie beluauity aus den aclion in ^ondar 
menta noTa" angelttkrien ReihenentwicUungm der eUiptieehen Funk- 
tionen. Außerdem gibt ea aacK Sfttae fiber die Zerlegung einer Zahl 
in 10 und 12 Quadrate. Die Ansah! der Dazatellungen einer Zabl von 
der Fenn 4k-\-S durch die Summe rou 10 Qnadraten gibt bereits 
Eiienstein an (Math. Abhandlungen , S. 195). Die Sätae fiber die 
ioiahl der Darstelinngen einer beliebigen ganzen Zahl als Summe 
Too 10 Quadraten, sowie einer geraden Zahl als Summe von 12 Qua- 
draten führt Liourille an (Joom. de math. p. et appL, IL s^r., 
U. Bd, S. 1 und 9. Bd., S. 290). 

Diese S&tie sind, soviel mir bekannt, niigends bewiesen und werden 
«ach als unbewiesen angeführt. Deshalb will ich im folgenden danuf 
hinweisen, daß dieselben ebenfalla ans den bekannten Reihenentwicklungen 
der elliptischen Funktionen abgeleitet werden können. 

Bs seien B (v), 9^ (v), B^ (tr) Thetainnktionen Ton den Charak- 
teristiken resp. (1,1), (1,0), (0,1), (0,0) und B^, B^^B^ di« Nullwerte der 
betreffenden Thetafimiktionen. 

Die F^snktion') T^{v) = 0^0^ ^ ist doppeltperiodisch (der zweiten 

Alt von den Perioden 1, t), wobei c, (i, y je eine von den Zahlen 
1) fieye a. a. 0. II, 21« ff. 

1) In «Itter anderen BexeicbnoDg ist, wie bekannt: T„ r; =-> ' U; — 
»•la^«, «»1, S,S. 



Digitized by Google 



84 K.PkrK: 

1 , 2, 3 bedeuten. Fflr die DeriTation dieser Funktion gilt folgende 

Im folgtiiden ))rauclien wir die Werte der Funktion T^{y) tiir die 
halben Feriodeu. Diese sind 

^■.(i) -0. -«J. -«S, 

Die DorsfeSwi^ einer Zahl €tl8 Summe wm 10 QiUMfraim. ^ Die 
vierte Derivstion der Fnolctioii T^(v) ist, wie man leicht nach obiger 
Formel erhilt, 

Substituiert man in dieeem AasdruGk f&r o die h^ben Perioden, 
80 erhalt man aogleich 

Durch eine leichte Kombination dieeer iwei Gkichmigen mit der be- 
kannten Formel 

oder anders 

erhält man mit Rücksicht auf die Relation B[-\- 0^=- 0\ das Resultat 

womit unsere Aufgabe gelöst ist. Auf der linken Seite dieser (iloichun«; 
sind Ausdrücke, wolche auf Grund der schon aus den „Fundamenta 
nova" bekannten Entwicklunfjf n der elli])tis( heu Funktionen als Potenz- 
reihen leicht dargestellt werden können,') Es i^t 

^^^'(:)=[«A:;:;::j:>4:^2'r:?^' - 

1) Jacobi, Fund. no?a, p. 101 a. f., Formel U) und 35). 
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Aus diesen Entwicklungpn folgt sogleich: Die Anzahl der Dar- 
sieUangen der Zahl w2*N ala Summe von 10 Quadraten iet^ 

1. wenn iV5 3(mod4}, 

wo das Suinirietizfifheu eich auf alle 'J't'iler d der Zahl 3»^ bezieht, und 
zwar ist der Teiler f/^j+j ^ 3(niod4) und d^^^i = l(mod4)j 

2. wenn N ^ l (mod 4), 

WO jEy y ^e LöBungen der Gleichung === durchlaufen. 

Die Dcargidhmg einer Zahl als Summe von 12 Quadraten, — Man 
kann hier die Funktion 

benützen. Subetitniert man nacheinander in ihre vierte Derivation v , 

V — jt, tj — ^ -j- ^, 80 erhält man 

,.<">(»,)- (,,^_)'.8(^(^ + fl;«j), 
P<") (o.) - {,1-)' ■ 8 (- «in - etef) , 
. '»•'(o.) -(,;.)■ -«(ejei-eiei). 

Au> diesen Gleichungen folgt mit Rücksicht auf die Formel 0\ + = f , 
29" («^-f" (o.) - («»») - (,^)' • 16 1»!' + öj'J • 

Die Ausdrücke links gehen leicht in becjueme Fdi nieü über, wenn 
wir t« = 2cjjr = 0 in die vierte Denvatiou der bukannteu Reihen- 
entwicklungen^) der Funktionen v + caj, y> -f Wi), 
sabstituieren. 

So ergibt sich endlich 

«i« + «» - 2 + 16 ^^r^: - 1« —>«•••••■ 

worHUH folgt: Die Anzaltl der Uarstelluiigen einer Zahl u = 2^ + *^ 
eine ungerade Zahl, l > 0 ) als Summe von 12 Quadraten ist 

wob« das Summenzeichen sich auf sämtliche Teiler der Zahl N besieht. 
Prag, den 10. Oktober lUOü. 

1) Jacobi, 1. c, p. 113, Fonnebi 8), 4), 5). 
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Über die Ealenclien PolysderralatioiieiL 

Von Dbnst Stkikitz in Berlin. 

Zwiacben den Anzahlen c, f und k der Ecken, Flächen and Kanteu 
eines konvexen Polyeders bestehen nebeo der Gleichung 

(1) e + /'-* + 2 

noch die für jedes Polyeder geltenden Ungleichungen 

(2) «^f*, f£\h 

welche, wie jene Gloichnn^, von EiiIpt jjpfnnden wurden. Euler hat aus 
den api^ppjehtMieii Holnt 'ii. n eiaiaciie Schlüsse ^ezo^en, z. B. den. 

daß es kein i'oljeder uut 7 Kiinlen <^elM'ii könne; dai^egeii liat er nieht 
geprüft, ob durch (1) uud {2} die Bedinguiiiron für e, /'und h erscluiptt sind. 
Da ich eine Bemerkuni? hierüber muh sonst nicht gefunden habe, so 
teile ich hier einen kurzen Beweis dafür mit, daß in der Tat, wenn 
man nur no« Ii i e iiediuguug der Ganzzuhligkeit für c, f und k hin- 
zufii^t, die Iveiationen (1) und (2) nieht nur notwendige sondern auch 
hinreichende Bedingungen dafür sind, daß konvexe Polyeder mit e 
Ecken, f Flachen und /. Kanten existieren. 

Wir gehen von der Betraehtung ein» s konvexen Polyeders aus, von 
dem wir voraussetzen, es besitz« unter seinen Grenzflächen wenigstens 
ein Dreieck und unter seinen Ecken wenigstens eine dreiseitige. f\ 
f und k' BPien die Anzahlen der Ecken, Flächen und Kanten des Poly- 
eders. Wir können dann durch die folgenden beiden Prozesse aus 
diesem Polyeder ein neues erhalten: 

Erster Prozeß: Innerhalb der Kanttn OA, 0J5, ()C, welche von 
einer (heis. itigen Ecke 0 ausgehen, nahmen wir die Punkte A\ Tf\ C" 
an und schneiden von dem Polyeder das Tetraeder (JA B'C ab. Es 
bleibt dann ein konvexes Polyeder mit v -\- 2 Ecken, f \ Flä» hen 
und k' -f 3 Kanten zurück, welches wenigstens drei dreiseitige Ecken, 
uäniluh A\ Ii'. C und wenigstens ein Dreieck, nänili* h A' 11' C besitzt. 

Z%veiier Prozeß: E-* sei X.YZ ein Dreieck des ursprünglichen 
Polyeders; |, i; seien die i unlx giciiztcn j v(ni XYZ verschiedenen 
Fol vedert'l)enen. welche be/.w. durch die Kaiitt i< j'/f, ZX^ XY noch 
hin iurchgeheu. Wir nehmen umerluilb des v<ui dt r Ebene X und 
den Ebenen |, 1^, t, begrenzten Gebietes, in vvekhes man, aus dem 
Innern des Polyeders kommend, nach Überschreitung der Dreieckafläcbe 
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XYZ gelangt, einen Punkt ü nn. Durch Vereinigung <l€8 unprfhi^ 
liehen Polyeders mit dem Tetraeder UX YZ entsteht ein neues konvexes 
Pol jeder mit e' 1 Ecken, f* -{- '2 Flüchen und h' + 3 Kauten, ^velche« 
die dreiseitige Ecke ü und die Dreiecke YZU, ZXU, XYi Insitit. 

Da durch beide Prosesse Polyeder mit Dreiecken und dreiseitigen 
Ecken entetehen, so kann man diese Prozesse beliebig oft wiederholen. 
Wendet man «mal den ersten und /3-mal den zweiten Pro/.eß an, so 
erhält man ein Polyeder mit e' 2a -\- ß Ecken, f + « + 2^ Flächen 
«Dd i;' + 3« + 3/1 Kanten. 

Um nun onsere Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, es 
seien e, /*, A* irr^end drei den Relationen (1) und (2) genflgende ganie 
Zahlen. Dann haben wir zu zeigen, daß ein konvexes Polyeder mit 
( Ecken, f Flachen und k Kanten existiert — Zunäohft folgt ans (1) 
nnd {2) 

(3) e^ik + 2, + 

und diese Ungleichungen nehmen, wenn wir 

(4) k-^^q-r 

Hkusif wo q eine geaae Zahl, r eine der Zahlen 0, I, 2 beaetehnel^ 
die Form an 

oder auch, weil Cj f, r ganze Zahlen sind und 0 < 1 ist^ die Form 

e>q + 2, f>q + 2. 

Setsen wir daher 

(5) «-C-9-2, ß = f-q-2, 

«0 sind tt nnd ß ganse Zahlen ^ 0. Ans (ö), (4), (1) folgt 

3g - r - A- = c 4- / - 2 = 2<? + 2 + « + /3, 
«-(2 + r) + «-l-/J, 

e - (4 + r) + 2a + ß, 
(«) Y-(4+r) + «+2/l, 

(6 + 2f) + 3« + 3/3. 

Wenn es nun ein konvexes l'olvcder P mit 4 + r Ecken, 4 r 
Flächen. •» - 2r Kanten gibt, welcties sowolil Dreiecke als anch drei- 
seitige Kcken He«'tzt, so brauchen wir, wie «iie lileichungen it> zeitren, 
auf dasselbe nur a-mal den ersten und ^-mal den zweiten Prozeß au- 
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zawefnden, um ein konrexes Polyeder mit e £cken, f Flädien und 
k Kanten zu erhalten. Ein solches Polyeder P existiert aber in der 
Tat, nämlich fBr r — 0 die dreiseitige, für r = 1 die yierseitige, für 
r — 2 die fünfseitige Pyramide. — Hiermit ist der Beweis erbracht. 

Zusatz: Den Ungleichungoa (^) kann man, indem man mittels (1) 
U eliminier^ die Form geben 

(T) 2f>e + 4, 2a^/- + 4; 

und ebenso kann man umgekehrt aus den LngleichuDgeii (7), wenn 
man e -\- f — 2 k setzt, die Ungleichungen {2) herleiten. Die ün- 
gleichuiigeii (7) sind daher notwendige und hinreichende i^edingungen 
dafür, daß zwei ganze Zahlen e und f die Anzahlen der Ecken uud 
Flächen eines konvexen Polyeders sein können. 

Breslan, den 1. September 1906. 
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J. J. Thomson. Coaduotion of Eleotrioity üirough Gaäes. VIII u. 
566 8. Cambridge 1903, UniTenity Press. 

Die Satdecüraog BSntgenstraUeii bezeiclinet den Beginn einer 

Denen Ära in der Oesebichte der Physik. Sie gab den AnstoB, daß man 
sich mit Gasentladungen, Kathodensti.ihU n, Kanalstrahlen usw. gründlicher 
a1« vnrhpr zu beschUftigon begann, und auch dip Krschlitßung des so über- 
aus fruchtbar gewordenen Gebietes der Radioaktivität war eine umnittelbare 
Folge der Rontgensohen Entdeckung. Alle diese Erscheinungen stehen in 
engster BeriUinuig mit den allgemeinen Problemen, die den Durchgang der 
Elektrizität dorob Gase betreffen und die nunmehr zum großen Teile bereits 
ihre Lösnnjj f»pfnndpn haben durch die AusliiMunL' jcnor Thforif, di*« l>i>- 
sagt, daß ein Gas stets nur durch lon»r, die sich uiiter tlcr Einwirkung 
der elektrischen Kräfte bewegen, Elektrizität zu leiten vermag. üm den 
Aiisban disMr Tbeorie bat sieb sweifellos J. J. Tbomson, der LeitM* des 
Oavendisb-Laboratorinms xn Cambridge, in Gemeinschaft mit einer statüidien 
Zahl von Scbflleni die grSfiten Verdienste erworben. Und somit war nie- 
mand berufener nl^ er, eine zusammenfissende Darstellung dieses wi<*htifrpn 
Zweiges der nTod' riu n Phvsik zu liefern, wie sie uns nun in dem vor- 
liegenden Werke geboten wird. 

Der Yerfasser stellt sieb in seinem Buche die Aufgabe, xn zeigen, wie 
die lonentheorie Toa den mannigfachen Phänomenen, die uns beim Durch» 
gaag der Elektrisität durch GaM begegnen, in vollkommener Weise Kechen- 
«ohaft zu geben vormag. Mit Recht kann er behaupten, daß wir dit se V(,r- 
gänge heutt' vitl besser verstehen als die analogt^n Ei^scheinungen der 
Elektrizitätsleitung in festen und flüssigen Körpern 

Im ersten Kapitel behandelt er die Fr^e, inwieweit einem Gue unter 
normalen Bedingungen eine Leitfähigkeit zukommt. Sodann werden in 
dem umfangreichen zweiten Kapitel die EignnsrLaft. n der Gase, dip sie 
in d*»m Zustaiiib^ besitzen, in welchem sie relativ gute Leiter siiifl, aus- 
führlich besprochen. Ej> tolgt die mathematische Theorie der Elektnzitäts- 
leitung durch Vermittelung von Ionen. Hiwan schließen sich die Ausein» 
aiiderseUungen Uber dra Einfluß magnetischer KiHiftc auf die lonenbewegnng 

so und über die Bestimmung des charakteristischen Quotienten ^ (Ladung 

zur Masse eine» lon.s) sowie über die Ermittelung der loneniadung selbst 
Bas siebente Kapital trSgt die Übersebrüt: K^inige physikalisehe Eigen« 
Mhaften der Gasionen**; hier ist vomehmlicb von der Eigenschaft der Ionen; 

sls Kondensationsikeine zu wirken , die Rede. Kapitel VITT — XI handeln 

von -ler Tonisierimp dnrcli <:lüheiulf Körper, Flamni*-!!. Lir)ii ( Pliotoelclitri- 
ütAtj und Bootgenstrahien. Es folgen weitere Darlegungen über Becquerei* 
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strahh'u. die Kuokenentladung, den Liciitbogeo, elt'ktrische Entladiing>Mi (iurch 
Terdünute (Jase, die Theorie der elektrischen Vorgänge in Vakuumröhren, 
Katbodenstrahlen nnd BOotgenstmUen. Im leisten, neuiueliiiteii Kapitel 
werden schlieBUch unter dem Titel: nEtnige Eigenscliaften bewegter elektrisch 
geladener Körper^' gewisse neaere Probleme der Elektronentfaeotie besprochen. 

Die vorlipppndf» Anzeige des Buches erscheint etwas verspätet Jeder, 
der sich in neuerer Zeit auf dem Gehiete »1»t gas.'lrktrisi'hcn Erscheinungen 
seihst forschend hetätigt hui, dürtte das Thoniisonsche Werk schon ausgiebig 
SU Bäte gezogen haben, so dafi es einer besonderen Empfehlung nicht 
mehr bedarf. Eine deutMhe Obenetsung^) (von £. llarx im Verlag von 
B. 6. Teubner) ist nnlingst erschienen. 

Berlin. £. Aschkimass. 



Syante An^st Arrhenius. Lehrbuch der koamisohen Phyeilc 

2 Bände. Mit 304 AbbUdua,i,'cu und 3 Tafeln. VHI, VUl u. 1026 S. 
Leipzig 1903, S. Hirzel. ^^38.—, geb. JC AO . — 

Der Verfasser, dessen Name in der Geschichte der modernen Physik 
und Chemie schon längst einen Ehrenplatz einnimmt, hat es in dem vor- 
liegenden Werke untemcmunen, eine zusanunenfasaende Darstellung der ge- 
samten kosmischen Physik au liefern, eines Gebietes, auf dem er gleich- 
&lls durch eigene Forschungen vielfach herrorgetreten ist. Es wird damit 
eine Lücke der wissensehaftlii he!» Literatur ausgefüllt, dn es an einer 
brauchbaren Bearbeitung ji nes umfangreit ben Zweites der exakten Natur- 
wissenschaft, vom 8tandpunkte der neueren Anschauungen aus, bisher noch 
gAnzlich fehlte. Selbstreist&ndlich muBte der sur Behandlung herangezogene 
Stdl nack gewissen Gesichtspunkten begmut wevden. IHes geschah in 
der Weise, daß Fragen von rein astronomischem, hydrographischen, geo- 
logischem nnd meteoroloi,d'>(diem Charakter höchsten"« gestreift, dagegen alle 
Probleme, die mit «ier Thvsik und Chemie in innigem Zusammenhange 
stehen, ausführlich behandelt wurden. 

Du ganze Werk umfaßt zwei starke Binde, Ton denen der erste die 
„Physik des Himmels** und die „Physik der Erde**; der sweite die „Physik 
der Atmosphäre" enthSlt, .Mienthalben sind die neuesten Ergebnisse der 
Forschung berücksichtigt wurden, daß zunächst der Fnehmanu — im 
engeren Sinne genommen — diese& Buch künftig mit großem Nutzen zu 
Bäte ziehen wird. Aber auch demjenigen, dessen speziellere Interessen auf 
einem anderen Gebtete der Naturwissenschafton liegen, ist die Lektflre der 
beiden BUnde angelegentlichst zu empfehlen. Hervorgehoben zu werden 
verdient auch die Elegnnz und Anschntilidilceit der Seineibweise. 

Es wäre ein zweckloses Bemnben, den reirlien Inlmlt des Werkes in 
einer Anzeige kurz skizzieren zu wollen. Nur die L berschriften der ein- 
seinen Kapitel mögen an dieser Stelle noch angeftUirt werden, um eine Vor* 
Stellung von der FoUe des dargestellten Stoffes zu geben und den Leser 
dieser Zeilen zur eigenen Lektflre des Buches zu reizen. 

1) J. J. Thomson, ElektriziUlta-Durchganf|r in Oaaen. Dentfiche autor. Anagabe 

unter Mitwirkung des Antone V>e-.-.r>:'t und er'füTr/.t von Hr. E Marx, Privatdozent 
•n der Universität Leipzig. Alit 187 Figuren im Text. Vit u. ö*i« Ö. gr. ». 
Leipzig 1906. B. G. Teubner, geh. Jl 18.--, geb. Jt 1».—. 



Digitized by Google 



B6Mlui01161L 



91 



Physik des Himmels: i. Die Fixsterne. II. Das Soouensystem. 
DL Die Sonne. IV. IMe Pknetok, ihre Satelliten und die Kometen. 
T. Kosmogonie. 

Physik der Erde: I. Geetalt, Masse und Bewegung der Erde. II. Die 
feste Erdkruste und das Erdinnere. III. Das Meer. IV. Das Wasser auf 
dein Festlande. V. Die W*Hpiihewegunp d«?<5 Meeres und der Seen. VL Die 
Wechselwirkung zwischen Land und See. Küsten. 

Phjsik der Atmosphttre: L Beetandteile der Luft. IL Die WSrme- 
nfnbr der Brde. IT. Die Temperatur der Erdoberffikshe. V. Die Tempe- 
ratür dor Luft. VI. Der Luftdruck. VII. Das Wasser in der Atmosphäre. 
Tin. Wolken und Nieders. lilii^'. IX. Die Winde. X. Lnftwirhel XI. Theorie 
der atmosphärischen Zirkulation. XII. Einwiikung des Windes auf die 
iftsU: Erdulierllüche. XIII. Die Gewitter. XIV. Meteorologische Akustik. 
ZV. Meteorologische Optik. XVI. Atnioq^Srisebe Elektrizitftt. XVn. Die 
Polftrliehter. XVIIL Der Erdmagnetismus. 

Berlin. E. Aboukinass. 

W.AhrenB. 8<di«fs und Snut in der Matlieinstfk. Geflügelte nnd 
ungeflAgelte Worte. X u. 533 S. Letpng 1904, B. Q.Teubner. B.—. 

Eine sehr hübsche und anregende Iiektüre gibt dieses Buch in seiner 
teils U-liiTHichon. teils arntlsanten Zusamrafiislfllunr' aller möglichen Urteile 
Benil'eiier und I'nberufener über Mathematik, ihren liildiin^swert und Nutzen, 
Über kleme und grobe Schwächen bekannter Mathematiker, über philosophisch- 
jntÜieraatiselie f^bleme, Ober die Besiebungen der Mathematik zur Kunst 
und Technik nnd nnzShlig viele andere Dinge. Wenn auch die Zitate 
scheinbar regellos aneinander gereiht sind, so wird man doch von Zitat zu 
Zitat, ohne r.n ermüden, weiter gefOhrt» und nur ungern legt man schließUob 
das Bm 1: nun den Händen. 

Berlin. P. Sch.xfheitun. 

R. Haußner. Darutelleude Geometrio. I Teil: Elemente; EbeuÜüchige 
Gebilde. Kit 100 Figuren. 1928. Leipzig 1902, G.J.GSsehen. JC —.80. 

J. VonderlilUl* Sohattenkonstruktlonen. Mit 114 Figoren. 118 6. 
Leipiig 1904, G. J. Göschen. JH —.BO. 

Das einfittch nnd klar geschriebene Buch von Hauüner, dessen Ver- 
stfindtiis durch sorgfältig gezeichnete Figuren erleiehert wird, behandelt im 
ersten Abschnitte die Parallelprojektionen ebener rtebild • und die atiino 
VerwandtHckaft der Figuren; im zweiten werden kurz die Methoden der 
Sebiefen Parallelprojektion besprochen, während die beiden letzten Abschnitte 
sidi mit der mrthogonal«! Farallelprojektion Ton Punkten, Geraden, Ebenen 
and ebenflScbig-begronzten Körpera beschäftigen. 

Fiiie hübsche Ergänzung dieses Buches bilden die Schattenknr.strnktionen 
\or.ii<rlmns. Es werden besprochen die Konstruktinn des Schattens in 
orthogonaler Projektion von Pimkten, (ieraden, Polyetlern? vom Zylinder, 
&gei und der Kugel, sowie von BotatlonskSrpem, Gesimsen, Sehranben- 
und RöhrenflSeben. 

Berlin. P. SoHAVBBrrLUT. 
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H. Möller. Orientieruiig naoh dem Schatten. Studien über eio» 
Tounstertroc^ol. Mit 30 ¥igaxm in Holzaclmitt. 156 S. Wien 1906, 

Umer. J 3.50. 

Die lieget lautet: Auf das Zifferblatt eiuer horizontal liegenden nach 
Ortszeit gehenden ühr fibUe der Schatten einer vertikalen Kante längs des 
Stnodenseigen, die Spitse des Zeigers gegen den »ehattengebeoden Körper 
gerichtet; der Winkfl /.wischen "ML und der so beschatteten Tagesstunde 
wird halbiert; ilie I{;\ll»ifmngslinie zei^rt frepon Süden. 

SeU-'^trorstäiidlich kann dies«» Hesj^'l nur näherungsweise richtig sein; 
die teils geometrischen, teils algebraischen Untersuchungen beziehen sich 
wesentlich auf die Ermittelung der GrÖfie des Fdilers, der sowohl Ton der 
Jahreszeit sls auch von der Stande und der geographisdien Breite abbingt 
Beispielsweise ergibt sieh für die Breite 30^ ein Fehlennaxinumi von Qbier 
50^ tiir Deutschland von zirka 25 ^ 

Berlin. Scbapbbitlxx. 



H. HftUer n. M. Hutnewsky. ^^*Ft1f*^^**c "'^^ Aufgaben aus der 

Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. II. Teil. Ausgabe 
für Gymnasien. 2. Auflage. YIU u. 273 8. Leipzig 190Ö, B.G.Teubner. 

M 2 20. 

In der neuen Autluge sind verschiedene Kürzungen gegen die erste 
eingetreten; meiner Meinung nach bitten andi die Abs(dmitte über Olüchungen 
dritten Qrades weggelassen werden können. Denn alle in den Anwendungen 

auf Seite 75 — 82 gegebenen Beispiele lassen sich ohne Kenntnis der Lösung 
der Gleichungen dritte« Grades nicht allgemein, sondfrn mir für die spe^i- 
ellf^n Zablt'nwrrto lösen, die in der Aulgabe gewählt sind; «ladiirch aber 
kann unmögiicli der Schüler Befriedigung an der betreftenden Aufgabe 
empfinden. 

Die Aufnahme einiger Konstruktionsaufgaben Uber Kegelschnitte pafit 

nicht recht iu dttl Babmen der Sammlung; sie verstießt gegen den im 
übrigen durchaus rechnerischen Charakter, währe nd andererseits die Anzahl 
dieser Auffrabeu zu gering ist, uni den Bedürihissen der koustruierenden 

Geonietriü zu genügen. 

Berlin. P. Schafheitlin. 

S. Sf^ftfiler. Orthogouale AxoacHOMtsle. Kin Lehrbuch zum Selbst- 
Studium. Mit 29 Figurentafeln in besonderem Hefte. VII u. 170 8. 
Leipzig 1905, B. 6. Teubner. Ml.—, 

In den Sitzungslx-ri« btcn der Akademie zu Wien aus den Jahren 18H0, 
1881 und hrtt Pelz narliL'f'wiPKf'n, daß i den Aiiff^nbr'n dor orfho- 

^onalen Axonometrie die Benutzung dos Achsenkreu/es wesuntHrh die Kon- 
struktionen vereinfacht, und daß diese ohne die Reduktionskorfli^ienten der 
Achsen durchgeführt werden können. Da jene Abhandlungen nicht für 
Anfänger bestimmt sind und ihnen gewisse Schwierigkeiten bereiten wurden, 
so wird liier d<'r Vfrsiicb gemacht, die einfachen Resultate von Pelz so ab- 
7.ul( it- 1:. man keinerlei Voi V- 'intüisse vorauszusetzen braucht, und dieser 
Versuch kann als durchaus gegluckt bezeichnet werden. Zur Besprechung 
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gelangt in klarer und au.schaiilicher Weise die Darstellung von Punkt, 
Gerade und Kbene, von Polj'edern, Prismen und Pyramiden, von Kreis und 
K^lscbnitten, von Zylinder, Kegel, Kugel und liotatiuosflächen. 

Berlin. F. Scuafmeitlim. 



L. Zehndor. Das Leben im WeltaU. Mit einer Tafel 1 25 S. Tttbingeo 

und Leipzig 1904, J. C. B. Mohr (Paul Siobeck). Jt 2.öü. 

<iar munter tummelt der Verf. das flbermMige und nngestüme Kößlein 
8«iuier Phantasie durch Mikro- und Makrokosmos. Kein Zügel dtr Kritik 
hemmt Miaen Lanff koine Sdmuike der TfttBadiftti begrentt seine Spiünge. 
Kidit mürgltfadich für den Kundigen kann dieses Bneh heillose Vennmmg 
in den Köpfen solcher Leser anrichten, die glauben, das von einem a. o. Pro- 
fessor für Physik an der Univemtit Münehen Gebotene für Physik halten 
za mtLssen. 

Breslau. E. PuuioSHEiac. 

£. Mathias. JLe pomt critique des oorps pure. 225 S. Paris 1904, 
G. Naud. 

Diese ausfOhrliche und klare Darstellung d«r Wissenschaft Ton krttischen 
Zustande ist eine erweiterte Umarheitang der von dem Verf. in den Bapports 

des iotemationalen Fhysiker-Kongresses zu Paris lf)00 veröffentlichten Studie. 
Unter den neu hin/ufjekommenen Kapiteln sind (ü-^ drfi letzten besonders 
bemerkenswert, in denen der Vert auf die bei dem kritischen Punkt auf- 
tretenden Anomalien eingeht und üich der von de Ueen aufgestellten Hypo- 
thflse der Uquidogenen und gasogenen Molektile zuneigt in einer Form, welche 
der von J. Truube gegebenen nahesteht. Obwohl der Verf. die de Heeusche 
Hrpothese in Einklang bringt mit der „klassischen" Andrewsschen Theorie, 
dem Avopa droschen Oesetz und der Phasenretrel, ist doch wohl der Beweis 
nicht erbracht, daß die ältere Theorie außer stände ist, die Anomalien ohne 
Slfe einer solchen ad hoc eingetührten Hypothese zu erklären. 

Breslau. E. PaiKU8U£Ui. 



Weinstein. Thermodynamik und Kinetik dor Körper. II. Hand. 
XVm u. 5Ö6 S. 16. — . 1903. IH. Band, 1. Halbband. XVI u. 
464 a 190&. Braunschweig, Fr. Vieweg und Sohn. A 12.—. 
Dem sn dieser Stelle wiAmm besprochma ersten Bande (Arch.(d) 3, 66) 
iit in eHnuIich raschem Tempo der sweiie Band und der erste Halbhand 
dritten Bandes gefolgt. 

Der zweite Band beginnt mit einem Kapitel über absolute Temperatur. 
I'if thermodynauiische und thermokinetische Temperaturskala wird einueljend 
erurtcrt und eine Vergleichung zwischen den absoluten Skalen und den 
knuTeationdlen dnrdigelUirt Die neue strahlungstheoretische Temperator^ 
sbia, welche beim ^scheinen des Bandes no<di in der Entstehung begriffm 
ww, wird nur in einer kurzen Bemerkung gestreift. Sodann folgt ein 
Kapitel über Flüssigkeiten und eines über Gase. Hier 7.pi«rt sich eben<<o wie 
im weiteren Verlauf des Buches deutlich, daß die ün ersten Bande so aus- 
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führlich behandelten Zustand-sgleicliungen in der tatsächliciteu Diirchführung 
der Thermodynamik noch eine sehr geringe Koll© spielen, und daü auch die 
kineiaschen VorBteUcmgea in dem großen Gebftnde dar WSmwlelur« nur eine 
adir bescheidene Wobnimg finden. 

In dem nächsten Kapitel, welclies die Überschrift trägt: „Thermodyna- 
nüschtj Mi cliaulk uud iiii bt umkehrbare Vorgänge", wird zunächst die Lehre 
von den therniodynamisclipn Gleichgewichten entwickelt, die Gibbssche 
Phasenregel, das thermodynamische Foteuti&l, Entropie und Energie werden 
bdaandelt Daran idilieAt aidi dte Lehre von den TTmwandlungsgescbwindig» 
keiten nnd von solchen Toigftngen flberhanpt, bei denen die Zeit berflek- 
sichtigt werden muß. Im letaten Kapitel endlich wird die Theorie der 
Mischungen und Lösungen behandelt, mit Ausnahme der verdflnnten 
Lösungen. 

Mit diesen be^chüttigt sich der erste Halbbaud des dritten Bandes. 
Die van't Höfische Theorie wird sehr genau inbezug auf ihre experimen- 
tellea und tiieoretischen Grundlagen geprüft, denen in Anbetracht der großen 
Bedeutung, welche die Theorie für den Fortschritt der Wissenschaft gehabt 
hat, eine größere Sicherheit zu \vnnspbr':i wäre. Den Schluß dos ersten 
Halbbaiides bildet die Thermodynauük der Elektrizität und des Magnetismus, 
welche in dem zweiten Halbband, ttlr den die Theorie der Elektrolyse vor- 
behalten ist, ihren Abschluß finden soU. 

Wie der erste E^nd, so sind auch die jetzt vorliegenden Teile des 
Buches mit großer Sorgfalt und eingehender Benutzung niid Kritik der sehr 
aTiseedebntt n theoretischen und experimentellen Literatur gearbeitet. An 
vielen Stullen sind eigene Entwicklungen des Verf. eingefügt und jede Zeile 
verrät, daß er sein Thema vollständig beherrscht und mit erstaunlidtem 
Pleifi und geistiger Enwgie durchdrungen hat. Allerdings sind auch die 
Anfordt nuigen nicht gering, welche das Buch an den Leser stellt, und der 
Tief, liort't, d;iß i-v iu)v]\ Zt if und Stimmung fiudpn wird, um dpn Inhalt 
g**nauf-r .studieren zu können, als es ihm bis jetzt möglich war. Daß er 
dann, wie jeder genügend vorbereitete Leser hier eine reiche Quelle der 
Belehrung und Anregung linden wird, darüber hat er keineo Zwei&l. 

Breslau. E. Piohobbbdc. 



E.Picard. Traitö danalyse. Part. I. Deuxieme edition. 483 S. Paris 1901, 
Gttuthier-Villars. Fr. 16.— . 
Der erste Teil dieses Bandes enthKlt die Elemente der Integnürech- 
nung. Eingehende Behandlung erfahrt die Erweiterung des Integralbegrifb, 
weldie in der mathematischen Physik vme so wichtige Rolle spielt, in dem 
Sinne, daß der liitegTationswe«: dun Ii t inc Kurve oder Flliche dargestellt 
wird. I 'aliei uiuirnt der V'erfasser ( J< l»MfeaheiU auf die prinzipiellen Fragen 
einzugehen, welche heute die Mathematiker stark beschäftigen, so bei der 
Definition der Kurvenlftnge auf die Kurve von Peano und Hilbert, welche 
ein ebenes Fläihenstück * rnillt, auf nichtiutegrierbure Funktionen u. a. 

Iin zweiten Teil werden einige Anwendungen der im ersten entwickelten 
allgemeinen Sätze erbracht. Und zwar bescbHt'tigt sich der \'t rf asser zunächst 
mit der Lapiaceschen Gleichung .^i/M = 0 und den Fundamentuleigenschaften 
des Potentials. Hierbei möchte sich Referent die Bemerkung erlauben, daß vor 
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der 6att£selieD die von Clansius (Die Potentialfünktion und das Potential, 

L-ip/iL' 1877, A. Barth) herrflhrend« Ableitung der Laplace-Poisson>(.hen 
Differentialpl'i'hnng <len Vorzutr vpnlifnt. insofern als sie nirlit die Differen- 
rierbarkeit der Masse zur Voratissttzmif.' li;it. rdfif-hwohl tind*-! sich die 
Clausiussche Herleitung nicht in den neueren barsteiiungen der l'otential- 
Üwnie, s. B. audi nicht in Foinearls ni^wia du Potentiel newtcMiien, 
Paiis 1899, Carrl et Kaud. 

In <lem zweiten Teile tindot sich autih eine ünt«rsiichung der Reihen' 
entwieklungen, insbesondcri' tl< f tn'i'ondmftnschen Beihen, wobei der Can« 
torscbe Satx — daÜ eine Identität der Form 

ft^ + ^ (ä^ cos mx -j- sin mj-) =• 0 

Mal 

nur bestehen kann, wem; säiiitli'-lK' Koefi'i/.ientfn venschwiiulpn - sowie 
die Weierstra ß si heil Siit/e über uüherungs weise Darstellnn«: oiiit r willkür- 
iicben Funktion mit vorgegebener Genauigkeit eingehende Besprechung 
trfiümn. 

Der dritte Teil endlich bringt die geometrischen Anwendungen der 
Miutestinalrechnung: Theorie der Enveloppen, Regelflächen, Kongruenzen 
tind Komplexe; der Kri^mmiinfj nn<l Tnisidü der Raumkorr^n; der Karren 
auf tiner FIUcIk' und der iihwickelbaren Fiiichen. 

Die zweite Auflage unterscheidet sieh wenig von der ersten, nur daÜ 
lier Verbsser anf prinzipielle Fragen, die im Vordergründe de« Tagesinteresses 
stehen, etwas mehr eingegangen ist und znhlreidie literarische Nachweise 
ffir diejenigen Leser hinzugefügt hat, welche den betreffenden Fragen der 
„mikroskopischen Mathematik" weiter nachgehen wollen. 

Berlin. £. Jahnkb. 



Annaes scientificoB da academia polyteohnica do Porto publicados 
sob a 'ine< vä<j de F. (iomes Teixeiru. Vol. I. Nr. l**- Coimbra 190d, 

impreusa da uuivorsidude. 

3iit dem Juhrti lUOü ist das Jornal de sciencias matbeuiaueus e astro- 
Domieas eingegangen und hat einem neuen üntemehmen Fiats gemacht, das 
sich auf breiterer Grundlage aufbaut. Die Annues ölfnea ihre Spalten nicht 

«ler reinen und angewandten Mathematik: sie nehmen auch Beitrilge 
aus den (Jehiett u der IMiysik, der Chemie, der Naturwissenschaften und der 
sozialen Wissenschalttsn aut, und nicht hloß rein wissensehaftliche Arbeiten, 
tnch pailagugische Artikel, Berichte über d< ii gegenwärtigen Stand einzelner 
WlMeoschafkssweige usw. Wir wflnschen der neuen Zeitschrift, deren Leitung 
io den HiRnden des bewährten .Tornal-Hedakteurs gehliehen ist, vollen Erfolg, 
insbesondere auch nach der Richtung, in Portugal den Sinn för die mathe* 
natischen Wis«;enschafteu mehr und mehr zu verbroitpri. 

Der Inhalt des ersten Heftes ist: F. Gonies TeLxeira: Quoätäo entre 
Ibntclio da Bocfaa • Anastacio da Cunha. — N. Nielstti: Sur les series 
Miunanoiennes de fonctions spheriques. — J. J. Ferreira da Silva: A obra 
identigca e a rida do chimieo portngaes Robecto Duarte Silva. — Bento 
Carqneja: 0 capitalismo e as snas origens em Portugal. 

Berlin. E. JAHmsL 
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H. Mayer. Die neueren StrcJünngen. Kathoden-, Kanal«, Röntgen- 
strahlen und die radioaktive Selbststrahlung (Becquerelstrahlen). 

Vom Standpunkte dermodernen Eiektrüiimtlieorie unter Berücksichtipimp der 
neuereu experimentellen Forscbungsresultate beliaudelt und im Zu»aiuu)ea- 
bauge dargestellt. V a.68 S. Mlhr.-OBtrau 1904, RPapauschek. ^1.50. 

Dieser kurze und sdemlich voUsföndige Auszug aus den sablreicben, 
auf die neueren Strahlungen bezfiglicben Publikationen dürfte manchem 
willkommm sein, obwohl dem Verf. kritisches Urteil und Klarheit der tbeo- 
rotiscben Anschauungen nicht gerade nach/TirOhmt'n siml. Diese MSnfrel 
fallen besundns in der Einleitung sehr ins Auge. Die gläubige Annahme 
von Resultate«, die von den Autoren selbst zurückgezogen worden sind 
(v. Gmtler, Ablenkang der Magnetnadel durch KathodensfarahlMi, Blondlot, 
Fortpflftnzungsgescfawuidigkeit der Böntgenstrahlen) hatte bei einiger Auf- 
merksamkeit vermieden werden müssen. Daß der Verf. auf Dlondlots H- Strahlen 
^eingegangen'* ist, soll ihm nicht zum Vorwurf gemacht wei<ien. 

Breslau £. Pulnusuelm. 

jb'r. Strobel. Adreßbuch der lebenden Physiker, Mathematiker und 
Astronomen des In- und Auslandes und der technisohen Hilf»- 
kräfte. x'u. 208 S. Leipzig 1905, J. A. Barth. M 7.60. 

Das Adrefibnch will alle Lehrkräfte der Hoehsdbulen, d. i. der Uni> 
versitftten, der technischen Hochsdralen, der Bergakadeinien und der land- 
wirtschaftlichen Hrn l) ' i! u, sowie der Mittelschulen des In- und Auslandes 

aus den (icMt-lHii «li-r l'hysik. Matlit-tnatik und Astronomie umfassen, wobei 
hinsieht Ii «-Vi der Anwendungen und Grenzgebiete eine Aii-^wahl getroffen 
werden muUte, an welcher natui'gemäß einer oder der andere etwas aus- 
susetsen finden wird. Die Adressen der genannten Lehrkräfte sind nach 
Städten gruppiert und diese Stadtfiberschriften alphabetisoh geordnet, 

Was die Namen oder Firmen der technischen Hilfekr&fte angehfc, so 
sind dieselben einmal in dioses nlphabetisrho Vei-7Pichni'< anffrenommen, der- 
art daB sie Ijei 'len pinzehieTi Städten am Ende /nsaMiiiit n'jestellt und dureh 
Kursivächrilt erkennbur gemacht worden sind. Andererseits werden diuselben 
in einem besonderen „Bezugsquellenyeneichnis", sachlich gruppiert., aufgeführt. 
Übrigens ist hierbei Ton den technischen HUfbkrftften nichtdeutseher L&nder 
abgesehen worden. Hieran schließt sich ein Register, das in einem Alpha- 
bet nlle unter dni Städten angegebenen Namen wiederholt, unter Hinau- 
fUguug der iSeitenxahl. 

Nach den Stichproben zu urteilen, welche Referent vorgenommen hat, 
ist das Adrsßbnch mit groBer Sorgfslt angefertigt worden, was nicht aus- 
seht ießt, daß manche Unrichtigkeiten untergelaufen und manche Lücken 
unbemerkt geblieben sind. Dem Wunsche des Herausgebers nachkommend, 
seien diejenigen genannt, weiche dem Referenten aufgefallen sind: Unter 
„Berlin*' fehlen die Namen vieler Oberlehrer, wie durch Vergleich mit dem 
Mitgliederverzeicbnis in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen 
Gesellschaft (B. 6. Teubner, Leipzig) ersichtlich wird. Unter „Breslau^* fehlen 
die beiden Oberlehrer Prof. Dr. 0. (Jutsche und Dr. M. Peche; unter „Halle'* 
<]]•■■ Verla 1,'sbuchhandlung von Marlin Schilling, weicht» den Vertrieb matlie- 
matiscber Modelle für den höheren mathematischen Unterricht übernommen 
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hat; unltT „Holzminden" der Oberlehrer Dr. 0. Kober: unter „Magdeburg" 
Uer Uberlchrer Dr. Bradheriiig; uotcr „Mannheim'" Ür. B. (Kster, Vprsicheningfs- 
mathemAtiker; unter „Prenzlau" der Oberlehrer Dr. Stegeniaun; unter „Tokio" 
der japanisdie Mathematiker Sawsynma. Der lfmSetaot fBot danteUeBde 
Geonetrio F. Schilling in Danzig ist identiMh mit dem irrtfimlich noch 
unter Göttingen aufgetuhrteo Mathematiker. 

Von Physikern habe ich den Privatdozenten Dr. CL Srbäfer an der 
Üresiauer UniversitÄt, den Prof. Dr. Stodola am Eidgenössischen Polytech- 
mkoin in Zürich und den Professor Sumec an der Brünner techuiaohen 
Hocbiehiile Tergebenfl im Adreßbocfa gesucht 

Berlin. E. Jahbkb. 



Ttataelurift, Adolf WÜIliier gewidmet aum iiebaigataii G«blliPtatage 
▼on der KgL teobn. BocifasolnilD au Aachen, ihren früheren und 
Jetaigen Mitgliedern. Mit dem Bildnisse Wüllners, 8 Tafeln und 
91 Firniren im Text. VIII u. 264 S. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

geh. H — , geb. M 9.". 

Die dem bekannten Piiysiker Adolf Wülluer gewidun to Festschrift ent- 
hillt 15 Abhandlungen aus verschiedenen naturwissenschaitiicheu und tech- 
nischen DiBziplinen. ProMntual am stKilcrteii ist natnrgemSß die Physik Tertreten. 

Max Wien untenielit die Helmhaltasche ResonaiixCheorie des Hörens 
«ioer meines Eraehtens »itreffendeu Kritik« Seine Ausführungra gipüeln in 
foljrendpf Zusammenfassung: ,,Die vollkommene selektive Etregung ist nur 
bei sehr scharfer Resonanz denkbar. IHpse ist ab^r nur inrxjlieb bei sehr 
schwacher Dämpfung. Mit schwacher Dämpfung ist jedocli diu iiliJkßuubar- 
keit des TriUera unTereinhar und damit ist die Möglichkeit der Erklärung 
der TcUkommenen selektiven Erregbarkeit Ulusorisch geworden^. 

August Hugenbach liefert Beiträge zur Untersuchung der Banden- 
spektren; die hauptsächlicksten Experimente beziehen sich auf ih.*^ Eit u irkune 
des Druckes auf die Struktur der Spektren. Wenn ich auch nicht mit alltiu 
einverstanden bin, was der Verfasser Üußert, so sind doch seine ersuche als 
eine schtttsenswerte Bereicherang des experimentellen Materials anzuerkennen. 

Sehr interessant ist eine zum Teil experimentelle, zum Teil theo- 
retische Untrrsuchung von Sommerfeld über Lissajous- Figuren und 
Resonanzwirkungen bei schwingenden »*^chranbenfedem. Diese Versuche 
können verwertet werden zur Bestimmung des sogen. Querkcmtraktionskoofd- 
sientea, der bekanntlich in der Theorie der Elastizititt eine große Bolle 
^idi Ursprünglich als blo0e Demonstrationsrersucbe «■dacht, sdieinen sie 
mir auch noch ein darf\ber hinausgehendes Interesse /m haben; denn sie 
gestatten in relativ eintaclier Weist' aueh I ii üiuiciLn Teraperattiren die 
Elastizitätsmoduln und damit deren Terapuraturki)ettizienten zu bestimmen. 
Damit ist auch der C^uerkontraktionskoefiizient als Funktion der Temperatur 
bestimmt, und die von mir anf etwa 10 Metalle ausgedehnte Untersuchung 
dieser Funktion wird sich jetst auch auf die Mt^taU« erstrecken kSnnen, bei 
denen die bisherige Methoden versagten. Nebenbei bemerkt büden die 
ReaoTDinzM'irkungen ein vollständiges mechanisches Analogon zu den Er- 
^clif-jüiiiigen, ili*' zwei gekoppelte elektrische Schwin^'unpskreise steigen, wie 
*ie i. Ii. in der drahtlosen Telcgraphie verwendet werden. 

Aithitr 4«r K«llMn»Uk uaä Phriik. HL BailM. XL 7 
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Von den inathematbcben Aliliaii'lltmgen sei diejenige von Lothar 
Hffftfr ülier Anordnung und Aufbau der Geometrie hervorgehoben. vrfW 
sie erkennt nis-thforetisch und p;idagf)^?!ch von hervorragendem Interesse ist. 
Ks sei deshalb gestattet iUreu luhnlt kurz zu skizzieren. 

Als geometrische Elemente werden betrachtet der Pnokti die Ebene 
und die Gerade; die Geometrie fae&fit sich niu mit den Beziehangen 
zwischen mehreren Elementen derselben o<li r v erschiedener Art. Als elemen" 
tare Beziehungen werden betrachtet die lii/.id» n7 verschiedenartigpr Elemonte, 
die ParallelitUt und die Orthogonalitat. Zur Klassifikation der Geometrie 
werden nun drei Trant>formationsarteu des Punkt -Ebenen -Raumes benutzt, 
die durch die obigen elementaren Bezidiwigen bestimmt sind. Man 
nennt die Transformation des Baumes, die jedes Element ein>eindeutig in 
ein gleichartiges überfährt, projckiii , wenn sie alle Inzidenzen Piifhalt, 
affin, wenn sie alle Inzidr nTpn und Parallelitäten enthält, äquiforoK wenn 
sie alle InzidenzeUf Paraüeiit Ilten und Orthogunalitäten enthält. Damit ist 
nun die Geometrie in die projektive, affine und Squiforme Geometrie ein- 
geteilt. Durch HinauAgung der „ParallehnetriV* erweitert flidb die projek- 
tive Geometrie zur affinen, diese zur äqiuformfn durch HinzufUgung der 
„Orthogon:>!int tril^'v Hefl^bsT ftthrt diesen Gedanken in der TorliegMiden 
Abhandlung näht r aus. 

Diese Bliitenlese genügt, um erkennen zu lassen, eine wie wertvolle 
Gabe die Wfillner-Festschrift nicht nur für den Jubilar, sondern auch für 
weite wiasensobaftlicfae Kreise ist 

Breslau. GL Scbabfbb. 

U. Abraham et P. LangeTin. Lee quantit^s öl^mentairea d*^eotrioitö 
laam, Bleotrons, Oorpuaoulas. M&noires r^nnis et publik 2 BBnde. 
Paris 1905, Gautbier-YiUars. 

Das vorliegende unter den Auspizien der firansSBischen physikalischen 
Gesellschaft herausgegebene Work füllt in dankenswertester Weise eine Lücke 
der liiteratur aus. Es ist nilmlich eine Sammlung der wichtigsten Ab- 
handlungen aus dem Gebiete der Ionen- und Elektronenlheorie, die sämt- 
lich ins Französische übertragen sind. Es ist demnach ein Werk wie die 
im Jahre 1900 ebenfalls von der franaösischen physikalischen Gesellschaft 
herausgegebenen „Kapports". Jeder, der auf diesem Gebiete arbeitet oder 
sicli orit-ntiernn mu(3, liatte bisher (larnnter zu Ir-irlrn. ilaß <lio nngfheuere 
Literatur überall zerstreut war; dem i.st nun abgeholfen. 1 äO der wichtigsten 
Abhandlungen — ich nenne nur die Namen Hertz, Thtjui-on, Lenard, 
Lorentx, Drude, Hittorf, Larmor, Butherford, Becquerel, Curie, 
Elster und Oeitel — sind hier gesammelt und so bequem zugün^lieh ge- 
mailit Wo ich es durch Stichproben kontrolliereii konnte, habe ich auch 
an ilt r rst tznng nicht .■^ ansziis<»tzen gefunden der in.s Auge Sprin* 

genden Hiaut hbarkeit erübrigt sich eine weitere Empfehlung 

Breslau. Cl. öchakfku. 

S. Rntherford. Badioaotlvitar. 2. Auflage. 580 8, Cambridge 1905, 

üniversity press. 12 sh. 6 p. 
Rntherford» 7.ablrei<he s<*h^ne üntersuchungm über Radioaktivität 
haben wesentlich dazu beigetragen, unsere Keimtnis von diesen wunderbaren 
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Erscheinungen zu erweitern. Es ist deshalb mit Freiif^pn m hegrüßfn, daß 
er a» usternomiuea hat, die vielen Entdeckungen aut dem neueri'orsubten 
GeUet kritiwli «nwmneiiwwteUeiL DaB äuoit einem Bedfirfms «bgebolfea 
wird, »igt die Tatsftoh«, daß das Buch nach einem Jahre bereits in 

zweiter Auflage erscheint. Die neue Anflage ist, entsprechend den Fort- 
schritten <\eT Forschung in dem Jahr, /um großen Teil neu bearbeitet und 
bis in du' allpmpuste Zeit hinein ergänzt. Das Werk ist jedem zu emp- 
fehlen, der sieb ernjstlich über Radioaktivität informieren will. Dem Leser 
wild das Budi Genoß bringen, besonders vielleicht die Kapitel über die 
itdioaktiTen ürnwandlongen, die glftnzende Pkoben YOn Butherfords Experi* 
mentier- nnd Kombinationskunst enthalten; er wird des Verfassers Aus- 
föhmngen aber auch da mit Int^^r^^ssp folgen, wo vlfll'Mr'ht das Be- 
obachtungsmaterial noch nicht umfaäi>«;ud g^nug zu St^iu ^dieint, um die 
Tom Verfasser gezogenen Schlüsse zu rechtfertigen (etwa bei der Behandlung 
dar a-StraUen und dem Zusanmienhang zwischen a* Strahlen nnd Helinm); 
der Wert des i3uciies wird dadurcli nicht beeintrllchtigt. 

Das Buch beginnt (Kap. I) mit ein«'r hi.storischen übersieht über di« 
Ectdcikuiiff (Irr radioaktiven Substanzen und einer kurzen lifsrhrei^nng der 
als nidioaküv erkannten Element^} Lran, Thor, Radium, Aktinium, Polonium, 
Bidioblfli Es folgt dann (Ka^j. Ii) ein kurzer Abrifi der Ionen«, und 
in«>1rtroi)en<lieorie der Gasentladnng, soweit diese täar das Verstindnis der 
radicaktiven Erscheinungen notwendig ist. Kap. III bespncht die Meß- 
methoden, die vielf;u-h ei^r*'n> für sulcln- Messungen ausgearbeitet sind, und 
gilit wertvolle Einzelheit' !! tiir die Ausführung von Messungen an iprak- 
tiiche Elektrometerschlüssei , isolationsverfahren u. dgi). Don von radio- 
iktivea Substanzen ausgehenden Strahlungen, ihrer Natur, ihren Eigen^ 
•ebften nnd Wirkimgso sind die nSehsten 100 Seiten gewidmet. (Kap. TV 
U. V ) Verf. be.schreibt die T7ntersuchunp««imeiluHl<'n , deren Resultate dazu 
filhrtm. den ß- und « Strahlen korpuskularen Charakter Im iben, d.h. 

81« auf/ulassen als »Schwärme von elektrisch eela^ietien kleiu 'ii T'^lehen, 
wähn-ad man die Strahlen wuhi als elektro-iuaguetische Strahlung, den 
Söotgenstrahlen Ihnlieh, aufisufasscn habe. Es wird gezeigt, auf welchem 
Wege man zur Kenntnis der wichtigsten Konstanten von a- und /3-„par- 
ticW* gelangt (spezifische Ladung, (Jeschwindigkeit, Al)sorption i F'-si anifirs 
interessant ist der viele eigene Beobaehtungen d»«« ^^•r^. » iitli:ilteii<le Ah- 
scimiit über a- Strahlen (auch Anhang A t, von deren ieruerem Studium sich 
wobl am ehesten weitere Aufklärung über das Wesen der Radioaktivität 
erwarten Iftßt. Die Abschnitte Aber Strahlen und besonders über 
Sekundürstrahleu (die beim Auftreffen von a-, /i- oder j'- Strahlen auf 
il!i»#>rif entstehen) zeigen, daß wir von dii^en Eniiheinungeu noch sehr 
w^Tiig wissen. Von Eigensehaftpii und Wirkuii'ji'U der Strahlen werdf'n be- 
sprochen: elektrische, thermische, i^hosphoreszenz erzeugende, iuuisierende, 
dunoflche, physiologische. Die i folgenden Kapitel, VI (stetige Bildung 
von radioaktiTer Substanz), VII (Emanationen), VIU (induzierte Badio- 
»ktivifät) machen den Leser mit den experimentellen Tatsachen Tertrant, 
iie als Tirundziige für die siviif« !- » Ktip. IX' ftil wickelte Desnpgregatifm«- 
theorje der Radioaktivität dieneu. iJie.se von Rutherford und Soddy aut- 
gfstfilluj Theorie faßt bekanntlich die Radioaktivität auf als liegleit- 
cndittmuigen beim Zerfidl eines Atoms. BadioaktiTe Substanzen sind da« 

1* 
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nach inf?tal)il*» Orbildp. Hie, wlllir» lul s'w <lif ErSf-ht inungen, die man ra<Ho- 
aktive nennt, äuliern, zerfallen und in andere Körper sich verwandeln, tiie 
ihrerseits entweder inaktiv oder wieder radioaktiT Bein kdonen. Die üieorie 
lIlBt so eine ganze Reibe Ton Umwsndlnngsprodnkten radioaktiTer Sub* 
«tanzen vorausiehen. Diejenigen, die bekannt sind, werden beschrieben, 
nuiiii-lisi von üran, Thorium, Aktinium (Kap. X). Jedes dieser Um- 
w anuiungsproilukte ist definiert durch die Art von Striihlfn. «iif es aus- 
sendet; und durch seine sog. mittlere Lebensdauer, d. h. eine Zahl, welche 
die allmlUiche Abnahme der RadtoaktiTitilt dw betreffenden Snbstans roath«- 
matisch za bemsbreiben gestattet. Wichtig ist nun, dafi sich fÄr jedes der Um- 
wandlnngsprodukte auch phrsikalische oder chemische EigeDschaften angeben 
lassen, dio eine Unterscheidung und auch Trennung von den iil>rifren Sub- 
stanzen ermni^liclion. Tahellen auf S. 364 u. S. 370 geben au, %vas man 
von den Uinwaudlungsprodukten von Thorium bzw. Aktinium weiß, Be- 
sonders gut sind diese Verhältnisse beim Radium (Kap. XI) nntersncht, von 
dem man nicht weniger als 7 Umwandlungsprodukte kennt. Einzelne von 
diesen l^mwaudlungsproduktcn sind wahrscheinlich mit Radiotellur-Poloniura 
bzw. mit Hadioblei identisch; eine Tabell»^ (S. 406) stellt die Eigenschaften 
der Kadiumabkönunlinge ühersichtlich zusammen. Kap. XII behandelt die 
spontane Wärmeentwicklung hei nidioaktiTen Substanzen und gibt Zahlen 
an, die eine Vorstellung Ton den ungeheuren an solchen KSrpem firei» 
werdenden Energiemengen schaffen. Daun werden die zur Erklärung d«r 
Rn^linaktivitat vorgeschlatjr'non Tbonrieii diskutiei-t (Kap. XITI) und die von 
Rutherfoni und Soddy aul'gebtellt»', lieroits vorher erwähnte 'I'hi'orie weiter 
ins einzelne ausgeführt, wobei sieh interessante Ausblicke auf äie „Lebens- 
gesehichte^S die Entstehung des Radiums, sowie auf die Bildung von Helium 
aus Radium ergeben* Die Besprechung d«r radioaktiren ICneralien (auch 
Anhang B) und der HadioaktivitUt der Atmosphäre bilden den folgenden 
Abschnitt (Kup. XTV\ dosten Schluß <lie höchst interessante und "wichtige 
Frage ventiliert, ob «iliea Substanzen eine gewisse, wenn auch sdir geringe 
Radioaktivität zuzuschreiben sei. WUre dies der Fall, so mütiteu wir aUe 
Materie als in langsamer Umwandlung begriffen ansehen, die sog. chemiachen 
Element ' >viii«>n aufzutassen als Zwischenstufen während der Umwandlung 
aus hochatomigen Substanzen in solche mit niedrigem Atomgewicht. — Die 
Rcoliu« litnnfren liKor allgemeine Radioaktivität der .Materie sind jctloch noch 
nicht soweit abgeschlossen, daß mnn auf diesem Gebiete einigermaßen 
sichere Schlüsse en stehen berechtigt wüte. 

Würzbur-r. P. Harms. 



L. BoltzniaUD. Populäre Schriften. VII u. 440 S. Leipzig 19t>5, 
J. A. Barth» geh- JC — , geb. JC 9. — . 
,fDen Manen SchiUtts, des unübertroffenen Meisters der naturwahrou 
Bchildemag echter, aus tiefstem Herzen kommender Begeisterung, gewidmet 
hundert Jahre nach dessen Eingang in die Unsterblichkeit", „die foraa- 
fp<Jttd!le widtiiiititr ist kfinr» fraso, idi dunke den werken göthe's. dessen 
laust lik'iclit das gn')ti>iü allt-r kunst werke ist und dem ich di motto^ meinf«r 
erstfu bücher entnommen, shakespeaiei> etc. die höchste geistige erhebiuig; 
aber bei schiUer ist es etwas anders, durch Schiller bin ich geworden, one 
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in kSnnte es einen mann mit gleicher bwrt* und nasenfoim wie ich, aber 
ninab mich geben." 

Die hier i^nsnmmenijpstelltcn po]n!liiren Schrit'tt u 1?<<1 1 /inunns sind von 
iehr TerschieUenem Inhalte. Es sind 2\achrufe auf Kirchhotf, Stefan und 
Loschaiidt; es sind Reden, AntrittsTorlesangeu , Abeehiedeworte: „Ober 
die Bedentusg Ton The<nien*', ,fOber die Entwielclung der Methoden der 

theoretischen Physik in neuerer Zeit*', „Über die Grundprinzipien und 
Grundfrlciclumcen der Merhunik". „Über stjit'-;» ische Mechanik'*, ..Über Luft- 
schiffahrt *' : ('S siud Abhaiullungt'n mehr phil>isitphischen Inhalts wie: „Über 
die Frage nach der objektiven Existenz der Vorgänge in der unbelebten 
Nttoi^f „Über eine These Schopenhanere". In mehreren AnÜsStien setxt sich 
Herr noltzmann mit der Energetik Ostwalds auseinander in dem Sinne^ 
daß er durchaos kein pnnzipii ller i iegner der Bestrebungen ist, eine Theorie 
nnlVahauf-n. die den Energiobe<jritV an die Spitze stellt, sondern nur ein 
«ieguer der Art und Weisk», wie dies Ostwald versucht. 

Zum Schluß ist noch ein sehr amüsant geschriebener Berieht „Reise 
eines deutschen Plrofeesors ins Eldorado" angebtngt, wo Herr Boltsmnnn 
fiber ifeine Reise nach Kalifornien plaudert, die er auf Einladung der Ber- 
keley-Universität im Jahre 1904 unternommen hatte. Der Be; n lit ontbehrt 
nicht eines pikanten Bei^rfsehmarks weisen «If^r Streiflichter, t\ic :vut' «Up Knzy- 
kkpüdie der mathematischen Wissenschalten imd die Berliner AkuUenäe iaUen. 

Berlin. £. Jaünkb. 



£• Blau. Die Mechanik fester Körper. Lfbrhiu'h in elementarer D;ir- 
stellung für höhere technische Fachschulen und zum Selbütunterrieiit 
nebst einer Sammlung von 2dÜ anfgelttstan Beispielen. VII u. 260 S. 
HannoTer 1906, H. Jftneeke. JC 6.60. 

Das Bach ist von einem Ingenieur ftlr den Gebrauch an höheren 

tedbnischen Fachschulen und für den Selbstunterricht geschrieben. Mit Rflck' 
sieht auf den Leserkreis, an \v<]chen sieh der Verfasser werulpt, hat er fe- 
glaubt, den Algorithmus des Differenzierens urnl iTitoijrieri ns ni« ht als 1»» - 
icannt voraussetzen zu dürfen und überhaupt das i)iUerentiations- und 
htegrationsMichen Termeiden zu mflssen. Nun ist aber die InBnitesimal- 
BMthode I. B. fiberall da notwendig, wo ans der endlichen Zustandsgleiehung 
des stairen Körpers die Momentanwerte der Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung abgeleitet wenb n sollen; sie ist imtwcutlig für die aTTnlytis« lie 
Bestimmung von Schwerpunkten und TriigheitÄUiüinenteii. Soll als« die 
•"Sprache der Infinitesimalrecbiiung vermieden werden, so resultiert die 
SdiwerfiÜligkeit, den jedesmal erforderlichen PtomS, der natltrlich auf den 
Differentialalgorithmus oder auf die Integratioasregeln hioausUtuft, immer 
wieder selbständig diurh/uführen. 

Der Verfasser behandelt in dr^i Abschnitten die geometrische Bewegungs- 
Idre, die Statik und Dynamik des starren Körpers, wobei, wie es in der 
Vorrede heißt, auf eine elementare Darstellung, auf die Ermittlung der 
THghmtsmomente nnd auf die Ableittmg und Anwendung der Bewegungs* 
fctetie rotierender KOrper besonderer Wert gelegt wird. Da <ias Biuh im 
großen ganzen demjenigen etnpfohlen wenlen kann, der, unter Vpiv Iii m'* 
üeferei Eindringen in die mechanischen Vorgänge, eine gewisse Fertigkeit nu 
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Lösen praktisclicr Aufgaben orw^rlirn will, sd will irh noch auf einige 
Mnnjjnl binw»'!soD, die sich mir beim Durchblättern störend bemerkbar 
gemaeilt bubeu. 

Vielfach erscheint mir die Ausdrocksweise einer grOBeren PrSsision 
ftbtg. XTm nur eines herrorzuheben: Die Kraft hat doch nioht UoB 
GriiBa und Richtung, sie hat noch Richtnngflann; das Gleiche gilt von 

Geschwindigkeit und Iif>sehlcnnigung. 

(\f^r rcfhnmscbfn Ermittlung der Resultanten zu mphn n-n Kriitt- n 
wäreu ein paar Worte über den Nachweis, daü die Iloriioutal- (^Vertikal-) 
Komponente der Besnltante gleich der Summe der entq»reohenden Kompo* 
nenten der Einzelkräfte ist, am Platze. 

Was über das Kräftepaar gesagt ist, ist doch gar zu dürftig' und wohl 
kaum geei^nt^t. l ino richtige Vorstellang von der Bedeutang desselben beim 
Leser hervorzuruieu. 

Bei der Lösung der Aufgabe 74 stimmt die Bezeichnung = h* -\- 
woU nicht mit den Angaben der Figur überein. 

Der Hauptwert des Buches scheint mir, wie scdion angedeutet, in der 
großen Ziilil und in «Irr Mannigfaltigkeit der Obungsbeiiqiiele sa liegen,* 
deren Lösungen explizite mitgeteilt sind. 

Berlin. £, Jahxkk. 



fi. Vedekilld. Stetigkeit und irrationale Zahlen. M., unverilnderte Auf<- 
lapp. Vfl u. 24 S. I>iaunschweig lltit.'», F. Viewr;^ uiul Sohn. , // 1 . — . 

Ks ist ein unveränderter Abdruck der grundlegenden Schriit, wo zum 
ersten Male eine wirkliche Definition von dem Wesen der Stetigkeit ent- 
wickelt worden isi Die erste Auflage erschien im Jahre 1872. 

Berlin. S. Jahxkb. 



0. 0* James, ^lementü oi the kinematios ot a pomt and tho rational 
meohanioa of a partielo. New York 1905, J. Wiley 9t Sons. 

Das Buch will denjenigen , welche einen Kursus fiber elementare 
Mechanik hinter sich haben, die Element« zur EinfOhrung in die hfihare 

Mechanik bieten. Aus diesem Grunde hat der Vorfiisser sein besonderes 
Augenmerk auf Hif Prinzipien und auf *lif Fomi <ler T)arsteUung gerichtet 
und bat die Anwendungen fast gUnzhcli beiseite geiassen. 

Dabei ist es von prinzipieller Bedeutung und verdient hervorgehoben 
SU werden, daft der Verfasser einen, wenn auch, seinen Zwecken entsprechend, 
nur kurzen Abriß der Vektorentbeoiie vorausschickt, wie eS in neuerer Zeit 
bei Lebrbücbern der Mechanik mehr und mehr üblich wird. F^ii- v^ktont lle 
Darstellung bietet eben den Vorteil, das Wesentliche in den ( iruniilM'^n it!<>n 
der Mecbanik scbärfer und prägnanter hervortreten zu lassen, als es ohne 
sie möglich ist. 

Da des Werk nur die Elemente aus der Kinematik eines Punktes und 

aus <ler Mecbanik eines Massenteilchens liefern will, beschränkt sich der 

Verfasser auf die Zii«^ninm<>n'^r't7ntT£,'. Zerlegung und rrojcktion der Vektoren 
und verzicbtet auf die Kintührung cicr i)eideL Prodnktliil(lune»Mi an Vektoren, 
welche Ijei ihrer Umdcutung in die Sprache der Mecbanik zu den Begriffen: 
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Moment uud Arbeit führen wür«'» !! Den letzteren Hegriff hätte man aller- 
dings in einer Mechanik des Miisseopunktes von dem Umfange de;» vor- 
liegeoden Werkes zu Ünden erwarten dürfen. Dagegen werden die erste 
und die «weite Ableitung eines Vektors definiert mit Bfloksieht auf die 
Begriffe der Geschwindigkeit und der Beschleunigung. 

Die Vektorbezeichnung des Verfassers ist übrigens nicht empfehlens- 
wert; der Verfasser nimmt die gewöhnlichen Buchstaben und setst einen 
ätrich über dieselben. 

Das Buch kann allen denen, welchen an einer prinzipiellen Durch- 
dringong der elementaren BegrilTe in der Mechanik gelegen üt, empfohlen 
werden. 

Berlin. E. Jahvu. 

(i. üoizmülier. Methodisohe« Lehrbuch der Elementar-Matheniatik. 
L Teil, bis nun Abschluß der Untersekunda reichend und im AnadiluB 
m die preußischen Lehiplftne von 1901 fllr die Obeneal' und Real- 
acbulen neu bearbeitet. 4. Doppel- Auf läge. Mit 192 Figuren im Text 
Xn u. 319 S. LeipzifT 1904, B. G. Teubner. Jt 2.80. 
Das vorliegende Buch Kictct eine prolio Fülle von anregenden und 
hübschen geometrisrht-n Konstruktionen, die dadurch erböliten Reiz erhalten, 
däö Tiele bei Autgabeu der Praxis vorkommen; es kann deshalb jedem 
Lehnr empfohlen werden, das Buch Öfter sur B^md su nehmen. Um es 
asdi als Schulbuch brauchbar seu machen, bedürfte es in mancher Beziehung 
einer Umarbeitung. Besonders mtLBte die Anordnung des Stoffes übersicht- 
licher und der Hinweis auf frühere Sätze genatiPr werden. Beim Beginne 
der Kreislehrp (S. 91 — 93) wird beispiplsweise eine grobe Anzahl schon 
bekannter Begritte, ^>ätze und Konstruktionen angegeben, die für den Schüler 
liemlich wertlos sind, weil nicht bemerkt ist, wo die B^riffe erklSrt, die 
Sitze bewiesen und die Konstruktionen «.'ob-hrt worden sind. Ein solcher 
Hinweis ist um so notwendiger, als die Anordnung des Stoffes durchaus 
nicht iibersichtlich ist. Unter den oben erwähnten Kreissätzen befinden sich 
z. B. auch die Sätze über den Abstand gleicher Sehnen vom Mittelpunkte, 
fldilägt man nun die Abschnitte nach, in denen man nach dem Inhalts^ 
roRuekoisse Kreissitssa erwartMi sollte, so findet man d«i Satz nicht; er 
tteiht Tielmebr (S. 29) gleichzeitig mit Tangentensätzen in einer Demer- 
TW der Aufgabe, das Lot von r"in«m Punkte auf eine Gerade zu füllen. 
Em anderes Beispiel: Der Satz über die Mittellinie eines Trapezes, d^r bei 
der Teilung einer Strecke benutzt wird, steht erst bei der Inhaltsberechnung 
(ft. 126) der Figuren, weil er hierbei — wie es im Texte heißt — als 

Mannt Torausgssstct werden muß. Hier ist er gerade siemlicb ftberilQssig; 

(% h 

öenn die Formel /— ^ - - A wird sofort durch eine Diagonale des Trapeses 

erhalten. 

Auch die Fassung der Erklärungen und Sfttze ist nicht immer ein« 
ivandfrei, z. B. (8. 15): Gleiche Bogen eines Kreises sind solcbSt xu denen 
gleiche Sehnen gehören. Wenn auch vorher gesagt wurde, daß man „ge* 

wf'tinlirh'' nur von dem kleineren finer Sehne gehöri*Tf'n Hn^'fn spricht, 
»0 iil üoch ohi^e Erklärung gau/. un/.ulrlssig schon ans -Irin 'Iriunii', weil 
«gewöhnlich"* — mau deuke au die Sätze vom l'«Tiplieiiuwinkül — 
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sehr häufig nicht zutrifft. Ferner findet sich (8. 33) der Sat«: Die 
Gegenseiten eines FarallelngTainm» sind gleich and paiallal; hierbei wird 
also Erklärung und Lehrsatz vermengt. 

Falsch ist die Angabe, daß bei der Berechnung eines Dreiecks aus a, 
b und y (8. 268) als Probe fBr die Richtigkeit der Rechnung mit der 
Tangentenformel die Winkekanime des Dnneeks zu benutzen ist. Dafi 
siimtliche Hauptsatze ül)er die gegenseitige Lage von Ebenen und Geraden 
im Kaiinie dem Vorkursus in der Quinta zugewiesen werden, dürfte nicht 
allgemf-inrn Beifall finden. 

Berlin. P. Schafheitun. 



£• Jilhllke. Vorlesungen über die Vektorenrechnung mit Anwen- 
dungeu aut Geometrie, Mechanik und mathematische Physik. Mit 
3S Textfignzeo. Xn u. S86 ß* Leipzig 1905, B. G. Teubner. 5.60. 

Je um^usender und zahlreicher die mathematiBchen WiaaenaelHifteii in 
den Terschicdenen Auwendungsformen benatst werden, desto dringlicher 

fordert die Ökonomie auf, dem gemeinsamen Mittel, der Vektorenrechnimg, 

volle Aufmerksamkeit zu schenken. Dieses Mittel lehrt den ge\valtig«'n 
Stört' dieser verschir»dHnartigon Gebiet« mit gemindertem Aufwand von geistiger 
Arbeit bewältigen. Jede Wissenschaft will ja ein ökonomisches Werkzeug 
zum Srssts eigener Erfahmng und zur Ersduließung fremder sein. In 
diesem 8inne ist die VektorenrechnuBg ein mXchtiges UniTmal-Instnunent, 
welches allüberall gute Dienste leistet. Hamilton hat .sie für die Phj:>ik, 
Graßnia?in lumiontlich flir die Geometrie zugepaßt. Sie besitzt gleiche 
Wichtigkeit tur den Mathematiker, den Physiker und Techniker. Für diese 
Kreise sind vorliegende Vorlesungen an der technischen Hoehschulf zu 
Gharlottenburg als eine leichte EinftUiruDg bestimmt. Der Yer&sser hat 
demgemäß Wert auf den Zusamnietiliaag der Definitionen und Begriffe gelegt 
In zahlreichen gut gewühlten Beispielen aus der Mechanik, Phvsik, Gra- 
phostatik. KinPiimtik, Klasti/itSt, Optik und inshesond(>rs i\pr Elf^ktrizität 
wird der Übergang von der Theorie zur lebeudigereu Praxijj klargesiteilt. In 
allen Teilen ist das Buch bei guter Kürze deutlich; es entwickelt aus dem 
Einfftchea zum Zusammengesetzten und kann demgemlB als wirkliche Ein> 
fUhrung vollauf gelten. 

In die Starkstrom -Elektrotechnik hat .schon vor Jahren Steinmetz die 
komplexe Zahl als Hecbnungsbehelf zum nicht geringen Erstannen der 
Praktiker cingefüiu-t, welche aas der Schulzeit auf diese „unmögliche'^ Zuhl- 
form nicht besonders vorberntet waren. Als man yom Gleichstrom zum 
Wechsel- und Drehstrom schritt, dringte das Yerstftndnis zur Erweiterung 
der mathematisdien Hilfsmittel — von der Zahlenlinie zur Ebene. Mehr 
als die trigonometri.s« ho Behandlungsart leistet für die Erkenntnis die 
Vektorenrechnung (hier uur die ebeiitjj. Das ührosclie Oesetz für WV«^hsel- 
strom, die Whcatstonesche Brücke nach Görges und ein Satz von Biondel 
Aber Mehrphasenstrom illuMrieren in dem Buche dieses Gebiet*) Die rasche 



1) Es ma^ bemerkt werden, daB Herzog- Feldmann in ihrem Werke ^Die 

elektrischen Leitungsnetze" jenen Besti'e1>ungen durch Einführang des „Kichtnngt- 
widerstandea" in jüngster Zeit Uochnuug trugen. 
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Entwicklung der modernen Elektrodjmainik, sowie der Elektroneutheorie 
w^i^f immer mehr auf die AaeigDiwg der Vektoren- Anal jsis als unentbehr» 

Uches Hilfsmittel bin. 

Budapest Josbf Hjbezoo. 

y«r]uuidlii]igen d«s HL intomatioiulon Mathemat j V wNgqng gm ge^ in 

Heidelberg vom 8. bifl 18. AugOit 1904. Hernus>regeben von <lt>m 
Schriftführer di - Konjrrf^cspis Dr. A. Krazer. Mit einer Ansicht von Heidel- 
bertr in HoHogravüre. X n. 756 S. Tieip/.ig 1 9< »5, B. G. Teubner. J/ 18. — . 

Der stattliche, vornehm ausgestattete Band enthält eine Chrunik des 
Kongresses (mit einem Verieichais der Teilnehmer), sodann sUrotliche Vor- 
trage mit Ananahne von sweieo (Ouiehard, sor les sjrstemes triple» orfcho- 
gonanx; Volter ra, sor la ilieorie des ondes) und einen Bericht über die 

latemtur- und Modellaiisstellimg. AuBer zahlreichen, in den Text gedrudrten 
Pigoren finden sich drei TatelM; zwH mathematischen Inhalts, zu VortrSgen 
von Minkowski uii'l l'randtl gehörig, die dritte, dem ganzen vorangeset/t, 
eine wohlgelungcoe Heliogravüre: Ansicht Heidelbergs von der großen Schioü- 
terrasae aus. — Auf eine eingebende Darstellung des Inhalts muß hinr be- 
greiflicherweise verzichtet werden, da ein Referent allein der Vidseitigkeit 
Dargebotenen nicht gewachsen sein kann. Gerade diese Vielseitigkeit 
des Inhaltes aber bürgt dafür, daß der Band nicht nur den Teiluehraem 
liebe Erumerungen waeh r.u halten, sondern auch allen Fachgenossen mannig- 
fache Anregung zu geben geeignet ist. 

Grunewald. G. HEbbENUEHu. 



H. Weber u. J. Wellsteiu. £noyklopä<lie der Elemeutar-Matbematik. 
Gin Handbodi für Lehrer und Studierende. I. Band. Elementare 

Algebra und Analysis. 2. Auflage. Kit 38 Textfiguren. XVIII u. 

539 S. Leipzig 190H, B. G. Teubner. JC 9.60. 

Für den Wert dieses Werkes spricht schon der Umstand, daß der erste 
Rand nach einem Zeitraum von 2 Jahren eine neue Auflage erlebt, kum 
nachdem der zweite Band erschienen war, während der dritte erst im 
Herbste 1906 zu tirwarten ist. Über die erste Auflage ist schon im 9. Bande 
dieser Zeitschrift, 8. 369 refmert worden. Die aweite Anflage unterscheidet 
sich von der ersten TOr allem durch eine eingehendere Behandlung der 
historist heil Entwickelnng dei WisseusL-haft , \ind zwar ist (h>r Vei fasser 
den ihm in lie/.ug hierauf geHuüerteu Wünschen dadurch iiaeligekommf»n, 
daÜ er nicht literarische Angaben, wie sie in den tUr ihre Zeit vontiiglichen 
JEüemoiten der Mathematik** TOn Baltter enthalten sind, sondern kunsga&Bt» 
Überblicke Aber die Entwickelung einzelner Teile der Elementarmathematik 
gegeben hat. Diese sind in besonder.-n Paragraphen untergebracht und be- 
ziehen sieh auf Zahlen und Ziffern, auf die Anfänge der Zahlentheorie, 
quadratische Ke»te, Logarithmen und auf die Entwirkelung der Lehre von 
der Lösbarkeit algebraischer Gleichungen durch iiaailiaje. Sicherlich werden 
disse znsammenihssenden Darstellnngen auch weit mehr im allgemeinen 
Interesse der Leser Kegen, als vereinzelt auftretende literarisdie Quellen- 
nachweise. Wer aber über letztere sich genauer zu orientieren wünscht, 
mnfi auf die große Encyklopttdie verwiesen werden, wo jetzt alle wünschens- 
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werten Einzelheiten zn finden sind. 'He zu der Zeit, als die M a It/t r i bt^n 
Elemente er!?fhienen, schwer ziip-änglich waren. Die Zeit d«^r Auflindung 
deti ersten strengen Beweise» des quadratischen Hezipruzitatsgesetzes durch 
Oanß ist infolge «inas Dniekfeiaen auf B. 281 fiüsoh datiert: 1786 statt 
1796. Hinzugekommen ist schlieBlich noch in dieser neuen Auflage ein 
besonderer Abschnitt über Funktionen, Diflferentiale und Integrale, der 
manchem Leser dieses Buehes sehr erwünscht sein wird, namenf]ivli du die 
Dar<«te]lung hier uiutj so eleiaentHrü ist, dali man sie ohne Bedf^nken dem 
Unterrichte in den oberen Klassen der höheren Lehrauistalteu zugrunde legen 
kannte. Der teilweise Widerstand gegen die Binlllbrung der Elemente der 
Infinitesimalrechnung auf unseren Bealgjnniasieu und Oberrealschulen rQ,hrt 
wohl im wesentliche n daher, daß man sich deren Durchnahme häutig in 
der Weise vorstellt , wie sie die meisten systemati.schon Lelirbü< her der 
Differential- und Integralrechnung oder eine einleitende Vorlesung darbieten. 
So wird denn dieser letzte Abschnitt in seiner gedrängten und kurzen Dar- 
stellung hoffentUch mit dazu bdtragen, diese Bedenken zu zerstreuen. 
Charlottenburg. O. Pukd. 

G. Hessenberg. Ebene und sphärische Trigonometrie. 2., verbesserte 
Auflage. Mit 70 Figuren. 167 B. Leipzig 1 904, G. J. GOschen. — .80. 

Die Torliegende Auflage ist fast durchweg mit nenmi Figuren Tersehen; 
obwohl auf dra Zwäfiurbendruek verzichtet wurde, haben die Figuren, die 
manchem Lehrbuch zum Muster dienen könnten, an Anschaulichkeit ga* 

Wonnen. Von den räumlichen Fitrnren sind diejenigen, welche »int-n voll- 
ständigen KugelumriU enthalten, seukrerhtr, die tlbrigcn srhiete l'arallel- 
projektionen. — Im übrigen ist diese Aut lage gegen die vorige wenig ver- 
Indert. Das BOcblein enthält die Grund/üge der ebenen und spldbischen 
Trigonometrie in einer trotz des knappen Raumes auch für den Anfänger 
TerstSudlichen Darstellung: das Verständnis wird dadurch erhöht, daß für 
die wichtigeren Silt/o mr-hrt-re Beweise ^Pifehen und fiir die Hauptanfgiiben 
Zahlenbeispiele volUtüudig durcbgeiuhil sind, -- Auf einige weitere Vorzüge 
des vortrefflichen Büchleins sei besonders aufmerksam gemacht: Die Behand- 
lung des ebenen Vierecks ist recht übersichtlich. Die Betrachtungen, welche 
sich bei dem rechtwinkligen sphärischen Dreieeke an die Nepersche Regel 
anschließen 40), gewähren einen kleinen Einblick in den Begrirt der 
^Gruppe": es liegt hier ein Zyklus vom Grade .'> vor (vgl. u. a. Pund: 
Mitt d. math. Ges. in Hamburg, 3, No. 4, 1897). Den L'Huilierschen 
Formeln wird durch dk Einführung dos sphäiischen Exzesses und Defektes 
des Dreiecks und der drei Nebendröiecke eine symmetrische Form gegeben, 
die mit der Study sehen im wesentlichen übereinstimmt. Die Methode 
der Ililfswinkel ist klar dargc-^lrllf . Bi souders hervorgelioben sei die kurze 
Eintiihrung in die Vektorrm » dinung und die einfache und durchsichtige 
Ableitung des Moi Vreschen .Sat/es aus ihr. Gut ist auch der Hinweis 
auf die Fehlergrenzen bei den verschiedenen Becbnungsverfahren, sowie ani 
den Zusammenhang zwischen der ebenen und sphärischen Trigonometrie. — 
Folgende Bemerkimgen mögen den Verfasser vielleicht zu Änderungen an- 
regen: Für di«' Formeln 1 — VII (S. 10) müßte die Ableitung, wenn aiteh 
in tinrni anderen Uiueiihen der Sammhing, leicht aufzufinden -^t n! I)er 
am Schluß des § 4n angetiihrte Satz ist lu dieser Form nicht ricuug. Ob 
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03 sieb empfiehlt, die Additionstheoremc auswendig lernen zu lassen, ehe 
man an ihren Beweis heranpfbt, ist wuUl fraglich. — Bchüpßlirh seien uoeh 
einige Druckfehler erwähnt: fc>. 62, Gleichung XVIj, fehlt ein Minuszeichen; 
«9 mrS ferner beiBoD: 8. 76 und 77 an einigen Stellen t—l statt 1 — ^; 

S. 126, Fonnel XV, tg*^- und cot(45<>+^); S. 155, Formel XII und XIII, 

in den Anadrflcken fQr o^, 60^+ ^9 cuid 60**+ — Bfiohlein kann 
nur wann empfohlen werden. 

Beilin. B. GOxtsohb. 

£. Lindt. Dm Frinup der virtuellen Gesohwindigkeitea. Seine Be- 
veiee und die TJamOglifAikeit Miner Umkahniiis bei Yerwendimg 

des Bogriffea ^Oleichgewicht eines ICaaeenaystema**. XVHI. Hefl der 
Abhandlungen zur Geschichte i mathematisclipn Wissenschaften mit Ein- 
schluü ihrer Anwendungen. II u. 196 S. Leipzig 1904, B.O.Teubner. M 6. — . 

Ein wesentlicher Teil der vorliegenden Arbeit beschäftigt sich damit, 
über die von älteren wie neueren Autoren aufgestellt«) Form des Satzes 
Tom Frinzipe der virtuellen Geschwindigkeiten sowie OW die von dem 
Satie gegebenen B^prttndungcn kursen Bericht su erstatten, der meist mit 
«ber Kritik verbunden ist. 

Wir beschrUnken uns in VxtnfT der ältereu Autoren darauf, das 
Referat des Herrn Lindt über l/.i ltih ii frcs Beweis, wie dieser iu der 
von Grelle übersetztea Funktionentheone enthalten ist, zu zergEedcm, und 
w woUen im Anschlüsse hieran vor Beurteilung sowohl des Lindtschen 
Befentes wie auch der Lagrangeschen Begri&bestimmimgen eine logische 
Analjse der letzteren selbst versuchen. 

Das Referat des Ht-rrn Lindt Ix-i/innf fS. in:? Zolle 18) mit 
tolg. nden Sätzen: „Steht eine Kraft P immer auf eiuer Fläche F(x,i/, z) ^ /r =»Ü 

senkrecht, so sind ihre Komponenten gleich -^^^f -^^^f 

halten sieh also anch die drei Komponenten der Kraft, die die FUche auf 

einen sieh in ihr bewegenden KSrpw ausübt, wie ^~ • ^ • t äfina „es ist 

Usr, daS die Richtung der Wirkung der Fliehe auf den Körper, oder 
vielmehr des Widerstandes, den sie ihm entgegensetst, nur auf der Flftche 

spnkrecht stehen kann". Dasselbe Resultat erhlllt man auch, wenn man 
ganz von der Fläche absieht und ihre (Iblrliutii,' (/r o Id-tß als eine 
dur«b die Aufgabe gegebene Bediuguiig.sgleichuug beirachtel. " In dem 
sntea Satze sollte es heißen: ,.so verhalten sich ihre Komponenten wie 

■P^ , ^*|~' -^'^"j denn die partit lleu Ableitungen hängen von «ler zu- 

fäUigen Form der Gleichung ab, <d) diesflhc z. B. ratinna! treinaeht ist oder 
nicht. Um ganz präzis zu sein, wollen wir au?» «lern Keferate die Folgerungen 
neben, die sich nur unter der Voraussetzung ergeben, daß nur ein oder 
zwei Kflrper (oder Punkte) und nur eine Bedingungsgleichung ftlr die 
Koordinaten derselben gegeben sind. Wir formulieren dann die Folgerung 
auf? dfm anr^pfrihrteu Zitate folgendermaßen. Ist die Beweglichkeit eities 
Kurpei-ä diir dl die Bedin<jnn[rsgleichung M'(.r, y, z) = 0 bf schränkt. >i> wird 
derselbe in Ruhe bleiben, wenn eine Kraft auf denselben wirkt, deren 
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Bichtang diwch daa Yerbilltais ^'• ^^'y - g^g^ben, deren Intansit&t aber 

jede beliebige Größe haben darf. Die Stelle fener, welche von Z. 19 8. 163 
bis Z. 11 8. 164 nnmittelbir auf die oben sitieirten Sfttee fScdgt, kann man 

ihrem Inhalte naob mit den Worten zusanimeDfassen, n ir ilenen dieselbe 
scblif'ßt: „daB man jode durch eine «Tloichnni,' F= O inj^rriM nt !• rt^ Bt-dlnsning 
für uiioinllirli klfiiie Vf'r«?chi*»bungen stets durch «in dem oben bfschriebenen 
entaprecliendes Lagraugesches Flaschenzugsystera ersetzen kami". 

Herr Lindt geht hier su Bedinguogsgleichnngen fiber, welche die 
Koordinaten von mehr als einem Punkte enthalten. Setzen vrir voran«, daß 
eine Bedingungsgleichung für zwei Punkte F{x, y, z, |, t^, f ) = 0 gegeben 
ist, so wollen wir aus dem obigen Zitate i^. 16Ö '/ 13 bis Z. 19 folgende 
Folgerung zulassen. Die Krüfte, die wir an den Punkten x, z und |, »/, l 
anzubringen haben, wenn die Punkte in Ruhe verbanvn sollen, müssen die 

r F dF d¥ ' F cF (iF 
durch die Proportionen : . : ^ und , y - : ^ bestmunten Rb btungeu 
* cx cy cz rfe cn * 

haben. Wie aber steht e? nun mit dpn Tntensit?iten dieser Kräfte? Das 
Prinzip tler virtuellen Geschwindigkeiten bestimmt genau das Verhältnis der 
Intensitäten. Nun wird in der snletet augeführten Stelle der 3ats auf- 
gestellt, daß jeder Bedingungsgleichung ein Flaschenzugsyston entspricht, 
bei welcbeift die Bcweglichkttt der Punkte im Infinitesimalen dieselbe, wie 
die durch die Bedinguugsgleichung zugelassene ist. Wozu dient miu dios»'r 
Satz? Dies wird aus dem Referate nicht klar; denn e.s wird nach Aiit- 
htellung des Satzes Mifort dazu übergegangen, das Prinzip in seiner ganzen 
Allgemeinheit, d. b. für beliebig viele Punkte und Bedingungsgleichongen 
anssnspredien. Und doch ist die Anwendung des erwähnten Saties zum 
Beweise des Prinzipes mit wenigen Federstrichen gemacht. Ist die Bedingungs- 
gleichuncf F(.t\, if, r, |, i/, C ' 0 i,( ;_n b, n, so sscrt der nämliche von Herrn 
Lindt anuctiihrte Satz aus, dab man in der (iieichung /"(j-, »/, f, |, »/, ^1 = 

m V') ^ ^ a)' rKlf-by + ^z- r)- + » > U - «)' + ('i + U - yY -ff-O 

die Küusianten a, b, r, ^, y\ tu. n, g immer so bestitmueu kann, duli 
fttr bestimmte Werte sTo^'/o-oIo^/oso ^'^ Variabein die Funktionen F und /; 
sowie deren erste partielle Ableitungen übereinstimmen. Der Gleichung f^O 
entspricht nun ein bestimmtes Flaschenzugsystem, bei welchem sich die an 
d< II Punkten xijz un<i ; I: angreift'ii'b'u Kräfte, /* und //. ihrer Tnteiisitüt 
n;u h wie m : n verhalten. Wenn nun / — t» die Bediuguug.-^gleichurig i.st, 
und gefragt wird, welche Kräfte auf die beiden Punkte wirken dürfen, wenn 
die Punkte in Buhe bleiben sollen, so haben wir bereits oben die Bicbtungen 
derselben festgestellt Bezeichnen wir mit X, T, Z und £ If, Z die Kom- 

ponenten dieser Kräfte, so hat man X — ^ , 1" = il, , — Xi ^' und 

'7 r/* df 

H" = A, . , i£ = , , Z — it • 2^immt man nun an, daß die luionsitäten 

.sich wie m : u verhalten niü>sen, nämlich genau wie bei d^-ni Flas.dienzug- 
systenie, welches der Gleichung /'= 0 entspricht, so hat man sofort Aj-^a^; 
denn es wird /TaX'« » « 

] A - -f- 1 • -f _ ' r V J/ \ryl \('z} "» 



Digitized by Google 



Resenrionen. 



109 



Geht mau voo der Bedingungsgleichung / = 0 zu der allgemeiuüieii 
0 Aber, so scliliefli Lagrange, daß die EÄfte, welehe diese Bedingung 
anfieoht erbalteD, gemu so wie f 0 ancueetsen seien, weil die Be- 
weglichkeit der Punkte im Infinitesiiniileii in erster AnnBihenuig bei jp 0 

dieselbe wie bei f = 0 ist. 

Rezensent ist also der Mciniinp, daü ein ähnliches Haisonnement, wie 
(kj^tmige, was die Gleichung = Aj ergab, iu einem Berichte, der die 
ksaptsIcUichsien Pmikte des Lagr an gesellen Beweises zu geben aokfindigte, 
kitte erwartet werden können. 

Es sei mir g^tatiet, über die Lagrangeschen Begriffsbestimmungen 
m'\ Annahmen noch einige Bemerkungen zu machen. Die erste Hypothese, 
tiie Lagrange macht, nämiicb stillschweigend, wollen wir so iortuulieren: 
Wean bei einem beliebigen Mecbanismus die Beweglichkeit der Punkte im 
Infinitesiinalea in erster Annkherang sieb so verfaiUt wie bei einem bestimmten 
Flaschenzngapparat, so besitzen die Kräfte, welche in dem Mechanismus die 
Beweglichkeit aufrecht erhalten, dieselbe Richtung und dieselbe Intensitttt 
wie bei dem eiitsprecheivlen Flaschenzuesy^teme. 

lat die Beweglichkeit der Punkte auf Ubeitlächen eingeschrütikt, so 
kann man zwar sagen, dafi, welches auch immer der Mechanismus sei, der 
die Beweglichkeit so normiert, die Richtungen der Krftfte, welche die in Buhe 
befindlichen Punkte nicht in Bewegung bringen, auf der OberÜUche senkrecht 
•ttehen iiiiksen; twT Bestimmung der Intensit&ten aber beruft sich Lagrange 
*uf den Apparat. 

Die andere Hypothese, die Lagrauge macht und am Schlüsse 
lemes Bewaiies angibt, kanueu wir mit ^was anderen Worten viel- 
leksht so formulieren. Der Fadm des Flascbensngapparates mufi in 

all' II stinrn Teilen gleichmäßig gespannt sein, wenn die KrUfte, die an 
den Punkten desselben wirken, entweder die Punkte in Ruhe lassen, oder 
(he durch die Gleichung f = 0 normierte Beweglichkeit gerade aufrecht 
trhallen. 

Unter den neueren Autoren ist es besonders Helmholta, dessen ünter- 
snehnngen über das Frinap der virtuellen Oescbwindigkeitcoi Herr Lindt 

seine Aufmerksamkeit suwendet. Diese Untersuchung findet sich in den 
Hehnboltzsrlipii Vorlesungen über Physik und ist von Herrn Lindt in 
gewandter Weise kurz. wieder<7e£Teben worden. 'Snv üImt den wesentlichsten 
Zweck der interessanten Heliiiholtzsclien ßeUaclilungeu hat iiexensent 
•ine andere Auffassung. Es handelt sich um folgendes. Ist die Beweg- 
liriiK« it eines Systems von Punkten durch Bedingungsgleiehungen «wischen 
den Koordinaten der Punkte definiert, so wird in jedem wirkliehen, d. h. 
in uer Natur vorkommenden Falle, dann, wenn wir an den Punkten 
des r^ystems Kr!ift(r angreifen lassen, die Lage der Punkte so geändert 
w«rdeu, daß die Koordinaten der Punkte den BcdingnugigU iLlmitgeu nicht 
mehr genfigen. Es hat dies bei einer großen Gruppe von Mechanismen 
darin s»uieii Grund, daß es keine absolut starren Verbindungen gibt. Wir 
woll [1 d iber den hier definierten Fall kurz als den Fall absolut starrer 
Verbindungen bezeichnen. 

Das Lagrangeäche Prinzip setzt nun absolut starre Verbinduugcu 
▼emos, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es setzt voraas, dafi die Be* 
diegnngsgleiehungen stets streng erfüllt sind. Unter dieser Voraussetzung 
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ist dsB Frinsip tataidilidi streng beweisbar. Ea ist ton lAmlidL, wi« 
F. Linde mann gezeigt bat, wenn man den Newton sdien Bjraftbegriff und 

das Prinzip von der ZusammensetzuDg der Kräfte zul&fit, niebts weiter als 
eine Deftnition, beruhend auf der volbtüii(lig<>ii Analjse unserer yorsteUimg 
von starren Verbindungen duicli den Kraftbe-jriflF. 

Aucb Helrnhoitz beweist das Prinzip unter der Voraussetzung absolut 
starrer Verbindungen. Das Interessante der Arbeit des großen Physikers 
ist aber besonders dies, daB er die Znlisaigkeit dieser Yoraussetzong als 
eines besonderen Beweises bedürftig erkennt und diese Zulässigkeit auf eine 
sehr sinnreiche Methode konstatiert. Es handtli sieh nach Helinlioltz 
um einen theoretischen NachMci?', daß das La tiran presche i^rinzip annähernd 
richtige Kesultate ergibt Au die Notwendigkeit eines solchen Nachweises 
hatte man Mher gar nicht gedacht Ja, selbst onter der Yoranssetsmig 
absolut starrer Yerbindimgai waren die Beweise logiscb anfechtbar, b^ 
Helrnhoitz den Beweis ffihrte und Lindemann erkannte, daß es sieh um 
eine bloße Definition handelt. 

W«!iT( also Helrnhoitz «iue Oleichgewichtsbedingung aufstellt, weiche 
sowohl absolut starre wie auch annähernd starre Verbindungen umfaßt, so 
flieht Rezensent hierin hauptsächlich einen theoretischen Ansatz, aus welchem 
durch einen Orensprozefi die Lagrangescbe Form hervorgeht, der aber 
für dii' Anwc'iidiuig nicht gesrhalfen ist. Kezenseiit möchte daher auch nicht 
soweit gehen, wie Herr Lindl es tut, und ilie Helinholtzsche Gleich- 
gewichtsbedingunsr ebvnso IkkIi über das La *,'ran gesche Prinzip stellen, 
als man die Newtonschen Gesetze der Plaaetenbewegung über die Kepler- 
schen stellen kann. Wir sehen vielmehr die Hauptbedeutung der Helm- 
holtssdien Arbeit in der angegebenen doppelten Stüteung des Lagrange sehen 
iWnzips. 

Wir kommen nun auf eine l^ctrai htung, die dem Verfasser di r hier 
zu besprechenden .Arbeit ganz eigen ist, die sich auf die Form des Prinzipes 
bezieht und vom didaktischen Standpunkte für die Darstellung der Mechanik 
gewiß nützlich ist 

Yerstebt man unter Gleichgewicht eines Sjstemes von Punkten den 
Zustand der Ruhe oder der bei allen Punkten gleiebfiSnnigen Gesdiwindig- 
keit, so ist der Satz, von dem Prinzipe, in der Form, wie Lagrange ihn 
ausspricht, nicht umkehrbar. 

Wir wollen die Lindtschen Betrachtungen möglichst in analytischer 
Form entwickeln und untersuchen. W^ir setzen den Fall absolut starrer 
Yerbindungen voraus und verstehen demgem&ß unter virtuellen Yersdaebungen 
solche, welche den Bedingungsgleichungen gen^ sind. Unter Yoranssetsung 
der Definition des Gleichgewichtes eines Massensystems, daß alle l^inkte 
in Ruhe oder im Zustande ifleicVinirniifrer ' Jesch\vindl<:k"'it befinden, 
kann man an'^sagen, daß dir Summe der virtuellen Ariiciteu der an den 
einzelnen Punkleu wirkenden Kräft« gleich XuU sein muß. Diese Auslage 
ist aber identisch mit folgendem Gleichungssysteme 

(1) o-x,+!|)J^% o-r,+2\l% o-z,+2\l\- 
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IKese Sf* Gleiehongeii (l) sind aber knneswegs gleichw^tig den Zn 
Jblgenden: 

Es sind vielmehr die Qlnchungen (Ii nur eine Definition für die 

InBerea gegebeneu Kräfte; diese Bollen gleich und entgegengesetzt den Be- 
dingungskräften sein. Der Bewejfungs/ustand des Systems wird ,also ein 
Mkher sein, daß die Bewegnngsrichtung jeweils auf der Richtung der 

KAfte Z; oder, wu dasselbe ist, der Krttfte ^^^o/. ^ 



... senkrecht steht Demnach ist die Bewi^gung gegeben durch die 
Gfeidnmgent 

(3) «iT^^^JTA.^^^ *"idi*'^\dzy 

Indem man diese Gleichungen ^3) in bekannter Weise kombiniert, or- 
bilt man: 

(4) t^*«,«? — |^»,vfe 

vermöge der m Bedingungsgleichungeu, wo die Geschwindigkeiten i\ und t\o 
doi Zeiten t nnd entspreeben. Man sieht, daß im allgemeinen 4- VtQ 
mi wird, wenn die rechte Seite der Gleidiiing (4) verachwindei Man 
kum also nidit sagen, da£ Ruhe oder überall gleichförmige Bewegung 
herrscht, w^nn die Summe der virtuellen Arbeiten der Kräfte verschwindet, 
oder wenn, was dasselbe ist, die Gleichungen (l) existieren. 

Die Sonderstellung, welche der starre Körper hei den Liudtschen Be- 
tmlitungen einzunehmen seheint, dürfte durch folgende analjrtische Ent- 
wieUnngNi schwinden. Das Lagrangesche Prinzip fdr den starren 
Kdrper lautet: 

f Xdm — 0, / Tdm ^ 0, fZdm — 0, 
/(Zy — rx)dm -0, f{X£ — Zx)dm - 0, j\Yt — Zy)dm « 0, 



(5) 



wo der starre Körper als vr>llirr tVei voruusgeF'-tzt ist . und die Integral- 
seicheo hestimmte über den ganzen Körper ausgedehnte integrale bc/eichncn. 
SToB betrachten wir einen Fall eines Punktsystemes, das Lagrange in 
adner M^liftnik seihst behandelt. Seien drei Punkte gegeben, die konstante 

Entf^ruimgen /^j, TOn einander besitzen, so hat man, wenn auf die 

Punkte rj.v, r,. x<.y..r„. ■r.,n-.z^ Kräfte be/.w. mit rltni Komponenten X^l'jZj, 
X^YfZ^ wirken, nach dem Prinzip die Dehnitionsgleichungou: 
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(6) 



0- 




+ 




0- 








0 = 








0 — 









-wosn in leidit Terstftadlicher Fortsetmng nmA fOnf Gleidingen hinsutrelBiL 
Nacb EtimixiatioB der ünbestimmten 1 evliftlt man dM Glie&ehinigttystem: 

f J'^-o, ^r,-o, ^z,-o. 

DiMe Gleichungen entsprechen vollkommen den obigen Gleichungen (5), 
und die Gleichungen (7"^ sind ein äquivalenter Ausdruck des Prinzipcs mit 
den Gleichunj^pn (<j), nur dr^ß in letzteren die Bpdingungskräfte auftreten. 
Da aber, wie vorhin ausgeführt, die Gleichungen (6) nicht üquivalent sind 

(i'x- (l'v d' z ■ 

mit den Gleichungen w',-^«' = 0, m, = 0, wi, j^,' = 0 (< = i, s, 3), so sind 

di»' letzteren ebensowenig glcichweirtig der aus (Cy) entstandenfn Kom- 
l»iutttiou (7). Folglich werden auch die obigen (ileichungen {.')) die lie- 
weguug, wie bekannt, als eine im allgemeinen beschleunigte bestimmen. 

Reoensent fafit zitin nadi diesen Stichproben sein Urteil lU>er die gaose 
Arbeit dabin zusammen, daß die Darstellung und Sprache der Arbeit eine 
gewandte, und daß die Betrachtungen, wenn auch elementar unä dalmr nicht 
immer ansrr>i( hend, cloeh vom didaktischen Standpookte aus toq Interesse 
und Nutzen äiud. 

München, November 1906. Caki. Biuumuxd Hilhekt. 



A* 0. Webster. The dynamios of partioles und of rigid, elastio, 

and fluid bodies, beinir I< > turr>s on mathematical physics. ( \. n d. T.: 
B. G. Tfubiii'rs Samnilung von Lmrlnichtni auf dciu Gebiete dt-r matiio- 
matischeu Wisseuschatttn mit Einschluü ihrer Anwendungen. Band 
Xn o. 588 S. Leipzig 1!M>4, B. G. Teubner. M 14.^. 
Der Verfasser wendet sich mit seinem neuen Lehrbuch der Dynamik 
ftusdracklich an Staidiereode der Physik tmd bat dementsprechend auch 
Inhalt und T';;ii i)g desselbcD gewählt und abgfgi-en/t . Tn diesem Sinne 
konnte er sich mit einigen wonigen Sätzen der Statik lies^nügen, welche an 
geeigneter Htello angefügt sind, und in betn Ü der Kinematik war es nahe- 
liegend, die notwendigen Entwickelungen unmittelbar in Verbindung mit den 
befrachteten materiellen Systemen zu bringen. 

Die Auswahl und Darstellung des Stoffes macht einen außerordent- 
lich erfmuliili Ii rindriKk. Wenn auch nach des Vertassers Versicherung 
nirtrends tliLoreiio lic iJ« trachtungen und Probleme aufgenommen sind, deren 
JJurchfilliruug vorwiegend auf' die rein mathematische Ausbildung des 
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fiiodisrenden tannätt, «o tind dodi anderersnis »ueh nidit diejenigen 
Partien der Mechenik, welehe ihrer Natur nach weitergeliende mathematische 

Hilfrmittel verlaufen, nnzureichend behandelt oder gar ausgeschaltet. Hi'-r- 
hin gL'lii^rt'Ti liie zyklischen Hewepunpen, das Köllen bei niclit holononien 
Bedingungen, das 6t. Venantsclio Problem und einige Fragen der Putential« 
theorie. In diese Gebiete wird der Anfitaiger anf eine ao grflndlidie and metho- 
disch dnrchaichtige Weite eingeführt, daJB man wohl T«rgebUeh nach einem 
modernen Lehrbuch der Mechanik von gleichem Umfange und Niveau suchra 
wird, welche*! die Schwierigkfit^'n des Gegenstandes so geschickt überwindet. 

Uberhaupt liegen die Umdenken, welche den AniUnger nur zu oft ab- 
kalten, die wichtigsten und interessantesten Probleme der modernen Mechanik 
«nsUiall dnrehsuuheiten and sich ihren weeenilidien Inhalt als ein wert- 
ToUee Eigentum zu erwerben ^ gar nicht so sehr in unznreicbenden mathe- 
matischen Vorkenntnissen begründet, als vielmehr in einer noch mangelhaft 
entwickelten Fühigkeit, auf einmal «ine große Anzahl neuer mechanischer Be- 
jgriffe fest luid sicher aufzunehmen, wie es ihre praktische Verwertung verlangt. 
Gerade diese Schwierigkeit wird im Torliegeuden Lehrbache doroh sorgfältig 
dnrehgearbeitete Beispiele wesentlich gemindert^ die in einer sehr honsisen 
Form die wichtigsten Methoden der Dynamik gründlii h einzuprägen vermögen* 

Lange Jahre hindiu^ch war der englischen Scliul» die scharte Trennung 
der Mechanik des starren Systems von der MeihuniJi der stetig veriinder- 
Jichen Systeme eine stereotype Gewohnheit geworden, und der Studierende 
hatte zwei scheinbar aaseinander liegende Gebiete nacheinander la bewUtigen, 
eder hielt es aach oft für salSssig, sich anf den ersten Teil wa hesshrlnken. 
Wir sehen in dem Bestreben des Verbssers, einer möglichst allgemeinen 
F\ St. »i nüffassung gerecht zu werden, und die bei Studit renden so häufig 
Turkümmende irnu'H Meinung 7.m beseitigen, die Mechanik der (Ifforminr- 
bareu Systeme eniiiaite gnuz besondere Schwierigkeiten fllr den Auilinger, 
eine wirksame BekSmpftuög schldigender Vorarteile and emj^ehlen gerade 
aus diesem Gesichtsponkt das Studium des Weriies smeh dem Mathematiker, 
welcher einseitigen AufTassungea in dieser Richtung weit leichter unterliegt 
als der Physiker oder Techniker, dem s'ich die vpriinderlichen Systeme in den 
Anwendungen der Mechanik schon beim ersten Studium spontan aufdrängen. 

Karlsruhe i B< Ueum. 



JL Doli f und 1*. Nestle. Lehrbuch der praktischen Qeometrio, 
bearbeitet für den Unterricht aa den Hoch- und Tiefbauabteilungen der 
Baogewerkscholen and technischen Mittelschulen, sowie für den Gehnach 
in der Frans. 2., erweiterte und omgearbeitete Anflage. Wi 145 Figaren 
im Text VU u, 164 8. Leiprig 1905, B. G. Tenhner. 3.80. 

In der vorliegenden zweiten Auflage ist der elementare Teil eines 
großen Gel)ietes in praktischer Zusammenfassung behandtlt Mit (^ schi l. 
und wei<;(r lieschränknng sind diejenigr-n Abf^chnitte der allgemeinen Ver- 
messungskunde, welche als LehrstoÜ an den Baugewerkschulen und technischen 
lÜttdsdmlen dienen sollen, neabearbeltst worden, sodaB sie fUr die Aos- 
Uldnng in der prakfeisdien Geometrie von Tedmikam des mittleren Bahn- 
ond tiefbaotechnischen Dienstes für Staat, Gemeinde und private Unter« 
nehmungen vorzüglich geeignet erscheinen. Zn dem bisherigen Inhalte der 

AzcfajT in MMtMinfttlk and Phjraik. HL itotlM. %J, B 
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erstf-n Auflage sind für die die Bangewerksehule verlassenden Tiefbau- 
techniker, welche sich dem staatlichen oder privaten Eisenbnbnbau widmen 
wollen,, weitere Teile neu hinzugekoinmeu, welche die verschiedeuen Verfahren 
zur Absteckung von Kreisbogen, eiuschließlich der Ubergangsbogeu, die Statio- 
Dierung und Alunuidiiiig der Neigungswinkel der Eieenbahneii und StraBmi, 
und schliefilioh die Lattenprofile und Sehnurgerüste ausführlich behandeln* 

Dem Wunsche des Verfassers entsprechend, erwähnen wir im folgenden 
diejenigen Punkte, welche bei einer etwaigen Neuauflage zu berüoksiclitij.'>'n 
wHren: Bei der Kreuzscheibe, dem Wiukelspiegel und dem Rechtwinkel- 
prisma ist die Angabe und Begründung der Genauigkeit von 2 bis 4 Minuten 
in den abgegebenen Winlraln arwflntcht. — Wenn, S. 17, der Winkel a 
gröfier wird als Ah% dann sehneiden sich die beiden Strahlen in der Ver^ 
lUngcning von sl\ welrher Vorgang l)t'i dem Winkelsjiiegel der alteren 

Konstruktion ausgenützt wurde. Die 8. äi' im Text und in der Figur 

erwähnte Glasart der Fcmrohrliuseu heiiit Kronglas (engL crownj, nicht 
Kromglas, ferner mfißte in Fig. 70, aneh wenn ^eea nur sohemati^ auf* 
zufassen ist, die Flin^laslinse nicht bikonkav, sondern plankonkav enchdnen, 
damit die brechende Wirkung der Bikonvexlinse nur zum Teil aufgehoben 
wird. — Der S. ö5 erwHhnte Xani** Liuibu-s be/jVlit sich nur auf den die 
Gradteilung tragenden Kand des Haupt- oder Ilorizontalkrt-ises, demnach ist 
bei dem einfachen Theodolit nicht der Limbus, sondern der Hauptkreis mit 
dem FoBgesteU fest Terbundensi Femer hat ein jeder Theodolit, auch der 
einziehe, die Einrichtung mm Bepetieren der Winkel, abw diB Hl^lidikeit 
zum Multiplizieren der Winkel \vird erst durch die Drehbarkeit des Haupt- 
kreises herbeigeführt, hierin liegt der Fnferschied gegen den einta« Vi n 
Theodolit. — S. 56. Als Mikrometerschraubtu sollton nur noch diejenigen 
Schrauben bezeichnet werdt^n, welche dem Nameu eutüprecheud Klein- 
metsongen sm Bande einer Trommel TOrnehmen lassen, wShrend die 
Sehrauben Lm und Am besser Feinstellsdhrauben genannt werden. — Die 
S. 59 und 71 angewendete praktische R^el Über Erzeugung und Aus- 
scheidung de? doppelten Frillers ist so wichtig, daß eine Bezugnahme auf 
den S. 4ü angedeutetea geouietnschen Beweis erwünscht erscheint. — S. 62. 
Da der Meeresspiegel nicht als wagerechte Ebene definiert werden darf, so 
mlißte im dritten Absatz nach den Worten „gemeinsame wagMvchte Ebene" 
das Wort „bcKW.** eingeschaltet werden. 

Das gut ausgestattete W* rkrlH ri wird nicht nur als Lehrbuch, sondern 
auch liir (Ion Gebrauch in der Praxis ausgezeichnete Dienste leisten. 

Berlin. A. Scuxeidsr. 



F. Auerbach. Das Zelfswerk und die Carl -ZeiTs- Stiftung in Jena. 

Dire wi.ssenschaft liehe, technische und soziale iiedeutung, für weitere 
Kreise dargestellt Mit 78 Abbildungen im Text. VI u. 124 S. 
Jena 190B, Gustav Fischer. J( 

Es war eine dankenswerte Aufgabe, die Batwiekelung und Bedeutung 
eines in seiner Art einzig dastehenden Unternehmens, wie es das Zdßwerk 
in Jena ist, in citier Monographie zur Darstellung zu hringSD. Der Ver- 
fasser hat "ich 'iif^t-r Auti:alH mit srhönstem Erfolge unterzogen und ent- 
wirft uns ein anschauliches Bild von dem Werdegang, den Leistungen und 
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d«r ürganisfttion der Zeifisohen Anflfaltea, wob«i die ftbeiragenden Ver- 
dienste ihree seit dem Eraeheinen des Baches leider dahmgesdiiedenen Iang<- 

j"iLrii:en Leiters Erust Ahbe in das rechte Licht gerückt werden. Die 
Lektüre der Auerbachseben Schrift kann jedem aufs wlirmste empfnblen 
werden. Abgesehen von den übrigen Ausfülirungon des Vt'rfftS!^ers muli die 
eingehende Schilderung der sozialen Verhältnisse, unter denen die Jenaer 
optbcben WerkstStten SMt der Begründung der toh Abbe ins Leben genxfenen 
„Carl-Zeifi-Stiftang** arbeiten, auch für weitwte Kreise yon Interesse sein. 

Borlin. B. Abobkxmass. 



Fr. Kolilrausch. Ijehrbucli der praktisclieu f li^'äik. 10., vermehrte 
Anflage des LdtfiKlens der pralctischen Physik. Mit zaldreidien Figuren 
im Text XXVm n. 656 8. Leipzig 1905, B. 6. Teubner. Jfif 9.— . 

Die neneste, zehnte Anflage des bekannten Bnebes schliefit sieb wflrdig 
ihrm Vorgängerinnen an. Zahlreiche Ergänzungen sind wieder hinzu* 

gekoTDTTicn, einzelne Paragraphen nou cine^'fü^'t worden. Die weitere Ans- 
ge^altui)^' diesen dem Experimentator uuentbehrlirlt L'»>wordeneu Hilfsmittels 
gibt sich ächuQ äußerlich dadurch zu erkennen, daß dar Umfang des Buches 
gegenüber der vorigen Auflage um 46 Seiten gewachsen ist 

Berlin. E. Aschkinass. 



Ph, Eriu{'nyi. Dr. Josef Petzvals Leben und Vordienste. 2., wesent- 
hch vermehite Ausgabe mit 11 Bildern und 2 l'igmeu. Vlll u. 86 S. 
Halle a. S. 1903, Wilhelm Knapp. ^2.40. 

Ein mit großer Liebe geBchriebenes Lebensbild des Mannes, der wohl* 
in erster Linie als Erfinder des lichtstarken photographisehen Objektivs 
Minen Namen der Nachwelt hinterlassen hat. Wir erfahren hier aber, wie 

vip!?ieitif^ dns Genie Petzvals (geb. 1807, tje.^t. 1891) sich aueli auf r.ahl- 
rticheu andt-nn (Jebieteu der Wissenschaft und Technik betätigt hat und 
lernen aus diesen ülätteni eine eigenartige Persönlichkeit niiber kennen. 

i3erlin. E. Ahchkina.ss. 



(i. C. Schmidt. Die Kathodenstrahlen. Die Wissensehaft, Samnihmg 
naturwisaensebaftlicber und mathematischer Monographien, Hell 2. 
Mit 00 Abbildungen. Vll u. 12U »S. liraunschweig 1904, Friedrich 
Viflweg nnd Sohn. .^3.60. 

Euie im ganzen recht httbsch gesdiriebene DsrsteUnng der wichtigsten 
TJatersachimgen anf dem Gebiete der Kathodenstrahlen und mit ihnen im 

Zuiuimmenhang stehenden Erscheinungen. Besonders sei rilhmlichst hervor^ 
gehoben das fünfte Kapitel, in welchem die gesehichtliche Entwiekelung 
^ einschlägigen Probleme geschildert wird. Das Buch ist auch für 
■eicht» Leser berechnet, die nicht über eingehende physikalische Kenntnisse 
mitigen. Daher nnd mathematische Entwickelungen möglichst ver< 
ttisden worden. 

Beilin. ' B. Aschkinass. 
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H. Mayer. Blondlote N-Strahlen. Naeb dem gegenwirtigeii Stande 
der Forschung' l)earbeitet un<] im Zusammenhaoge dargestellt. 39 8. 

Mühris.'h-Ostrau lltOl, R. Papausohek. 1. — . 

Die soeenajuiton N- Strahlen gcliüren zu der großen Zahl jener Er- 
scheinungen, die sich dadurch auszeichnen, daß sie — nicht existieren. Das 
hat ahar midit gaimidart» daß nalwini 100 Abhandlungen filier diMM 
^teresaanto Phänomen** veröffentlicht wurden, und dafi der Verfasser der 
vorliegenden Schrift es nidit für fiberflllssig hielt, eine — wie es im Vor- 
wort heißt — „7nsammf»nfn?!scndp Darstellung der gegen wjhti je n physi- 
kalischen Forschuugsresultate über N-Sti*ahlen zu geben, musuuiehr, als es 
die Einfachheit der Versuchsanordnungen jedem Physiker gestattet, Blond- 
lols Experimente an wiederholen**. Ja, wenn es mit der Binfiidiheit der 
Yersnchsanordunng getan wSre! 

Berlin. E. A4Cbkxnas8. 

F. Bremer. Iicitfiiden dor Vbysik fOr die oberen Klassen der 
Realanstalt«n mit besonderer Brrücksichtigung von Aufgaben und 
Laboratoriurnsnbungen. Mit 386 Figuren im Text VIII u. 294 8. 
Leipzig 1904, B. G. Tonhner. JC 3.20. 

Das vorliegende Buch ist eine sehr beachtenswerte £rächeiuung unter 
den neu erschienenen Physikbüchern. DaB es unmittelbar aus dem praktischen 
Unterricht in den oberen Klassen hervorgegangen ist, spfirt jeder ^ysiklehrer 
sofort. Die Fassung imd experimentelle Begründung der Gesetze ist Icim 
und prii/.is. Viele Kapitel slnJ meisterhaft durchgearbeitet, und man merkt 
ihnen an, daiS bewährte Fachlehrer hier das Besultat jahrelanger Mühe 
niedergelegt haben. Die Aufgaben, welche am Schlüsse eines jeden Para- 
graphen snr Lösung gestellt werden, sind nidit inmner gau leiehl Was 
dem Buche sein charakteristisehes Geprftge verleiht und es vor den übrigen 
mir bekannten Lehrhttchem auszeichnet^ sind die Übungen. Die Ausführung 
ist nicht nur kurz angegeben, wif in anderen Büchern, sondern, nachdem 
erwähnt, was zur Übung gebraucht wird, wird dieselbe mit den Zahlen 
durchgeluhri, die Schüler bei den Übungen an der Friedrichs- VVerderschen 
Oherrealschule mit den dort voihandenen Apparaten erhalten habtti, indem 
dann meist nodi das Resultat auf seine Übereinstimmung mit der beredi- 
neten Zahl hin geprüft wird. Wo solche Srhült^nlbuagen in der Frima 
noch nicht bestehen, wird das Buch l)ei ilutr Einfiihning eine nicht zu 
untorschüt/.eude Hilfe bieten, indem die Schüler ähnliche (juantitative Be- 
stimmuugcu, wie sie im Buche angeführt sind, au der Uaud des Buches 
Imeht werden ausführen können. 

Diejenigen Gebiete der Fhysik, welche von den Schülern nur rezeptiv 
verarbeitet werden, welche also weder anregende Aufgaben liefern noch 
durch r^aboratorinmsiibüngen den Schülern näher gebracht werden kffnnen, 
vun denen aber emige notwendig in ein Lehrbuch hineingohören, sind aus- 
geschloMen worden. So fehlen die Meteorologie, einige Kapitel der Mechanik 
und die Elektrostatik. Wenn der Verfasser mdnt, daB der Behandlang 
der letzteren die zuviel Zeit beanspruchende genaue Besprechung der elektro- 
stati^cliiii Einheiten im Wege stünden, so glaube ich betonen zu sollen, 
daü diese allerdings viel Mühe verorsacheude Einführung doch nachher 
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nicbfieh gerechtfertigt wird durcAi du besierft Verständnis, du die Schiller 

den späteren Kapiteln der Eleldrizitätslehre entgegenbringen. Ich glaube, 
daB das Fehlen genide tliöses Teiles der Physik einer Einführung des Lehr- 
buches au vielen Anstalten hindernd im WeiT(. st»'hen wird. Überhaupt 
zeigt Bich, daü bei der Bearbeitung deä iiucheti vorhandene Notizen den 
Veifaieer wohl oft bestinimt haben, sieht alle Teile der Fhjsik, die in den 
oberen Klassen durchgenommen werden mflssent gleichm&ßig zu berflck* 
sichtigen, sondern einige Lieblingsthemata vor anderen zu bevorzugen. Wer 
dip interessanten Daten der ersten Seiten der Wärmelehre gelesen hat, wird 
diesem Urteil zustimmen; wer jedoch in emtiu physikalischen Lehrbuch das 
gesamte physikalische Wissen findeu will, wird dies tadeln. In der vor- 
Begenden Fitssang ist es ein Bndi, das viele Kapitel der Physik TonOglieh 
darstellt, das auch als Hilfsbuch fiir Schülerübungen nicht bloß den Schülern 
'^«r Friedrichs -Werderschcn Oht rrealseliule gut*' Dienste leisten wird, das 
aber bedeutend an Wert gewinnen würde, wenn in der zweiten Auflage 
eine kurz gefaßte Behandlung der fehlenden Kapitel eingeschoben würde. 
Berlin. A. Blüuel. 



E. Riecke. Beiträge zur Frage des Untemeiita in Pliysik und 
Astronomie au den höheren Schulen. Von U. iiehrendsen, £. Bose, 
E. ftiecke, J* Stark und E. Schwarsschild. Vorträge gehalten bei 
Gdegenheit des Ferienkurses filr Olmrlehrer der Mathematik und Physik. 

Göttingen Ostern 1904. Gesammelt und licran^g^eben Ton E. Riecke. 

IV u. 108 S. Leipzig 1904, B. G. Teubner. M 2.—. 

Das interessante Heft enthält in der ersten Hälfte eine Abhandlung 
vüu Kivokf: die Cnindiatifen der Elektrizitätslehre mit Beziehung auf die 
neueste Lntwickeluug. is'ach einer kurzen Charakterisierung der ältesten 
ioschauungen und des Verhlltnisses der verschiedenen Theorien zn einander 
iriid die pädagogische Brauchbarkeit der Theorien besprochen und der Weg, 
welcher der historischen Entwickelung folgt, auch auf dem Gebiete der 
Elektrizitätslehre als der für den Unterricht beste biu^'ostellt. Naeh der 
Besprechung der Ionen in Elektrolyten, in der atmosphäiischeu Luft und 
in Flammen folgt die Uerleitung der Ladung und Masse der Ionen, eine 
Besprochung derKathodenstrablen, der Elektronen und der elektromagnetischen 
Mn^s*». Es folgt dit' Bestimmung des Durchmessers der Elektromn. die 
Ionisierung durch Kathodenstrahlen , die Kanalstrahlen, Bcoquerelstrahlen 
and Radiumstrahlen. 

Der zweite Teil des Heftes gibt kurze Aufsätze über einige deu Uuter- 
tidlt in der Physik an höheren Schulen betreffende Fragen; so verlangt 
0. Bebrendsen fttr das Gjmnasinm mehr Fbysikstunden und eine andere 
Verteilung des Stoffes. Er sagt : „Soll der physikalische Unterricht in einer 
dfm Standpunkt moderner Aiiscliaiumgen enf sprechenden Weise gegeben 
weideu, Ml daß er ifu* den Schtiler und dessen spiitere Bedürfnisse direkt 
aatzbar werdeu kann, so muß er auf die Energetik aufgebaut werden; zu 
diesem Zwecke mofi die Mechanik vorangescfaickt, also schon in der Ober-* 
sAonda erledigt werden*'. Wenn man hier auch anderer Ansicht sein kann^ 
so muß man unbedingt dem Gedanken Starke beipflichten, die er in einem 
AnÜBati ftber die Physik in der Schule ausspricht ^ie Grundbedingung 
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dafür, (laß die Fhyaik zu einem Bildtu^smlttel wird und dadurch überhaupt 
die Berechticninfr 7m einem TJnterrichtsgegenst.ind erlangt, hesteht darin, daB 
der phrsiknlisclie Ijohrstoff verringert wird, damit er nicht zu einem prak- 
tisch unberechtigten, geistig schildigenden Meniorierstoff herabsinkt." Ein 
Aaftats ttber Kurse in physikalischer Handfertigkeit Ton E. Bose und aitn»* 
nonusche Beobachinngen nodt elementann Hilfsmittelu von K. Sehwiri* 
Schild schließen den Inhalt des interessanten Heftes. 

Berlin. A. BlCmbl. 



Th, Newest, Xtnlge Weltprobtom«. II. Teil. Gegen die WahxiTOr- 
Stellung vom heUtoii Erdlimem. 91 S. Wien 1906, Karl Konegea. 

Jt 1.50. 

Der Verfasser glaubt, eine Anzahl von Gründen, die gegen das feung- 
flfissige Erdinnere sprechen, gefunden zu haben — Gründe, denen wir nicht 
folgen können, obschon auch uns die durchgehends große Hitze des Erdkernes 
keineswegs bewiesen erscheint, und die PlQssigkeit desselben kaum beute 

i]()ch einen ernsten Verfechter findet. Freilich aus andern Gründen, als sie 
der Verfasser zur Verfügung hat, denn die Griiße der Präzession der Krile 
einerseits. <ier ^langel einer Flut der Erdkruste" andcrersiits haben (vgl. 
u. a. Klein und 8oinmei-feld, Theorie dos Kreisels S. 685 Ö.j Arrhenius zu der 
Vorstellung des gasförmigen Erdkernes geführt, welche der Verüuser nicht 
Terstehtf und Lord Kelvin zu der Konxeption eines im allgNueinen „effektiv 
festen" Erdkerns mit einer festen Schale gef&hrt, welche der Verfasser nicht 
kennt. Wir glauben damit dem Hiirhp genug Beachtung geschenkt zu 
haben, besonders wenn wir uns erlauben, wenigstens den Worten des Ver- 
fassers S. 22 „daß jede Gründlichkeit zumeist Langeweile zum Gefolge bat", 
beizupflichten. 

Charlottenburg. H» Saictbb. 

H. Danueel. Elektrochemie I. TheoretiBche Elektrochemie und ihre 
physikaliach- chemisch er) Qrundlagen. Mit 18 Figuren. 197 

Leipzig 1905, G. J. (JosciHn. M —,80. 

Dieses Werkchen kommt dem dringenden Bedürfnisse aller derjeaigen 
entgegen, die sich in das moderne Grenzgebiet zwischen der Phjsik und 
der Chemie schnell einarbeiten möchten, und denen die meisten Lehrbficher 
dieser Wissensehaften Genfigeudes nicht bieten können. Es ist im ganxen 
auf drei Teile bereehnet, von denen der zweite die e.xperimentellen Resul- 
tate enthalten, der dritt« der Anwendung in der Technik gewidmet sein soll. 
Dem Physikiclirer wird der erste Teil genügen können, der bis zur Theorie 
der galvanischen Elemente sowie der Elektrolyse geht — nur der Akkumu* 
lator soll im 2. und 3. Bande ausführlicfaer besprochen werden. Zuletat 
wird das an sieh klare Bild durch die Brille der Elektronentheorie be- 
trachtet. Einige Druckfehler: 

S. 2.'), Z. 1 u. 3 von unten sind die Brüclie umzukehren, der Partial- 

79 8 

druck des atmosphärischen Stickstoffes ist 760 • der des Sauerstoffs 

80 8 

760 • -'^ vom Hg. 8. 92 Der Temperatur^Koeflizient des Wideratandes last 
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sämtlicher flüssiger Leiter ist negativ i^statt positiv). 8. 127, Z. 5 von 
unten muß es beiBea: Man kann die Kraft berecbueu, die einem g-Ion 
(statt Ion) «ine bestimmte Geechwindigiceit erteilt. S. 184, Z. 16 ron 

unten Keibungsclektririttt (»latt Berührunjrsol.). S 137, Z. 3 der Anm. HNO, 
hUtt HNO.). 179 muß es heißen: Di.- Stromstiuke muß 96540 Sek. 
lanc 1 Amp. betragen (statt die St. ht ti igt 96540 Amp.-.Sek., denn dieses 
MaiS kommt nicht einem Strom, sondern einer El.- Menge zu). 4 Zeilen 
titftr muß das sinnentstellende Komma hinter Ampere fort; 8. 180, letite 
Zeile imfi es im Werte der medergesehlagenen g- Capto pro Ampere-Stnnde 
eine Stelle nach rechts geschoben werdt n. 

Sonst ist das Buch korrekt, das beigegfb<-no Regist^-r vollst ämlig, und 
WUT stehen ni( iit an, <^m Werk als erste Einführung in die physikalische 
Chemie bestens zu euipt'ehien. 

Charlüttenburg. H. Saiitbr. 

ILIcfentoin. fltnblengaiig und VergiftBevimg In opttstibeii Xnatni- 

nunten. (Abhandinngen lur Didaktik und Philosophie der Natur- 
wissenschaft. Herausgegeben von Poske, Ilöflt r und Grimsehl. Heft 5.) 
Mir 1!) Figuren. 42 8. Berlin 1905, .lulnis Springer. J{ 1.60. 

Arlieiten, dit- w<'cr*'Ti ilires ( iiifangs sich nicht zur Aufnahme in di« 
Z<^it;>ohnft für den physikalischen und chemischen Unterricht eignen, sollen 
in dieser Sammlung erschmnen. Daa vorliegende Heft bietet eine sehr 
daidmuirarte Ergtnznng der 1ti)lidieo Sidmlbflehar der Pfaynk, indem es 
«iehtige Fragen der p>akti8(^en Optik bebandelt, an denen der Unterricht 
bisher achtln'^ vorühergegangen ist. Der Plirsiklehrer konnte sich darüber 
t'i-h>.-r wir durch die iimt'iingrciehen Darstellungen von ("/ajt.ski in Winckel- 
Uittüiii Handbuch und in dem vou Lunuuer herausgegebenen Bande von 
ICfiller-Pottillets Physik informieren. Die klare Einfnhrang in den Begriff 
düT Papillen nnd den neuerdings zuerst von v. Rohr henutzten Begriff der 
Luken optis< her Instrumente wird daher allen Physiklehrern willkommen 
sein, besonders denjenigen, die längst die in den nhlichen ?/ntwickehingen, 
imbesondere des (ialileiselinn Femrohrs verbleibenden Lückeji kamiteii. Die 
TOD dem Verfasser für das absolute Vergrößerungsvermögen jedes optischen 
Innramentes zugrunde gelegte Erkllbrung als des EonvergensTerhältnisses in 
seinen Pupillen erscheint dem Referenten ein wandsfrei. Dagegen h&tte er 
überall gern Bflndel statt fiflsohel gelesen, da es sich nicht um ehene Ge- 
bilde handelt. 

Charlottenburg. H. Sautbk 

£. Moors. IjO qretöme des poida, meauree et moimaiea des IsraöUtee 
d'apröa U Bibl«. 62 8., dazu Figurentafeln und Zahlentabellen 
Paris 1904, A. Hermann. Fr. 4.—. 

Der Hanpttail des Werkehens gilt der Beantwortung der Frage, oh 
die Juden zur Zeit des Königs Salomo einen bessern Wert für die Zahl x 

gekannt halten, als 3. Bisher hat dieser Weit als der den Juden selbst in 
den ersten inieluhriatlichen Jahrhunderten alleiTi bokauute gegolten. Der 
Verfasser sucbt aus der Form des im Saloniouischen Tempel aufgestellten 
««henien Heeres** zu beweisen, daft vielmehr der den Juden um 1000 v. Chr. 
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bekannt«' Wert von Jt ein •<ehr genauer gewes<*n sein müsse. Jenes groß»' 
Metailbecken hat von jeher die Grundlage für diejenigen gebildet, welche 
die mattieinatiachqp Kenntnisie der Hebrier featetelleu woUtöi. Andttrersttti 
hat es scharfen Bibelkritikern (vgl. s. B. eehon Spinosa, tr. theoL«poL 

c. 2, S. 181) in ihren Angriffen gegen die Autorität iler Bibel eine Hand' 
habe geboten. Es steht ja auch fest, daß die botreflVnde Stelle im 1. Buche 
der Könige erst wtihrend der b!ib\ Ionischen Getan ^^«.uschaft im 6. Jahr- 
hundert, die raraiielstelle der Chronik noch später verlaßt ist. Der Ver- 
fasser aber konstniieii ms^ das f^Ueer** im OegensaUe so andern Kommen* 
tatoren in seiner Weise, nimmt femer an, daB das Batii, die Einheit, von 
der gerade 2000 in dem ..Meere" enthalten gewesen sein sollen, gerade den 
B. Teil der Kubikelle dai"Steilte und leitet dann allerdings pinr»n r^cht ire- 
naueu Wert von n her. Uns hat er freilich weder durch diest- Dcduküon 
noch durch die Anknüpfung an den Aufenthalt der Juden in Ägy pten da- 
von Überzeugen kOnnen, dafi diese eine genauere Kenntnis als ff — 3 gehabt 
haben müfiten. Denn dieser Aufenthalt« auf den der Verfasser so viel 
Gewicht legt, ist doch nur flir denjenigen verbflr^^t, der an den Wortlaut 
der Bibel planbt, und hält vor einer sehnrfen Kritik (vgl. z. B. Stade, Gesch. 

d. Volkes Israelj nicbt Stand, ebensowenig wie der Zug der Juden durch 
die Wflste usv* Der Verfasver aber scheint in allem sich an den Wortlaut 
der Bibel zu halten, datiert Moses von 1671—1451 und sogar Jakob Ton 
1838 — 1689. Die Schrift bedeutet keine Bereicherung unserer bisherigen 
Kenntnisse ül)er die theoretischen und praktischen Kenntnisse der Juden 
zur Zeit der liUtstehung der biblischen Bücher. 

Charlottenburg. U. Samtciu 



M« Dietrich. Die gebräuchlichsten Dfimpftiirbinensysteme für Land- 
und SchiffBBweoke nach Konstruktion und Wirkungsweise. Mit 
161 Abbildungen. VII u. 314 S. Kost^^ck i. M., 19U6. C, J. E. Volck- 
mann. geh. JC 8. — , geb. M 9. — . 

Das Werk ist entstanden aus einer Reihe kleinerer Schriften, welche 
der Verfasser Ober die einzelnen Dampftnrbinenarten in demselben Verlage 

veröffentlielif hat. Der Hiluptvvert des Buches liegt in den zum teil recht 
ftusführlielien Ani:ahen über die bauliehe Ausführung der einzelnen Turbineu- 
arteu und liirer Teile, sowie in den fV.s.sc Inden Schilderungen praktischer 
Versuchsergebnisse, namentlich bezüglich der Anwendung einzelner Tuxbinen- 
arten IBr Schiffszwecke. Wie fast in aUen Werken Uber Dampfturbinen 
scheint mir auch hier der Riedler-Stumpf-Turbine eine im Verhältnis au ihrer 
Bedeutang für die Praxis allzu umfangreiche Behandlung zuteil gewurden 
TU sein. Noch mehr e-ilt dies nher von der Thunpfturlfine von Schuli, 
welche in dein Uin he dir eingehendste Behandlung von allen Dampfturbinen- 
arteu erlahreu hat, trut/.dem von praktischen Versuchen mit diesei- Turbine 
bisher so gut wie nichts bekaimt geworden ist Auch Verfasser „wünscht 
nur, dafi diese Turbine recht bald mit anderen Konstruktionen in Wett- 
bewerb treten möchte, der Erfolg für die Bchulz-Turbine wird dann (wie 
Verfasser meint^ sicher nicht ausbleiben". 

Im theoretischen Teil (Kapitel 1 — 3) finden Mch mancherlei Ungenauig- 
keiten und selbst Unrichtigkeiten. Den trocken gesKttigtcn Wasserdampf 
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als ideelles Gas atizuseheo, welches das Mariotte-rjay-Liissaosche Gesetz be- 
folgt (8. 16), ist unter allen Umständen unzulässig. Dnick und Ausstattung 
de« Baches sind recht gut, die zahlreichen Abbildungen durchweg klar 
nd lehrreicfa. 

Onmewald. B. Vatsb. 



I. L. Marchis. Fhysique industrielle thermodTiiaiilique, II: Intro- 
duction k l'Etade des Macdiiiiea tbenniqites. Qrenoble und 

Paris 1905 Fr. 5. — . 

Währeml der vor etwa Jahresfrist erschienene erste Teil dos Werkes die 
Fumiaiuentalsätze der Thermodynamik, sowie umkehrbare und nicht umkehr- 
bare ZustaddBttnderungen im allgemeinen behandelte, soll der Torliegende 
mite Teil des Werkes eine Art Einftthrong in das Stadinm der Theorie 
von OasniaschineOf Dampfmaschinen und Kältemaschinen darstellen und be- 
handelt daher in ausführlicher Weise- die uinkohrbaren Zustandsändorungpu 
der Gase und Dämpfe. Hi*»raiis ergibt sieh die bekannte Einteilung in 
zwei größere Abschnitte, von denen der erste die Eigenschaften der Gase, 
der zweite die der gesättigten Dlmpfe behandelt. Dabei bebSlt der Ver- 
ftsier aber den Ztuammenhang dieser beiden Teile dadureb im Auge, daft 
IT stets die Änderungen in Bekacht aefat, welche die aufgestellten Gesetae 
in dpm Fall? erleiden, wo sich Gase und Dilmpfe dein kritischen Punkte 
nihem. Für das ötudiinn des Werktss dürfte die Klarlieit der Sprache bei 
großer Übersichtlichkuii m der Anordnung des SluÜes bebr fürderlicli sein, 
«ihread anderseits freiHeh für den deutschen Leser die nngewöhnliohe Form 
der einzelnen Gesetze etwas nnbequem ist, da die Wahl der Einheiten und 
die Bezeichnung der Konstanten von der bei uns in derartitren Werken 
nblichen in viplon FäÜPn ahweieht. Recht wertvoll ist di** große Zahl ans- 
f&hrlicher Tabellen, die namentlich für den praktischen (iebraucii bei Unter- 
sucbuDg von Maschinen willkommen sein werden. Die hübsche Ausstattung, 
der flbexaichtliche Druck tud nicht zu vergessen der niedrige Pteis (5 frs.) 
kannte vielen dentschea ähnlichen Blichern als nacbahmenswertes Muster dienen. 

Gnmewald. R. Yatbu. 

9 



K. Jessen und M. Girudt. LeitCisden dex Baustofflehre für Baa- 
gewerkaohnlen. IGt B6 Figuren im Text IV a. 84 6. Leipzig 1905, 
B. G. Teubner. JC l.öO. 
Das Buch ist zwar, wie der Titel besagt, lediglich ein Leitfaden, d. h. 
eine Art Skelett, dem der Lehrer erst diireh .seinen Vortrag, dnreh Ab- 
hilfltmgen, Vorftihniagen und .Vustiüge l'leiscli und r^phen zu verleihen hat; 
trotzdem wird es bei seinem reichen Inliiaite nicht bloß Scliüiern, sondern 
tach vielen, welche mitten in der I^xis steben, ein willkommenes Nach» 
lehlagebneb auf dem nmfangreicben Gebiete der Baustoff lehre sein, wozu 
nameatlieh die Übei-sichflirlikeit in der Anordnung des Stoffes wesentlich 
beitragen dnrffe. Eine größere Anzahl einfju lier. aber lehrreicher Abbildungen, 
2. B. von Ofen, Mischvorrichtnn?en , FenersehutzummanteluDgen usw. ist 
für das Verständnis an vielen Stellen reclit wertvoll. 

Grunewald, ß. Vatek. 
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W. T. Dyck« Über die Hrriolitimg eines Mueeuois von Meisterwerken 
deat Hatn i wl s sen soliaftea nod Teoludk in Künohan. Festrede war 
Übernahme des enten WaUrektorates bei der Jahresfeier der Teehalscthcii 

Hochschul« I München, gehalten am 12. Dezember 1903 yom dnzeitigTO 
Eektor. 111 u. 10 S. 4". Leipzig l!t05, B. G. Teubner. JC 2. — . 

Die Rede beliiuidelt in ffssolii'-ler dip Aufgaben, wek'he das 

Museum zti ♦rtiillcn bat und die ErwMrlungen, die sich an das Museum 
knüpfen, dessen Zweck bekuuutlicb der seid suU, die bibtorische KntHickelung 
der natorwiasensehaftlitdien Forschimg, der Tedbaük und der Industrie in 
ihrer Wechselwirkung darzustellen und ihre wichtigsten Stofiea durch heryor- 
ragende igrpiBche lleisterwerke zu Teraoschaulidhen. 

Gmnewald. B. Yatbr. 



£• Lrher. Das Wasser und seine Vorwondung in Industxio und Ge- 
werbe. Mit 1j Abbildungen. 12 IS. Leipzig 190.'», G. J. (Jüscbeu. J( — .^0. 

Das kleine Buch euthült wirklich so ziemlich nWt^a, was man über* 
haiipt Tom Wasser an wissen wünschen mag. In knapper, aber fesselnder 
und abersichtlicher Darstellongsweise werden zunächst die Terschiedenen 
chemischen und physikalischen Eigenschaften des Wassers, sowie seine Ver* 
Wendung in allen möglichen Zweigen der Teclinik erliiiitert Ein weiterer 
Abschnitt behandelt die heutzutage so wichtige Frage der Trinkwasserver- 
sorgimg und Reinigung der AbwHi»ser, während in einem Öciilußabsclmitte 
das Wichtigste tlber natürliche und kflnstUehe Ifineralwisser, sowie Aber 
Natur- und Kunsteis nebst den verschiedenen Horstellungsweisen gesagt ist. 
Nur ein Satz darf nicht unwidersprochen bleiben. Bei der Erw&hnimg der 
Gcfnbr des Kesselsteins in Dampfkesseln 8. 71 sagt der Verfasser: . . Springt 
nun eine solche Kruste ( nämlich Kesselstein) ab, so kommt das Wasser mit 
der glflhenden Stelle direkt in BerOhrung, es erfolgt eine plötzliche furcht* 
bare Ürhitzung und Dampfentwickelung, der Druck steigert sich momentan 
ins Unendliche, der Kessel wird /.ersprongt und explodiert." Es ist nicht 
recht ersichtlich, wie ein kleines Stück rotglühenden Eisens in ein- m Dainpf- 
kefsel von mehreren cbm Was''«'rinhalt eine so „furchtbare" ihimpfeut- 
wiekelung verursachen kann, daß der Druck „nAbnentan ins Unendliche" 
gesteigert wird. Die Gefahr liegt viebnehr darin, daß rotglühendes läsen 
einen erheblichen Teil seiner Festigkeit einbflBt und dadurch infolge des 
Dampfdruckes ein Bruch an der glühend gewordenen Stelle eintritt. 

Das kleine Buch kann sonst allen, die si''b über den behandelten 
(Jegenstiiud unterrichten wollen, warm empfohlen werden. 

Grunewald. B. Vatek. 



Die Neubauten der Kgl. SäohsiBChcn Teohnisohen Hoohaohule au 
DzMdeik. Dresdwi 1905. 

Sonderabdrdcke aus der Deutschen Bauseitung (Baubeschreibung), der 
Zeitschrift des Vereins deutscher L&genieiire (Innere Einrichtung) und dem 
Zentralblatt der Bttuverwaltung i Versuchsanstalt in Übigau), mit Tieleo 
photograpbischen Abbildungen, (inmdrissen und Konstruktionszeichnungen. 

Grunewald. B. Vatbb. 
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€. Dietzschold. Die Hemmungen der Uhren, ihre Entwicklung, Kon- 
alfiiktioii, Beparatar imd Bebaadlniig "Wfxe der Beglage, aebst m- 
gehörigen Tsbellen, Eahlreichen Abbildungen und 6 PortiAtB. X vu 234 8. 
Kremfl a. Donau, Nied.-Ostenr. 1905, B. Dietzscholds Verlag. 4.50. 

Ein nützliches Lehr* und Nachschlagebuch für Uhrmachor und solche 
Laien, welche dieser Gegenstand fesselt. Auch die vielen geschichtlichen 
Rückblicke, sowie Angaben über den Lebenslauf der um die bohr Ent- 
\ricklung der Uhrmacherkunst verdienten Männer dürtten tur viele wert- 
voll sein. 

Grunewald. . R. Vatbb. 

N. Uen. Gteodiafo, ein» Daratellmig der Hethoden fttr die Temain* 
anftialime, Landeeveimeaanng und Erdmessong. Mit Z Stetndrack- 
tafeln und 200 Figuren im Text, IX u. 418 8. Wien 1905, FVanz 

Dt' lU icke. Jt 14. — . 

in dem Sammelwerk: Die Erdkunde von Maximilian Klar bildet dan 
vorliegende Bufh den XXTIT. Teil. Es ist mit einem Anhang ver>t'li(n: 
Anleitung zu astronomi^clita, geodätischen und kartographischen Arbeiten aui 
Fonchungsreisen. tJrsprünglich war der Universittttsprofessor und Oberst a. D. 
Dr. Heinrich Hartl mit der Abfassung des Büches betraut; nach dem Tode 
dieses Autors ging der Auftrag auf den T«'Ifa^sl•r über, wel<:her nur die 
bereits veröffentlichten Arbeiten Hartl.'* l)enutxen konnte. Das vorliegende 
Werk ist in erster Linie für die Geographen bestimmt, deshalb gibt t'S nur 
das Wichtigste aus der niederen und höheren Geodäsie in gedrängter lorm. 
Um aber jene 8Stse, deren Begründung nur durch mathematische Becbnung 
irfolgen kann, nicht ohne Beweis zu lassen, sind die zugehörigen AuB- 
ffihrungen in Anmerkunfren zugefügt, sodaß sie von dem Geographen eventuell 
überschlagen werden köniit-n. Die notwendige Bescbrünkung ist auch dio 
Ursache, dati die Ausgleichuugsret-buung weggelassen worden iät. Nur dio 
Aufstellnng der Bedingungsgleichungen ist aufgenommM worden, um er- 
knmen zu lassen, in welcher Art sich der DinfluB der Netsbedingungs* 
gleiehungen auf die Beobachtungen äußert. 

Die Einteilung des StoHVs in die drei Hauptabschnitte Instrumenten- 
kuade, niedere Geodäsie, höhere Geodüsie ist sncbfreinäli, und es können aus 
dem reichen Inhalt des 417 Seiten umfassenden Buches die Probleme der 
Tier, sechs und adit Punkte, die Distanzmessung, das barometrische Höhen- 
Qiessen, die Tacbymetrie, die Photogrammetrie, das Legendresehe Theorem, 
die Gradmessungen, die theoretischen Untersuchungen Uber die Figur der 
Ertle, Bestimmung der Erddimensionon, die Lntalnveirhunjjon und ihr Ein- 
fluß auf Breiten, Lüngpn und A/iniute. sowh- die l'oblböbenscbwaiiknniren 
hervorgebübeu werden. In dein Anhang sind Anleitungen über Ausrüstung 
n Fonchungsreisen, die anzustellenden Beobachtungen und die Verwertung 
derselben gegeben. 

Der strebsame Verfasser, von welchem vor kur/.t^m auch ein Lehrbuch 
der inathemaH-^eluMi Geoj^raphie erschienen ist. liietet in dem vorliegenden 
^^erke viel gut Gelungenes und Schönes, die lol^euden Stelleu aber bedürfen 
der Bektifikation : S. 44 und 45, die Bedingungsgleichungen für beide Nonien- 
ttten letsen TOraus, daß n—1 oder n+1 Teile der Hauptteilung in n Teile 
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des Noniiis fr<^teilt werden, n hozoinhnct imm(^r die Anzab! der Nonientoile 
und muß t-iiie pruktikiildu Zahl sein, da sin stvts als Faktor in der dritten 
Gleichung des Nonius vorkommt. Auch Bauernfeind, den der Verfasser oft 
ann«ht| hat in seinen AnAfAhningen Aber den Koniiu dies nicht genügend 
beachtet. Ferner bleibt 8. 45 der Widerspruch zwischen Zeile 4 und Zeile 13 
V. o. zu beseitigen, auch ist in Fig. 46 der Nonius zwölfteilig gezeichnet, 
aber als zehnteiliger beziffert. — Die Aufhängung des Doppelsenkels, 
Fig. 6.'>a, macht einen scherahattpn Eindruck; der das Lot L tragende 
Faden muß durch die zentrale Bohrung des Gegengewichtes M durchgeführt 
werden. Das in Fig. Ö5b abgebildete Lot ist seiner üngenauigkeit wegen 
unbrauchbar. G&nzlich mißverstanden ist die S. abgebildet« Vorrichtung. 
Der Schmidtsche Lotteller dient dazu, beim Loten in tiefen Schüditen 
den Riihepunkt der langsam schwinpendfn langen Lote aus Ablesungen der 
liiickkebrpunkte an den beiden vorhandenen Skalen zu ermitteln; der Lot- 
körper hängt nicht an einem dttnnen Drahtseil, sondern an einem dfinnen 
Messingdraht, die Trommel befindet si«^ am Tage, der Lotteller in der Tiefe 
des Schachtes, Der dtirch vier Schrauben verschiebbare prismati.stlie Körper 
wird erst eingesetzt, wenn der Kuhepunkt des fr^ischwinfrendcn Lt»tes er- 
mittfdt ist und dient zum Fixieren des Lotdrahtes im Seigerpunkte. - Die 
8. t)3, Abs. 32 beschriebeneu Libellen sind nicht nach Kreisen, sondern nach 
Botationskörpem angeschliSene BShren (Fig. 63); nur durch Biegen ge- 
krümmte BfihrenlibeUen (8. 61) werden in der OeodBsie nicht mehr ver- 
wendet. Ans diesem Grunde ist auch die in Fig. 73 8. 68 dargestellte 
Lihellf ganz unrnnglich, — R. 94 ist der sichtbare oder natflrliclie Horizont 
mit dem sclieiiil);iren und di-r scheinbare mit dem wahrpii Ilorizdjit verwechselt. 
Der letztere darf nicht anders deliuiert wtjrdeti als die gekrümmte Erdober- 
fliehe selbst, wenn nicht in die Lehre vom NiveUieren die gröBte Verwirrung 
hindngetragen werden soll. — In ähnlicher Weise ist die S. 95 gegebene 
Definition des magnetischen Meridians zu !>• riehtigen. Nicht die Vertikal- 
ebene, in wel'-her die Magnetnadel zum Stillstanil kommt, i'Jt der nininu tischt» 
Meridian, «omi» ni die Durchschnittslinie dieser Ebene nui der lüduberÜäche. 
Auch dürlte die gegenwärtige Größe der magnetischen Deklination für Wien 
n&her an 8* als an 9^ liegen. >~ Die 8. 215 für die HeBtisebaufiiahm« 
(Fig. 230) gegebene Fehlerausgleichung ist verfehlt, was sich sofort ergibt, 
wenn man in die Proportion 8. 2 IG die Größen für den Punkt 4 oder den 
Punkt 2 pins'etzt — ■ In Fi?. kann die Angabe des Punktes (!' an der 
jetzigen Stelle zu Irrtümern führen, da unter iif riicksichtigung des Gaußschen 
Koeftizienten die Größe CC nur 0,1306 von BC ist, C also viel dichter 
an C herangelockt werden muB, 

Der rülimlichst bekannte Verlag hat dem Bndi eine ▼orattgliche Aus- 
stattung zu teil werden lassen. 

Berlin. A. Schseidbb. 

▲bluuidS.ll]lg9ii der Ftiea^aohon Soliiile. Neue Folge. Herausg^eben 
Ton Gerhard Hessenberg, Karl Kaiser und Leonard Nelson. 
Drittes Heft. Göttingen 19Ü6, Vandenhoock & Buprechi Ji 2.40, 

Subskriptionspreis . il "2, — . 
Dan Heft enthiilt iiut S. .ilKi — IHO den zweiten (absehließenden) Teü 
der „Bemerkungen über die Niehl i-ukiidische Geometrie und den Ursprung 
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d«r roathemfttiiohen Gewißheit'' von Leonard Nelson, ftuf S. 431 — 140 
„vier Briefe von Hauß uml Willit^lru ^V»'1)•■^ an Fries" und auf i^. 441 — 478 
eirtfn Vortrag ron M. T. Djuvara &ber ,,wiMeiiacbat%licba und religiöaa 
Weitansicht**. 

Nelson nntemicht in dem jetzt Torliegenden Teil seiner Arbeit die 
hege nach der ErkanntBiaqneUe der Geometrie und aetat sich dabei mit 

Lelatschewsky, Riemann, Helmholtz, Mill, Mach, Felix Klein nnd Poincar^ 
an^finaiuler: weitsclinnpnd hrtniehtot der Vf rfas'ser seine Frage im Zii'^ammpn- 
hang der matbenrntisrhen Ilrkenntnis überhaupt, indem er zugleich die 
Ahthmetisierbarkeit der Mathematik, die Quelle auch der arithmetischen 
Axioo» und die durchgängige Ldsbarkait mafhematisoher Fragen untersucht. 
Der Ken der Nelsonsehen Beweisführung ist: Da die Logik su mehreren 
gleiohbereebtigten Geometrien führt, so kann sie nicht die hinreichende 
Quelle der gültigen Gp ^retri^ 'ioin: da andererseits die geometrischen Urteile 
das Mf-rkmal der Allerem. 'ui-iültif^keit tragen, so können sie nielit aus der 
Erfahniug stammen; albo tuLspringt die gültige, nämlich euklidische Geometrie 
oner dritten Erkenntnisquelle, der Ton Kant entdeckten „reinen Ansdbaauog**, 
welche die synthetiBchen ifrieile a priori der Geometrie mflglich mache. 
Nelsons AnsfOhrungen sin<l ungemein scharfsinnig, von durchsichtigem 
Sprarhpewand und zweifellos fe>«5f>lnd nnd wlrhtijr für jcd^n. fl^r dem 
Oegeu$tauU »eine Teüuahine schenkt. Üb die hexkle Frage nun <'udgültig 
gelöst ist, wage ich nicht zu beurteilen. Das nach erkenutniskritischem 
Verfshren gewonnene Ergebnis deckt sich mit dem, welehes 1699 Julius 
Schultz in seiner „Psychologie der Axiome*' auf ^'enetisch-psychologischem 
Wpf^'p gefunden bat. — Die Briefe werfen ein hübsches Liclit auf das 
zwischen den Absendern und dem Empfänger hestehfnde VerhüHnis der 
FreuDd&obaft und Verehrung; mathematisches Interes.s© bietet die Darlegung 
«Oes Fehlers, den Gau 6 in einer La plac eschen Wahrscbeinlicbkeitshetrach' 
tnng Uber die Lage der Kometenbahnehenen entdeckt hai — Djurara weist 
dnrdt Darstellung der Kantischen Lehre TOm Wissen und Glauben nach, daß 
Wjs^fn<!chaft iiu'l Rplijrion nh GesiTier unmöglich seien, da sie völlig ge- 
trennten Gebieten angehören; aber Kant habe den ei;/i ntlichen Ursprung 
der Religiosität nicht entdeckt; erst Fries habe ihre i^eile in der „Akmdung^* 
auigeiunden, der aus einem lebendigen GdRthl erwachsenden Überzeugung 
ninUch, daft die jenseitige Welt des Glaubens und die diesseitige des 
Willens im Grunde eins seien. Djuvaras Aasnihruii;.'< n sind ausgeaeiehnet 
klar; seine Spr«ehe entfernt ?;ich weit von Kant- Ausdrucksweise unfl be- 
weist dadurch, dafi der Verfasser seinen Gegcnst^iud vollkommen durch- 
drangen bat 

Papier und Druck sind vonQglich. 

Berlin. P. Jobannehkon. 



B.Schmid. Fhilosophisohea Jjeaobuch siun Gubraucii an böherua 
Bohulea und nun Belhrtntndinm. Vm o. 166 S. Leipzig irK)6, 
E G. Tenhner. 2.60. 

Der Verfasser hat den ei;?enartigen Gedanken, Abschnitte au« pbilo- 

sophisrli, II Sehriften zu einem Lesebu' Le zu vereinen, K^hr gilicklieh dureh- 
getührt. Das Bach enthält auf 166 ^iten 40 Les<MÜcke, in denen Gnmd- 
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fragen mannigfaehster Art, nümlich metaphysischen, erkenntniskritischen, 
nuturphiloso|)hischen, psycli' '« j-i-^vliort, logischen, ethischen iiu<l Jlsthotischen 
Inhalts zur W-rhanfHunr' koiniiif'U, und die eine Cbcrsiclit über die brenneinl- 
üten pliiluäuphiiiciien Fragen der Gegenwart liefern. Unter den ülter^-n 
Iftistmn sind Descartes, Locke, Hume, Kant und de la Mettrie berllcksidiiigt; 
die anderen Verfasser gehören der neneren und neuesten Zeit an und sind 
zwar überwiegorul berühmtere philosophische Schriftsteller unseror Tage, 
fthrr (loch auch Miliin-'i\ für« ihr Ansehen in er«*''r l.inio ihron natnrwissen- 
scbattiichen Leistungen verdanken, wie Darwin, Hackel, Ratzel, Ostwald und 
Poiucare. Gegenüber dem müglicben Einwaude, daß bei der Künse der 
einsehien StBcIre der Leser in den daselbst vorgetragenen Gedankenreihen 
nicht Kclit heimisch werden könne, behauptet sich das Buch durch die 
erstaunliche Vielseitigkeit der in ihm gegebenen Anregungen. Dabei reihen 
sich die au«^pe\vahlten Abschnitte dnrch innere Verwandtschaft aneinander 
odor sind durch sehr klare Übergangserörtenmgen des Herausgebers zu einem 
gtiurdueten Ganzen verschmolzen. Über die getroffene Auswahl mit dem 
HeraiiBgeb«' zu rechten, wtre swecldos, da hierip der persSnlidie Gesebmack 
entscheidet; wenn aber auch — jedenfalls ans wohlerwogenen Gründen — 
so c^lJtnzpnde PchriftstLller wii» Fechner, Lotze, Heimholt/, und Mach entweder 
L'armcht oder nur in kur/t j Anfuhrunp 7j\ Worte kommen, so wird doch 
jeder Leser an den gebuteuen Perlen der philosophischen Literatur seine 
Freude haben. Primanern, die für den Gegenstand Neigung haben oder 
gewinnen soUen, kann das Buch unbedenklidi in die Hand gegeben werden. 
Berlin* P. JoHAionsaaoN. 



O.FrSUch. Die Bntwioklimg der elektrlMdMn MeMimgen. Mit 124 Ab- 
bildungen. XIU.192S. Braunscbweig 1906, Priedr.Tiewegn. Sohn. ,^6.80. 

Das vorliegende Bftndchenf Heft 5 der Sammlung naturwissenschaft- 
licher und mathematischer Monographien, ist eine erfreuliche Erscheinung 

auf dem Gebiete der elektrischen Meßkunde. 

Es ist nicht eines der vielen Bilderbücher, d«?ieu e.s ja Legion gibt, 
sondern es will die historische Entwicklung auf diesem Gebiete verfolgen, 
ein Gegenstand, der aUerdings dem eingefleischten Berafsteehniker, welcher 
nur nach N< uerungen lechzt, wonig Interesse abgewinnen dürfte, dessen Be- 
handlung aber in unserer an IdcnU n so amtpn Zeit von jedem auf der Höhe 
seinem Faches stehenden Fachmanue Ireudig begrülit werden dttrfto. Durch 
solche Schriften wird, wie der Verf. recht irofl*end bemerkt, nicht nur die 
Obersch&tzung unterdrftekt, die der moderne Fadimann den modernen 
Arbeiten so leicht den ftlteren gegenüber angedeihen l&fit, sondern es wird 
auch oft die Wiederhohmg eines Gedankenganges vermieden, welcher schon 
früher durchgearbeitet wnrdo. 

Es dürfte kaum einen l)erul"eueren Mann zur Behandlung dieser Aufgabe 
geben, als den Verfasser, welcher das Glück hatte, den Werdegang der 
Eldctrotecbnik im Verein mit ihrem ersten Fachmann an der Spitae einer 
Welttirma durchzumachen. 

Das Werk gibt in gedrSngter Kürze den Entwicklungsgang der elek« 
triscben Meßtechnik von Oerst< dt l)is auf die hetitige Zeit, ?pht weniger 
auf die Details der Konstruktionen ein, als vielmehr aut die Prinzipien der 
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Wirkungsweise unter verständiger Beschränkung auf das Notwendigste, wo- 
die gefällige und ansprechende Schreibweise des Verfassers kaum den 
Gedanken aufkommen laßt^ als habe man es mit einer exakten Materie zu 
ttu: man folgt dem Verfasser gern iu meinem (iedan kengange und ist am 
Ende ci^taunt, welche Fülle von geistiger Forschung iu wenigen Kapiteln 
Iwwlltigt wwde, ohiM da0 man dna Lfleke dabei wahnehmeii kaim. 

Manchmal allerdings aitet diese ICnappbeit in lakonische Kürze aus, 
so z. B. in (If'in K!i[)itpl üher Kondensatoren, wo Hr. Frrdieh gut getan hätte, 
ftwas mehr von seiner Erfahrung zum Beste n zu gihin: fern<r in den 
Kapiteln über SelbstindukÜonsspuleu und über Apparate zu magnetischen 
Hwsungen. Audi das Kapitel Aber WftnnemNser liBtte b«i denn immer 
melir vadiseiideii Interesse fttr diese Art der Temperaturbestimmung wobl 
ftwas eingehender behandelt werden können. Ebenso ist das Kapitel „Zfthlw** 
etu'as stitTmüttcrlicli wepfrekommen, Apparate 7nr Wellenmessnng, 
Dämpfung elc. sind überhaupt nicht erwähnt, was hvi dem hohen Interesse, 
welches solche Messungen heute mit Recht beanspruchen, bedauerlich er- 
Bchiinen mnfi. 

Sehr instniktiT ^d die Meßmetboden behandelt, deren Wichtigkeit bei 
der heutigen Vollkommenheit der Meßinstrumente leider immer mehr in' 
im Hinterfrrund tritt, trotzdem sie es doch irerade sind, welche zu neuen 
Gf^ankfii ani*^<^'en und /u wirklichen Foi tsdiritten vorhelfen, und es muß 
rühmend hervurgehoben werden, daii der Verf. gerade diesem Gebiete, dem 
Titel des Werkes entq»reehend, seine besondere Aufmerksamkeit gewidmet 
hat; nur hitton die Methoden der Wecfaselstrommessung dabn nicht an kurv 
kommen sollen. 

Wenn der Verf /nm Schluß das TMld vom Stammbaum der ( Jeschlechter 
heraü/-ieht, so hiitte sich hieran, trotzdem das Werk nicht den Stempel eines 
Xachschlagebuches an der Stirn trägt, doch ein Namenregister der Autoreu 
«thdiger angeschlossen als ein alphabetisches Verseichnis der Inserenten, 
die ohnehin bei dem geringen Umfange des Appendix leicht zu finden sind. 
Das Reklamebedürfnis des Verlegers wäre dann nicht so kraß zum Ausdruck 
gekommen, wie beim Fehlen eines solrhr'n Namenreprij^fprs Trotz der er- 
wähnten Mängel dürfte die Lektüre tiieses biiiidclieuÄ das bieten, was ge- 
wöhnliche Lehrbücher selten bieten, d. b. Befriedigung. 

Charlottenbni^. A. Koepsel. 



AUi del Congreeeo intemazionale di sciense etoriche (Roma, 
1—0 AprUe lOOa). Yolnme Xn. Atti della Sezi one YI II: Storia 
delle sciens« fisiche, matematidie, natnrali e medichei JL&IV n. 330 8. 
Borna 1904. Tipografia della B. Accademia dei Lincei. 

Auf dem großen internationalen Kongre<;s(' der historischen VVisscn- 
Rhaften, der in Rom während der Tage vom 1. bis 0- April 10O;5 ab- 
gehalten wurde, war die Geschichte der physikalischen, der mathematisi hen, 
der naturhistorischen und der medizinisclieu Wissenschaften in die achte 
8drtion gelegt worden, nnd dank den rührigen Vertretern dieser Wissen- 
sdiaften in Italien, nnter denen Herr Loria in erster Linie an nennen ist, 
entfaltete sich ein reges Leben in den gut besuchten Sitzungen, welche in 
den hierfär recht geeigneten Sälen des sehr bequem gelegenen CoUegio 
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Romano stattfandon. Die den Italienern angeborene Lebhaftigkeit und 
Liebenswih-flipkrit tnifTf^n in hohem Grade dazu bei, jeue Tage für alle 
Gäste zu waJireu Ft^sltageu zu iua<;heu, deren Audeukeu als werter Schatz 
in ihrem Geiste bewahrt bleiben wird. Der Torliegende Band, der dm 
Teilnehmern der achten Sektion als Gastgeschenk nach mehr als Jahresfrist 
angegangen ist, enth&lt zunächst di<' Protokolle der Sitzungen, von denen 
im ganzen neun stattfanden. Dann folj^'cn dir» zur Diskussion gestellten 
fünf Thesen. Endlich sind die gehalteneu Vorträge nebst einigen ein- 
gesandten Aufsätzen solcher Teilnehmer abgedruckt, die am persönlichen 
Erscheinen Yerhindert waren. Wir setaen die Ütel der die Mathematik and 
die Physik betreffimden Vortr&ge her: 

H. Cantor. HieronymuH Cardanus. Ein «iseenichaftliohes Lebensbild ans 

d. m XVI. Jahrhundert«. S. 31—43. 
JH. Üurvai. Vita di Giovanni Boljai. S. 46— 4ä. 
€)• Yaeea. Sulla storia deUa numeraaiogie biaaria. S. 6S— 67. 

E, Leben. Plan d'une bibliogrsphie snalytiqne dee ^orits contempoiaias snr 
rhistorie de rastronomie. S. 81 — 96. 

il. Lampe. Das Jahrbuch über die Fortecbritte der Mathematik. Rückblick nnd 

Ausblick. S. 97—104. 
Telix Müller, über mathematische Zeit.-iohriften S. 105—113. 
J, Gaarescbl» Lavoisier accusato di essersi appropriato i laTori scienüfici di 

altri. t: fondata <|ttest*accuRa? S. 116—160. 
B. Almai^ä. Sulla dottrina della maxea nelV antieiiiti danica e nel medio evo, 

S 1']— 164. 

JI. Baratta. Sulla storia degli apparecchi sismici in Italia. S. 166 — 166. 
A. Morl. Per una biblicgtalia geodetiea italiana. 8. 167—169. 

Gunther. Lo svflttppo del celebte strumento astronomico geodetico nominato 

Jacoblist iiV), ovvero Radins a^tronomicus. S I87^is<9. 

G* Uzielli. »"^^ulle miaure e sul corpo di Criato comc campione di misuia nel 
medio evo in Italia. S. 191—801. 

A. Mori. II turtt^rj^io scientifico di Leonardo XimcnL'.i. S. 211 — 213. 

G. Enestrffm. f'i , r kulturhistorische und rein facbmiißitre Behandlung der Ge- 
schichte der Mathematik. Comunicazione del prot. G. Loria. ä, 216 — 217. 

F. Tannery. Sur rhistoire des mots analyse et sjnthdee en mathdmatiqae. 

S. 219 - -'29. 

r. Somitrllana. Nottzie sulla letterahira Yoltiana 231 24:1. 

Ü, Yailati. La dimostrazione del principio della ievu dal« da Archimede nei 

libro primo sall^ eqnilibrio deUe figore piane. S. 248 — 269. 
<G* PlttarellL Inionio al libro „De prospectiya pingradi** di Pier dei Franoeichi. 

J>. Uiumiiiu-Muiler. Krrunea credenza popolare äuU' inveuzione della bussola. 
8. 267—270. 

A. von Itrnnnniflhl. Beiträge zur (lestliichte der Tntogralreohnun;?. f^. 271—284. 
U. i'agaui. Vicisaitudes de quelques äcbautÜloua m^teoriques a travers lea li^lea. 
S. 286—291. 

Y* TouUBassa* Frammenti di nuore ricerche intomo a Nicolb Tartaglia. 
S. 2U.^— 307. (Mit Bildnis u. Facsimile aweier Maniiskhptseiteu.) 

Ditser großen Zahl einzelner Artikel gegenüber muH Referent darauf 
verzichtt-n, auf den Iiilmlt der Mitteilungen näher einzugehen. Die l)h>Üö 
Ansicht der Titel zeigt, daii der Uaud eine Menge interessanten ÖtoÜ'eö eut> 
hilt, nnd daß eine weite Verbreitong dem Buche an wünschen ist. 

Berlin. B. Laura» 
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L Aufgaben und Lehrsätze. Lösangen. 

A. Aufirabeu und Lehrüätse» 

162, Von dem folgpuden phiiiimetrischen 
Satze wird eia einfacher geometrischer Beweis 
gewünscht: 

Steht in einem gewöhnlieben od« fiber> 
addagenmi Trapese der «ine Sehenkel auf den 

Grondseiten senkrecht, und beichreibt man um 
beifle Sclipnkel als Durchmesser Kreise, so 
büdeu ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den 
GegtiDächeukeln wieder ein Trapez, in dem 
der eine Schenkel auf den Orondseitoi senk' 
Rcbt steht 

Berlin. P. Sohafheitlim. 




163. Es ist zu beweisen, daß die Resultante Ton /j — x"* + a, 
fi = + 2 + & eine irredugibU rationale ganze Funktion der Unbestimmten 

a nad b ist 

Budapest. Josef KüascHÄii. 

164« Bei der Difkriminante der Oleiohung 

x" -j- Ä^x"-^ + A^jf"-* 1--^»-!-» + ^« = 0, 

welche sich bekanntlich als eine rationale ganze Funktion der Konstanten 
dieser Gleichnnp (Ai, A^, . . . AJ darstellen Iftßt, ist 1) die Sumine aller 
Zahlenkoethzifeüteu = ± (« + 2) der Koeffizient vou yl^"^ ^ ± ♦*"• 

Diese Sitae sind zu beweisen« und die Vorseicben ± zu prftaisieren. 

Königsberg L Plr. L. SAALaOHffrE. 

166, Satz. AUe Ebenen, die aus zwei festen Kugeln Kreise von 
gleiehem Badins anssohnttden, umhttllen ein Botationaparaboloid, .^^.^ 
Potenzebene der beiden Kugeln zur ScheiteltaQgentialebeDe und die Mitte 
der Zentrale zum Hauptbrennpnnkt hat. 

BresUtt. stud. matb. F. ScHiiBOJM-. 

AichiT du MAtbomatUt nad PbytUc HL Kalb«. XL • 
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lGi>. Gegeben eine zum Eoordinatenanfangspunkte symmetrisch Upende 
A^mSäe mib dem FaraiiMtar deren Spitsen dvidi BOgem von Kreiseii, die 
vm die Punkte x^^a^ |r»±a mit dem BadinB a gesdilagen eind, Ter* 
bunden sind. Wie groß ist die Marimalentfemuiig swiBdien Knie- und 

Astroldenbogen ? 

Fotedam, am 11. M&n 1906. Otto MaaraBB. 



167. Die neun Größen bilden in der folgenden Darstellung, wo 
T>u, d^u, ^^u die geraden eUiptSseheu Thetas, Uj, beliebige Argumente 
bedeuten, ein OrtiiogonalBystem: 

WO ul -a du, Oj, Mg — OjMj 

Wie stellen sich hiernach die zugehörigen sechs Differentialgrößen l>i, i^j, i>j; 
v,, Vj, t'j dar? Und welchen Differentialgleichungen genügen sie, wenn ich 
Yoraussetze, daß die Argumente Uj, Funktionen einer einzigen Variablen 
t Sind? 

Berlin. 2, Jäaxm 

168« Zu der bekannten lutegnlformel 

hat Gancby (Journ. de l'Ecole Polyt cah. 38) noeh folgende aufgestellt; 

r(») - Je-\i — log tät 

Beide Fonneln eind spexielle FSlle der folgenden: 

- if (log 0" T,(t, ^) dt, 

worin n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, und die ganze rationale 
Funktion 7, der Fmnktionalgleielimtg: 
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genügt. Es findet sich der lieihe uaeh: 
Ii 

J,-(«-*)»-.8<(<-x) + <, 

-(<-*)* — Bt(t — xy + 4< (< — a?) 4- S«" - <, 

d T 

and es ist itots auch — — 

Aussig (Bölunen). A. Krug. 

169« Im Scheitel exnes beliebigen KegeUdmitta wird der Oakulaiioiia« 
kreis gezeichnet Von einem beliebigen Punkt« Q des Kegelwhnitte werden 

Mi den OskulatioBflikreis die beiden Tangenten go/.o^'on; die eine tangiert 
den Osknlationskreis in A und trifft <\cn Kecrclsclnntt zum zweit«>nmale 
in P, die andere Tangente berührt dou Oskulationskn is m B und trifft don 
Kegelschnitt zum zweitemnale in Ji. Zwischen liuu Taugt nttnabijclimtU'a 
QA'^QB'^i^^ PA — und BB — tj^ besteht die Oleicbung: 

worin t die numerische Exzentrizitftt nnd p den halben Parameter des 
Kegdschnittes bedeutet — Ftlr die Hyperbel ist noch zn bemerken, daß 
ein Tangentenabscfanitt, welcher seinen Endpunkt im andem Hyperbelast 

bat, negativ zu rechnen ist 

Aunig (Böhmen). stnd. matb. J. Krüo. 

170. Die Zentralkraft F ^r), welche eine Bewegiin^r längs dvr fbent-n 
Kurve veranlaßt, deren (iieichung in homogenen rechtwinkligen Koordinaten 
f{x^^ T^j «- 0 lautet, ist, wenn die Masse des bewegten materiellen Punktes 
— 1 gesetst wird, gegeben durch den Ausdruck: 

F(r) xl^d 

-7 C'-yy . 

worin ^—1/4,1 die Eessesohe Kovariante für die homogene Funktion 

/"(xj, Xj, a-j), C eine Konstante und r die jeweilige Entfernung vom 
Attraktionszentrum, welches als Ursprung des Koordinatensystems au* 

genommen ist, betieuttt. 

Aussig (^Böhmen). — stud. math. Josef Kulu. 

171« Nach Pappas wird ein Rotationskegel durch eine gewöhnliche 
Sehraubenflftche, deren Achse mit der Kegelachse susammenfSllt, in einer 

Kurve geschnitten, deren Projektion auf eine zur gemeinsamen Achse senk- 
rechte TCbene eine Are Ii i III «-di sehe Spiral.- ist. Was entsteht nun aus der 
Eaomkurve bei Abwickelung des Kegelä in eine Ebene V 

Speyer. H. WiELEirNEU. 
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172, Gegebr^n eine Bernoulli^'")io Lemniskate. Man riolie «las Pvct^ni 
der Parallelen zur' Hauptachse der Ki)i\'e und lege die Kreis«- durch den 
Mittelpunkt und je zwei nicht aufeinanderfolgende Schnittpunkte einer 
Futllden. Wm ist der Ort der IBttelpoiikte dieser ^Mise? — Ans dem 
Ergebnis ist eine ein&cbe Konstruktion der Lemniskate benuleiteii. 

Speyer. EL Wiblutkcm. 



178» Werden die Eeken eines Dreieeks mit einem vierten Ponkle 
seiner Ebene Terbnnden, so liegen die drei Punkte» in denen die h&rmonisdi 
zngeordneten Eckenstrahlen die gegenüberliegenden Seiten schneiden, in der 

dem willkflrlichen Punkte harmonisch 7u„"'ordni"tpn Transversale. Wnlche 
Enveloppe bat in der llhene eines Kegelschnittes diejenige Transversale 
eines Pol&rdreieckü, deren harmonisch zugeordneter Punkt den Kegelschnitt 
besebreibt? Welcher Fonkt der Ebene besdumbt dieselbe? 

Holsminden. O. Kobul 



174. Nach Tschebyscheff (Mem. Petersburg {t) 7 (186'.»^ =■ Oeuvre» 
1 1, p. 295) l»t unter allen ganzen Funktionen fiten Ondea der Fonn: 

+ + I-J>„_i« +1», 

die Funktion 

die Eigenschaft, sich zwischen den Grenzen x = ~ h und x = h am 
wenigsten von Null zn entfernen, und zwar beträgt die Abweichung höchstens 
Z 9**"'. Hienns folgt, daA ant«r allen ganaen Funktionen, dmu 
Grad gleich « — 1 oder kleiner ist» die Funktion 

sich in den Qrenzen ( — h ■ • ■ -\- h) am wenigsten von der Funktion *" 
entfernt Im besonderen ergibt sich fOr der Nftherungsausdruck: 

deasen Abweiehung von hSohstens : 8 betrtgt 

Bei Benutzung des Nftbei-ungsausdruckes (je) fttr 9^ erliilt man ftr 
die ganse Funktion vierten Grades: 

als Naberangsaoadmck eine ganze Funktion aweiten Grades und daher ftr 
das eUiptisehe Integral erster Gattung 



_dx 



als NUhürungswert ein JnUgral, das sich durch elementare Funktionen aus- 
führen lifit; dabei ist Ii in geeigneter Weise au wMhlen. 
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Es sollen Grenzen ftir dif AI>Nvoicliun{j zwischen dem ellipti-^chen 
Integral nnd dem so gewoniiHnen Nälirrungsw erte ermittelt und im be- 
sonderen untersuciit weiden, wie sich die Anniihening gestaltet, weuu Uiaa 

mmmti wo Jf eiiift Konstante bodoutei 

flaanoTor. P. Stackbl. 



B. LSsniifOtt. 

Zu M [Üd. n, S. 213) (E. Lampe). — Eine vermeintliche Lösung 
der TriieUioik eines bdiebigen Winkels geht folgendermafien vor. Über 
«iser beliehigen Geraden DD| als Dnrehmesser wird ein Halbkreis gezeichnet; 

ntn teile sowohl DDf als auch den Halbkreis in dr^ i «^deiclio Teile. Ist 
B der Tr ilpuiikt von DDj nicbst J) imd A der des Halbkreises nächst D, 
so besrliri ilu' man durch 
Ä und ß denjenigen 4^ 
Kreis, desseo Zentrum auf 
2>i){ liegt Nun wird 
behauptet, daß dieser 
neue Kreis jeden anderen 
Kreisbogen , der durch 
D und IJ^ geht, in einem 
solchen Punkte T schnei« 
det, daß Bogen J) T 
gleich l T)TT)^ ist. Welche 
AnnüluTung gibt diese 
Konstruktion ? 

WShlt man die Oe- 
Tsde DjD, als X-Achse 
eint s rechtwinkligen Ko- 

ordmatensjst«ms, dessen Anfaner^pnnkt der- Mittelpunkt des durch A und B 
gehenden Kreises stiu möge, und bezeichnet die Koordinaten von i> mit 

(s't 0), die Gerade DD^ mit a, so folgt (s. Fig.) wegen 

und ODA •>= |t aus dem Dreieck ODA nach dem Kosinussatxe: 

|/-|- » äp'* ^ -f- , woraus sich x — \a ergibt Demnach lautet 

die Gleichung des festen^ durch A und B gehenden Kreises, wenn x und 
y die Koordinaten von T sind: ac* + — Tariablen, durch D 

und J>| beschriebmen Krmsas 

(|a-«)»+(y-*)»-r«-6» + ^, 

wo — i> die Ordinate des Mittelpunktes ist 

Durch Elimination von ij aus beiden Gleichungen ergibt si<^ ftr die 
Abinsie des Schnittpunktes T der beiden Kreise folgende quadratische 
Gleiebung: 




I _ 104 n» _ /4a _^ 169 

^ l l4Jo«-i-t>6''^ ~ \36 81 



lGa*+ y6" 
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woraus 

Der zum Bogen D TD^ gehörige Winkel sei dann ist i» — ^ ctg j ; 
durch fiinsetEen wird mithin: 



Da flbr den Ponkt Ä WQg6n ^ " a» " irt, also J|ö ^ a; ^ JJä und 

a; mit abnehmendem ^ wichst, so ist nnr das positive Voneiohen sa 

braueben. 

Man schreibe x in der Form: 

und entwickle ]/49 + 4ö tg'^ in eine Beihe: 

y49 + 48tg«f^ = 7(1 H- 2 tg« {t^;)^ = 7(1 + ^ iV' =F • • 
Daher wird 

Nun ist 



DT « m = y'(x - |a)' + = + + g«' - 1«^; = yjja«-iax. 

Ersetzt man hierin x durch obigen Ausdruck, so geht m nach einigen 
Verein£»chnngen Obor in: 

oder nach ausgeführter Divisbn in: 

Durch länsetzung von tg J = ^ + 3 (2)'"^*** weiter 

Wird der zum Bogen DT gehörige Winkel mit 9 bezeichnet, so ist 

sin ? — ? oder da 2r -r^ 
S tr am 

2 



sin Y — ^ sin 1^ und somit 
are sin sin * r|>y Unter Anwendung der Beihenentwickelung für 
arc sin sin und Einsetzen des Wertes fOr n» folgt; 

■p - i[i + Iii*' • • I* - ± • • •] + r<[i ••■]'■ [iv + ■ • ■]'. 

WO noeh sin ^tp durch die Beihe ersetzt worden ist 
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Nach «udgeffthiter Miütiplikfttioii wgiU sieh: 

1 



1 a 

nli 

Die Koustruktiün ist, wie unmittelbar ersichtlich, genau für » 0 und 
p " 160^. Zwischen diesen Werten finden Abweichungen statt. Der Fehler, 
der daduroh entsteht, daft der dnrcli Jl und B gehende triflenerende 

Hjperbelast in der vorliegenden Konstruktion dnreh dcti durch diese Punkte 
gehenden Kreis ei-setzt ist, wird dunh nachfolgeade Tabelle gegeben, in 
der 6 den nach der ursprünglichen Formel 



sin 



8in 




^ den mittele des Gliedes i^l»* bereehneten Fehler 



(t + } ctg ¥t ^49 ctg« i + 48), 





2<y» 


30» 


40* 


60* 






10* 




16*40' 




7,776" 


26" 


r 


1'64" 


*i 


7,787" 


26,1" 


l'l,ö" 


2^0,9" 




60« 


7U° 


80* 


90* 




20» 


23*' 20' 


26« 40" 


30» 


d 


3' 8" 


4'5ü" 


6'34" 


9' 10" 




3' 29" 


5' 13,6" 


8' 15" 


11'45" 






110» 


120« 


130« 




33° 20' 


36«40" 


40« 


43« 20' 


d 


11'36" 


14' 16" 


16'42" 


18'8'' 


«1 






ardi" 






186<> 


138* 


140* 


149* 






46* 


46*40' 


47*20' 


d 


19' 14" 


19' 18" 


19' 24" 


19'22" 




146° 


150« 


160« 


170« 




48U0' 


50« 


53« 20' 


66*40' 




19' 14" 


18'46" 


15'52" 


10' 






54' 24" 







176* 
68*40' 

4'38" 



Eine Vergleichung der Werte von S^ mit deneu von d Üsßt erkennen, daß 
das Güed ^^v' den Fehler bis zu 30« angenähert wiedergibt Ferner 
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zeigt die Tabelle, daß der Fehler erst bei tf; = 40^ den Betrag einer 
Ifiniifte atveiidil Du MudmniB ikit Abfvreiohung des Winkels tp tob 
üegt b« 140* und betrigfc 19'94". 

Berlin, den 33. April 1906. itod. mafL Wbrmbr Gabokou. 



Zn S4 (Bd. n, 8. 918) (E. N. B&risien). — Le fdinm qni a ponr 
^quation en coordonn^ rectangalaires 

a un pörimetre equivaleut a celui d'une ellipse de demi-axes de longueur 

a et 2 a. 

Das Bogendiffereutial ds hat die Form: ds a dip + f Büitlbui 

für unsere Kurve d« — d^ya* eos' 27 + 4a* «in* 8^, woraus fDr dm aditea 
Teil des Umfaogi: 



tr 
4 



n 
4 



mithin für den gansen Umfang: $ <» ^^^/^ |/l + 3 sin'* 29 d(29j. Andrer» 

sdti lautet die Paiameterdantelliing der Ellipse, welehe die Halbaebssii « 
und 9a hat: « 9o cos 9, y a sin 9, also wiid 



sin^ 9 + 9 '^^^ 
oder da — «yi + 3 sin' 9 «l^. Für den Bogen der Ellipse wixd daher 



2 



-4a/l 



yi -{~ ^ sin^ 9 dqp. Nun ist leicht zu sehen, daß die beiden 

ö 

Bogenintegrale llbereinstimmen; d. h. „die voi^elegte Karre hat mit einer 
BlUpse mit den Halbachsen a und 9a gleichen Umfang." * 

Ich füge noch die Bemerknng hinzu, daß auch die llidieninhahe der 

beiden Kurven untereinan^ler in einfacher Beziehung stehen. 

Bezeichnet nämlich F den Flächeninhalt der Kurve, so ist dF=' jf^ d^, 

mithin ^^*J* ^* ** ~*' ^ Inhalt miserar Ellipse ist 9a*4s, 

0 

d. h ,.der Inhalt der vorgeh j/t» u Kurve ist gleich dem Yierten Teil des 
Inhaltes einer Ellipse mit den Halbachsen a und 2(//^ 

Berlin. stud. math. WsiUifiu Gaedeckx. 
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Zu 41 (Bd. II, 357) iE. T.ampe). — Von der Spitzt- O finor Kardioide 
liehe man dpn Radius (>P uach einom hpüpbif^pn Pimktf 1' dfrsellicn und 
beschreibe über üF als Durchmes^ier iii der zur Ebene der Kurve seak- 
nehtan EbeM einen Kni». WeloiuM ist die Qleichimg der knunmen Ober- 
fllche, die durch alle ao konstmierten Kreise erzea^ wird? Weichet igt 
das Yolumen dieser Oberflllclio? 

E-i ?ei (l^ !'{()) die (Jleichung einer Kurve in rhonen Pfdürkfordi- 
Eikteü r, 0 mit dem Ursprung O, wo f{0) eine stetige und eindeutigu Funktion 
des Arguments bedeuten möge. Über jedem Radiusvektor r als Durchmesser 
oriehten wir den Bjreis, dessen Ebene senkrecht auf der Koordinaten" 
•bes« steht; diese Kreise bilden in ihrtt' stetigen Aufeinanderfolge eine 
krumme Fläche, deren Gleichung wir zunäd? t »nfstellcn wollen. Ist Q ein 
variahlor Pinikt dieser Oberfläche und schließt = o mit der Koordinaten- 
ebene den \S inKcl o) ein, so ist bekanntlich (2) ^ = r'C0Sw. Daher ist 
die Gleichung der Obei^he (3) (> -= f'(6) • cos « in lAumlichen Polar- 
kooidiiiaten ^ 0^ «. Wenn die ursprdngliche Ebene die «y^Sbene war, so ist 
dtr tWgaog zu rechtwinkligen Koord^aten gegeben durch die Gleid^«lngen 

c 9COS9COB0, y — 900se»8in9, f (isin». 

Die Knrre (l) mOge die Gmndknnre und die erw&hnten Kreise die er* 
Mögenden Kreise der Fläche (3) genannt werden. 

Wir stellen ans die Aufgabe, die Oberfläche Si und das Volumen V der 

Riehe (3) zn berechnen 

Nimmt mau aui der Gruudkurve {i) zwei unendlich benachbarte Punkte P 
and P' an, so ist PP' ds ein Bogenelement von (l), und die beiden 
BadisnTektorai OP « r und OP* — r + cf r bilden mit einander den infini* 
tssiflulen Winkel dO] denselben Winkel ä$ scbließ- n au li die Ebenen der 
beiden durch OP und OP' gtdu'nden erzeugenden Kreise ein. welche auf 
der Fläche (3) ein unendlich schmales sichelförmiges Oberllächenelement dSl 
nad ein anendlich dünnes keiliormiges \ olamelement dV begrenzen. Legt 
man jetst doreh die drei Punkte 0, P und P' in der «y-Ebene den KniM 
(li) fs- 3üco8(0— -7), dessen Mittelpunkt die Polarkoordinaten y hat, 
Süd betechtet diesen Kreis als Gruudkurve, so ist die erzeugte fliehe die Kugel 
(3,) p = 2 r cos (0 — '/') eos co oder x' -\- -|- = 2 c (j* cos -f ?/ sin } \ 
»uf welcher die beiden durch OP und OP' gelegten erzeugen den Kreise 
das Oberflfichenelement dSl^ und das Volumelement d\\ begien/en. Diese 
Kugel (3j berfihrt die Fliehe (3) lilngs des durch OP gelegten erzeugen- 
den Knises. PP' als Bogenelement des Kreises (l^) möge mit bc- 
mchnet weiden. Dann ist bis auf nnendlidi kleine Gröfien höherer Ord- 
nung nicht nur dn ds^, sondern auch (4) dSl — f/.Q, , dV = dV^. Ist 
nun iij der sichelförmige .Ausschnitt der Kugeloberfläche (3i), dtsr begrenzt 
ist von den erzeugenden Kreisen Ö y und ö = ö, so ist bekanntlich 
A, — 2<^9rsin(0 — 7), daher «fP^ — Sc'» eos (0 — oder einfach, 

weil nach (ij) 2ccos(ö — y) = r und 2cd0 ^ds^=^ ds ist, dSl^ = ^- rds, 

aUo nach ^4) 

(6) dÄ-Jjtrrf«. 

Ist andrerseits T'j der keilförmige Aus.schnitt de> Kugelvohimens 3j), 
b^renit von den erzeugenden Kreisen Ö y und Ö — ö, so ist, wie bekannt, 
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V\ = nc^ sin 1$ — [l —\ sin'i ö - ; daher d\\ ac* co^($ — y) dÖ, 
«tnd nach (l^^ d\\^ ^xr^dB,^ demnach wegen (4^ 

(6> dV^i%f*d0, 

(Vgl. die Bemerkung des Herrn £. Lampe zu aer roa ilerm W. Stege- 
iD»Dii gegelwiMii LOsoog Band YII, 17d.) 

Die Fofnialii (5) mid (6), in denen mir die Kooidinston r nnd 9 der 
Grondkimre (l) Twicoiiinieit, kOnnen kiefat integriert werden. Ist efcwm 9 
die Unabhingige, so aeien die Grenzen 0^ waä 0^, dann Ist nnmittelber 

(7) Ä-|.yV.^.||^ (8) r^y>^d0. 

INeee Fotmeln lusen lidi andi aw den gewSlndiAea Doppelint^ralen lier- 
leitea, welche für dia Oberfliehe und daa Tolnmen der Flialie (3) ao^geBtellt 
werden kflnnen. 

Beispiela: A) Die Grondkorve sei die Kaxdioid« r « 2a oos* ^ . ffier 

ß 0 ß 

ist d«=-2acos ^ dÖ; daher wird </Ä«2»a*ooe* ^ • dö, dr — wa'ooe^^-dfl 

daa Oberfliehen- bea. Volnmelemeni des Kfitpers ^ » 8a «m* — ' eos 

Integriert man von 4^ » 0 bis 9 — sr, ao «chiU man als halbe Ober- 
flicba bec. halbes Yolnmen: 



0 



0 



2 — M 

ade 



B) Die Lemniafcate r^aywB20 als Omndfaunre liefert ds=^ 



Für die betreffende FUche hat man dSl -{«a^dö, dF » |»a* ooe* 20- d^. 
Durch Integration von 0^0 bis ^ *~ y findet man als vierten Teil der 
Oesamtoberflache Sl — fi^o*, wShrend der vierte Teil dee Geaamtrohunens 

n 

K-i«a»y cos« 2Ö.dö 

ist. Nun ist identisch: 

d(sin 30Vcos20|) - (^3 oo«i 2tf - J — V rf^i 

daher umgekehrt: 

CcQi^ 20 ' d0 \ r~^ + 48in2dl/cos 2Ö 
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md dnrdi EmflUmmg d«r Gremen 0*^0 und ^ -4 



ME 

dfi 



Siliglitiiieli man nodi sin 0 • tm 9, so wird: 



r = 



~'.«a»r- '''' = ' ««».j'r Y 



welches also den vierten Teil des Gesamtvolumens darstellt. 

C) Zmu Sdhlnfi woUen wir noch die 3«- blättrige Bosette, die in Fblar- 
knudimiten dnich die Oletehung r* — 4^o(»'m0 gegeb«i irt, snir Qrnnd- 
hure niUen. Beechrt nlc en wir uiu auf ein Blatt, indem wir etwa 6 

smidmi den Cbuizen + ^ nehmen, so ist 

r « a CM ds ^ a}/oo8^ nÖ -j- sin^ n$ • d$t 

A — fwo* j*wmnO /cos" «0 + sia* n9*d9, 
_^ 

^ 2» 
s» 

Halbieten wir das Integralaonainterya]] imd mnlttplisieren wir dafür das 

Integnü mit 2, so kommt^ wenn man noch ^ ~"~ einf&hrt, 

n 
t 

^ 1 cos vV«ö?V+*?d?^'rfy, 



T 



. — -1 — f cos' © • v«, — - 
4n / ^ ^ 6n 

In Sl setzen wir sin 9 =>> x und erhalten dann: 



dqf — 



1 

no' 
n 



Aussig (Böhmen). stnd. mnth. J. Krug. 
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Zu 125 (Bd. IX, S. 91) (E. Jahnke). — Mit Benutzung der GraÖ- 
mannschen Methoden lafit sich jede Gerade (als gebundener Vektor auf> 
gefafit) durch die Kanton des Bezugstetraeden E^E^E^E^ darstellen, wobei 
die Koeffidenten die bekannto Plflekersche Beddiginig erflUlen. Sind alw 

swei beliebige Punkte, so stellt das ftnBere Produlct 

[PM = a,,[E,E,] + a,,\E,E,] + • ■ • + o^JJ^iBj 

üine beli(^bige (if'railc ( ^u-ljundenen Vektor ) dar. Dabei Ludeuten die a,j 

TT TT ^ 

die sechs Unterdeterminanten der Matrix 21 ■ Jta • «s m Ebenso bilde 

ich die äußeren Produkt« [is^^i], • . . [^s-Pt] und erhalte die vektoriellen 

Darstpünngen <ler Kanten des Totrat^dors I\I\P.^P^. Löse ich diese Olfi- 
chuQ^en nach den Kanten de.s He/.\igätetraeder8 auf und nenne die zu a^^ 
gehörigen Unterdeterminanten, so ist z. B. 

! a,, I [1;, = u,,\PM + «iJAi'J + • • • + ^tdPsP^ 
Da nun die recht« Seite eine Gerade darstellen i>oll, muü sein 

«<4 + ^ii «<6 + "it — 0 (.= 1,2....«) 

Berlin. £. JAHxiui. 



Zu 130 (Bd. DC, 303) (A.Krug). — K< soll dir Au:nhl der Schniti- 
puitkit der Diagonalin eines konvexen n-Ecks im Itmern umi außerhalb des 
n-Edes hestimmU werden, 

1. ZunSehst mögen alle Sehnit^unkie als Toneinander venehieden aa* 

genommen werden. Wir betraohtea die von einer Ecke, etwa Ä^^ des 
Polygons Ai . . . ausgehenden w — 3 Diagonalen. 1>:umi findet man 
leicht, daß die I)iag<niab? A^A^ freradc» (v — 2) (n — v ^ Schnittpunkte inner- 
halb des /< -Ecks enthält. Z.B. liegen auf A^A^ 3 (w — ö) Schnittpunkte. Von 
den 3 (n — 3) Diagonalen, die von den Ecken A^^ A^ und ausgehen, 
kommen nämlich in Abgang: aus der Ecke die Diagonalen A^4^ und 
AfA^y von A^-.A^A^ und A^A^^ von A^: A^A^ und A^A^; und so liefern 
allgemein di' (v — 2) fr — 3) Diatronalcn -^^--1,, für die r <i i> ^ f ist, 
keine zu zählenden Schnittpunkte. Die Anzahl >S aller Schnittpunkte, die 
auf den n — 3 von A^ ausgehenden Diagonalen liegen, ist demnach; 

5 = 1 . (n — 3) 4- 2 ■ (« - 4; + (« — 3) • 1. 

(1) N^' , 

^ V (n - 2 - 

Dist« Summe verlegen wir in swei: 8 ^ S^ — S^, wo: 

(2) 6\ -= 1 • « + 2 • n H 1- („ _ 3) n, 

(S) = 1 • 3 4- 2 • 4 -i- . • . (n - 3)(« ~ 1) 

II— 9 B — tt n — 3 
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Nioh bekumtcn Sltioii d«r KombiBatorik wird: 

/s\ ß (»^8)(n-2)(2n-5) . ^ (» - 3) (n- 2) _ (n ~ 2)(»~-8)(2«-t-l) 

W ^" e 8 « ' 

«Im 

(«) 5_0-l)(^^J...-J. 

Wenn wir nun S mit «, der Anzahl der Ecken, iniiltipliziereD, so er- 
halten wir das Vierfache der Anzahl (Ihf Schnittpunktt?, dwan z. B. wird der 
Schnittpunkt der Diagonale« A^A^ und A^A^ bei dtn vier Punkten A^^ Af^ 

Ä^y jadMmal oen gestthlt. Also ist (4) Ansahl der im Innern 

dM n-Ecks liegenden Diagonalschnittpunktc. 

2« E» kdnnen mehrere Sclinitli|rankte in einen einzigen zusammenfallen. 

Ote dnek d>a Sel>i>itt|>aikt i Dta««»!«.. w M er (*) md «artUw, 
wnl sieh ja „im allgemeinen F^e**, der bei der AbdUilimg im § 1 nigmnde 

gelegt wurde, k Oerade (^"j mal zu je sweien schneiden. 

8. Nunmehr wollen wir feststellen, wie groß die Anzahl der außerhalb 
dss n-Ecks gelegenen Diagonalsoihnit^iuikle ist. Diese ist offenbar gleich 
dar Zih! alkr Sebnit^unkte, Tenmoderfc um die Anzehl der Sehnitl|raakte 

im Innern und nm die der Eckponkte; es fragt sich nun, wierielfach jeder 
Eckpunkt dse «•Ecks zu redmen ist Es schneiden sich it — 3 Diagonalen 

in ihn, also ist jeder Eekpankt ^ — — — mal zvl ta sSUen. Die An- 



zahl aUer Schnittpunkte der ^ ('^ ~ Diagonalen aber ist 

folglich ist die Anzahl @ der außerhalb liegenden Schnittpunkte 

(7) « - ^ (, - BY-t (— 8) - C) - n <^^^. 

£ine leicht zu verifizierende Rechnung ergibt: 

S — i(2«*— 24«»+ 114n«- 120«) 

oder 

Potsdam, den 19. August 1905. Otto MsuamBU. 

Ztt den AosfBhmngen des Herrn 0. Heifiner möchte ieh vor zwei 

kürze Bemerkungen gestatten: 

Nach Formel (l) könnte, wie folgt, fortgesetst werden: 

n— > «-S 
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Dach bekannten Fonneln fftr und Sv* 

-(n-2) ^ g j , 

womit gleich die Formel (6) gewonnen ist. 

iJie Anzahl der im Inntrn gelegenen Diagonalschnittpnnkt« läßt sich 
tuunittelbar angeben, weuu man bedenkt, daß je vier Eckpunkte einen und 
ftwr einen im Lmeni gelegenen Diagonalaolinittpankt des konTexen fi-Ecket 
bestimmen. Ifare Aoiahl ist also gleioh d«^ Ansahl d«r EombinatioDen toa 

n Elementen (den n Ecken) der ▼ierten Klasse ohne WiederiiolnDg === (4) * 

Aussig, Böhmen. A. Kkug. 



Zu 132 (Bd.LX, 303) (M. Peche> — Erste Lösung: Der Mittelpunkt 
des Grundkreisea der foeisevolTente sei Jf ; die Normale PN berühre den 

Orundkreis in Q\ durch Q lege man die bu jVT senkrechte Gerade, die 

NT in P' tri£Ft, und von M aus fiillo man auf QP' das Lot MQ'^ außer* 
dem setze man MQ = r, JilQ' = r'. Daxm sind die Dreiecke P-ÄTr, F' NQ^ 
Q'QM ähnlich; daher hat man 

A /' - jiT» QN^MQ -' 

mithin, da TP - MQ ist, 

QQ'-{-Qy_MQ^ . P'Q'_MQ'_r' 
NF-^ QN MQ PQ MQ r ' 

Weü ^ P'Ö'Jtf = PgJW= 90« so ist AP'Q'M^^ PQM, und weU QP 
Tangente des Krfisps (3/, r) und P fin Punkt der Evolvente dieses Kreises 
ist, so ist auch Q' P' Tangente für den Kreis {M,r') und P ein Punkt 
der zugehörigen Evolvente, und da außerdem noch «jC ^'P' j^' ™ 90" ist, so 
ist die Gerade P'T oder NT Tangente dieser EvolTente. Letatere wird 
also von der Geraden NP eingehüllt. Der Radius r' ihres Gmndkreises 
ist gleich der Projektion von PT auf XT: denn wenn man von P aus anf 
NT das Lot PR fllUt, so ist AQQ'M^PET, mithin 3rQ' ^ ET. 

Frenzlau. W. Stggemamn. 



Zweite Lösnng. — 0 sei der Mittelpunkt des QrandkfMses mit 
dem Badivs r nnd P ein Funkt dw KreiseTolvente, welehe ihre Spitse 

in 8 auf der Peripherit dos Kreises hat. Durch P ziehen wir die 
Normale, welche den ' !n;tidkieis in M tangiert, und die Tangente, auf 
welcher wir PT ?l O abtragen. ] )or Winkel MOS sei a; folglich ist 
PM TO — ra, d. i. die Entfernung der Tangente vom festen Kreismittei- 
punkte. Bewegt sich nun der Funkt M auf der Kreisperipherie um den 
Zentriwinkel Ja weiter, so erleidet gleichzeitig die in P an die Kreis- 
evolvente gelegte Tangente, da sie mit dem Radius 03f stets psutillel ist, 
eine Hichtungsversehiehung um Ja und eine Entfernungsvergrößening von 
O um rJa. — Wir können umgekehrt auch behaupten: „Wenn sich ©ine 
Gerade PT in der Ebene so bewegt, daß jeder Bichtungsftnderung um den 
Winkel Ja eine EntfemungsvergrOßörung yon einem festen Punlcte O um 



Digitized by Google 



Ymniiclite HitteOungMi. 



143 



rJo entspricht, wobei r ein konstanter Proportionalitütsfaktor ist, so am- 
bfllH diese Gerade eine KreiseyoWente, deren Onindkreis 0 nun Mittelpmikl 
ind f sQin Radius li»t^ 

Wenn wir nun auf der Geraden MP das konstante Stück PN ab- 
tragen und <l»'n Punkt .V mit T verbinden, so läßt sich auf die Otrade 
JA' der eben aufgestellte Satz anwend*^n. Nämlich: Das rfchiwniktli{,'f 
Dreieck TPN bleibt bei seinem Fortrücken mit sich selbst kougrueut. 
Mtp BiditnngBlnderang TOn PT van Ja entspricht dieselbe JuDderung bei 
TN, Die Entfemuiig der Oeraden TN yon O ist gleich der Höhe des 
Arallelogranmis TNN'O, dessen Grundlinie TX parallel mit OiV" ist. 
JHmn Parallelognumn ist flächengleioh mit dem Uechtecke OTPM=r-ra. 

IMbcr ist jene Hohe Yn"* ™^ Entfemongaftnderang der Geraden 

jy von 0 bei der Drehung um den Winkel /ia beträgt j, ^ - Ja. Daher 

hüllt die Gerade TN eine Kreisevolveute eiu, deren Grundkreis 0 zum 

Mittelpunkt und zum Badins hat. — Zieht man in dem rechtwinkligen 

Oniscke XPN die Hjpotennaenhfthe PJS, so folgt aus der Proportion 

7J?:P7-. PTi TN^ daB - 7J» ist. — Die Spitie 8* der neneo Knris- 

eiolT«Dte liegt so, daft ^ SOS'^'^PTN, 

Aussig, B&hmen. stud. math. Josef Ebüo. 



Zu 188 (Bd. IX, 377) (£. Jahnke). — Ist 0 der Ifittelponkt des 
btonses, so ist im Teildreieeke BCO die Seite SC ^ a Sehne des 

üinkrsiBes und der daxngehOtige Peripheriewinkel « — ^ , daher 

a-2r.cos|, »l«»r^-^^, 

wenn der Umkreisradius von BCO ist, und entaprechend woraus 
die angegebene PlX)portion folgt: 

r, : : =■ a OOS ^ cos ^ : d oos | cos ^ : c cos ^ cos | • 

Andrerseits ist aber anch a Sehne des zu C gehörigen ümkreises, dessen 
fisdins B sei, daher bekanntlich a — 2J} sin o, demnach » 212 sin 

«nd hieraus ergibt sich : : = sin | : sin ^ ; sin ^ • 

Ahnliche Formein lassen sich auch tUr die Umkreisradien jener Teü- 

dmecke «nfirteUen, die ihre Spitzen in den Zentren der aagescbiiebenen 
Kreise hab«L 

Aussig, Böhmen. A. Kuno. 

Gleiche LOsnngen sind auch von den Herren K. Güntsche, H. Wie- 
Uitner, stad. math. Barnch (Berlin) und F. A, Mflller (Aschaffenbnrg) 
«ngelanfen. l^e<^- 

Die Aufgabe war als Übung zu den GraBmannSChen Methoden ge- 
dacht} eine Tektorielle Lfonng wftre erwünscht £. Jahkkb. 
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Zu 134 (R'I IX, '671) (K. Cesaro). — Die Liouv il lösche Formel fSr 
die geodätische Krümmung lautet (£nc. d. matb. Wiss. III D 3, Nr. 12): 

1 di C08» gint 

jB^ d.-^-KV^^' 

Hierbei bedeuten Äj und liie gendutischcn Kiummuugshalbmesser 
der rechtwinkligen Parameterkurven und i den Winkel zwischen der Flächen- 
kurre und derjenigen Fanuneterknrre, tu der gehört Bei einer 
Botationsfläche ist flir die Meri^Uue «3s die eine Sdur Her FfenmeterkiuTcn 
l/JTi — 0 SU setsen. Da fOr die Lozodrome i konstant ist, so folgt: 

£7' 

Der geodätische Krümmungsradius JTj des Parallelkreises einer Botationsr 
fläche ist gleich dem Abschnitt der zugehörigen Meridiantangent«, der 
z^vischen Knrvenpunkt und Achse liegt. Nun ist für die Evolute einer 
Kibaucourschon Kurve der zwischen Ivuivenpunkt und Direktrix gelegen« 
Absehnitt der Tangente proportional dem Krümmungsradius q der ßibaa- 
oour sehen Kurve; denn leiater» ist eben dadurch definiert, daft der Ab- 
schnitt ihrer Normale, der zwisclien Kunrenpunkt und Direktrix liegl^ 
proportional ^ ist Wir können daher — setzen, soda0 

ist. 

Nun ist das Linienelement ds' der Evolute — dp. Femer ist, da 
« = < (dSf ds*) ist, da • eos» ds'mm ^q. Man hat also (bei geeigneter 
Wahl des Anfangspunktes von s) ^ — s • cost, und endlieh 

(4) E^n- cotgt • 9. 

Stuttgart, 16. November 1905. E. BaTB. 



Zu 185 (B.l X. S. 97) (E. Jahnke\ — Erster Beweis: Vier Punkts 

^j, A^^ A^^ A^ einur Et<eue sind durch die Helation 

l^^s^J^i - [-^^^J-^ + [A^i^lA - Mi-^s-^sl^ - 0 

▼erknttpft, wobei [A^A^A^] — [A^A^A^] + [A^A^A^l — [A^A^A^] = 0 ist 
(vgl. Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenre<^ttQng, Nr. 24). Nun ilt 

[.4^^^-<4,] gleich dem doppelt. n Inhalt des Dreiecks A^A^A,, also gleich 
• a^, • sina^, wobei a , ih-n Abstand -l, .l^ und i.^ den Wink.-l bei A^ 
bedeutet. Liegen die 4 i^unkte auf einem Kroisi-, so gilt außerdem 

Hin a, siu «, sin s^in « , 

°ii «91 "4. ",s 

Die erste Gleichung nimmt daher die Form an: 

wobei die Summe der Koeffizienten der vier Punkte gleich Null ist 
Stuttgart G. Rath. 
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Zweiter Beweis: Sei A^A^Ä^Ä^ ein beliebiget Vieraek ohne einspringende 
Winlcel und A der Scbnit^unkt der b* iden Diagonalen A^A^ und A^A^. 

Setzen wir die (positiv gerechneten) Flüchen der vier Dreiecke A^.l^A^, 
A^A^A^. A^A^A^ und A^A^A^ bezüglich gleich f^, f^, und Z^, so ist 
selbstverständlich - . * ' - . - 

/i +/$-/;+/* 

oder 

Lassen wir bei borixontal ü^fondem Yiereek m Ai und psrallele 
und vertikal nach abwärts gerichtete Kräfte von der GröBe beziehungs- 
weise angreifen, so ist bekanntlich ihre ResultieronJc = + f's eben- 
falls vertikal nach abwärts gerichtet und greift in A au; greifen aljer 
andrerseits in A^ und A^ panülele und vertikal nach aujuätis gerichtete 
Krfifke Toa der GrOBe beuehuugs weise an, so ist ebenso deren Be* 
mltierende ~ + /« vm^i^ OMib anfwlrts gerichtet nnd greift auch in Arno, 
Daher stehen die vier Kräfte f^, fj, Z*,, im Oleichgewidite^ was van im 
Sinne des baiyzentrischea l£alkuls schreibt: 

(Ä) + A-A-^-o. 

Ist das Viereck A^AfAfA^ spesieU ein Sehnenviereck, so haben die 
vier Dreiecke A^A^A^f A^A^A^, Ä^A^Af und A^A^A^ ein und denselben 

Umkreis vom Radius r: multipliziert man fl) und (2) gliedweise mit 4r, 
so kann man jede dröüe -irf^ durch das Produkt der drei entsprechenden 
Dreiecksseitpn ersetzen. 

Aussig, Böhmen. , _ Ötud. math. Jos. Kbuo. 

Zu 188 (Bd. X, a 98) (0. Outsebe). — Die Seiten des größten 
der Kardioide r = 3a(l cos 9?) einbeschriebeoen Rechteckes sind jedenfalls 
parallel zu den Koordinatenachsen. Sind P. die vier Eckpunkte (» — 1, 2, 3, 4) 

mit den Koordinaten z^, y^ oder r, q?^, und sind und P. ilie zwei Eck- 
punkte, deren Ordinaten tf^ » positiv und deren Ab^ziss&u J^i^^ sind, 
to ist die Fläche des Rechteckes 

(1) F =" cos 9j — cos tp^) (t\ sin g>i -{• sin qpj) 

m einem Mrtximum ZU machen, während die vier Variabeln r^f 9^, ff» 9*1 

den (ileichungen , 

(2) fj - 2a(l + cos ^pi), r, — 2a(l -h cos tp^), sin 9, — r, sin 91 

genügen. Die Vambeln 9, ™^ 9t lassen sich leicht fortschaffen, denn 

r. — 20 V'r<(4a— 
cosy, smsPi-'- ■ ' 

Statt (1) nnd (2) bekonmit man also: 

(1 -) 4a»P - (r^ - r,)(r, + r, - «)(r, ^»^(I^-T,) + r, }^(4 
(2') '1 + r»r, 4- rH- r; - 4«(r» + + r|) - 0. 

Jetst führt man statt und r, die beiden neuen Variabeln 

(3) f = n + r,, ^ — r,r, 

AfshiT dw ll»thwn»tik nad Phjrtlk. m. a«Ui*. XL 
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«in, dann erhält man statt (2 ) 

<* - 4a«^ - 28t + 4a« — 0 

oder 

(2") *«>-4a5« 

AuB (8) folgt aber wegen r, > r, 

H-yV — 4« g — yg* — 

und mit Bfldniclit anf (2") 

Setzt man dios" Werlo für und in (l') ein, so kommt aaeh 
einer kurzen Zwischenrecbnung: 

(1") 4a'F- ^(6ö - 8f{$ - 4a)^(8 - 2o)"^, 

also ist die Fläche des Rechtecks durch die einzige Variable s r ^ 4* ''t 
ausgedrOekt Für daa Mazunnm Ton F Iiat man bekanntUeh dF^d. 
Mitbin ex|pibt sich dia Gleiobnng: 

i__L_4.^ ' ^0 

« 6a~« ^ e — 4a « — 2a 

oder 

Ä* — 10a«' -f 30«*s — 30a^ == 0. 

Bio eiiudge reelle Wnnel dieser Oleiebnng berechnet man mit Hilfe 
der Gardanischan Foimel und findet « — |(10 + V^OÖ -f VxÖ). 

Böhmen. Stnd. matii. Job. Ebuo. 



Zu 189 (Bd. X, S. 98) (0. Meißner). — Anf ein horizontal Uegen- 
ctos, ebenes, ans rechteddgen Haschen mit den Seitenltagen a und b be- 
stehendes <n*t werk wird eine Nadel von der Länge c geworfen. Wie groft 
ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie auf dem Oitterwerk liegen bleibt? 

Unter den angegebenen vereinfachenden Voraussetzungen eigibt sich, 
wenn a > 6 > c ist, fUr die verlangte Wahrscheinlichkeit 



in allen andern Fällen gestaltet sich da« iiesultat viul verwickelter; t. B. 
wenn a > c > & wnd gleichzeitig c < 2 & ist, dann ist 

^ b 

ibc — 2 ii- — c* 4- 4« 1 1- — t' — 4tt6 arc coe — 
' ' e 

ist aber a > c > & und gleichzeitig c > 2 6, dann ist 

6«+2a(Vc"-ft« — Vc^TF«) — Äoft/arocos- — 2Mece8 

w — ^ 

abn 
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In den übrigen Fällen, in denpn r >• n Ist, gestaltt ii sirli die rmlformeln 
meist nneb etwas länger. Die Herleitung dieser Kurtiu ln t rt ordert zwar 
einige Geduld bezüglich der erschöpfenden Aufsuchung der günstigen Fälle, 
bietet jedoch keine prinzipiellen Sdnvierigkeiten. 

Aussig (Böbmen). Btnd. matfa. J. Kjtuo. 

Zusatz des Aufgaljestclh-rs: Für rt >■ 6 > c tiiult t sicli die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit dixckt bei Cisuber, „Cieometriscbe VVahrsebeinlichkeiten 
und Mittelwerte**; Leipzig 1884, anf 8. 93; jedoch nur infolge eines Ver* 
seheos des Verfkssers. Nachdem er nfimlich mit ^ die Wahracheinlich* 

kdt bezeichnet hat, daß die Nadel überhaupt zwei Gitterlinien trifft, be- 
rechnet er die Wahrschpu'li likeit, daß der Mittelpunkt der Nadel dabei 
zwischen die beiden Treffpuukte fällt, d. h. die in meiner Aufgabe verlangte 
Wahrscheinlichkeit. 

Gleich 1 wird die Wahrscheinlichkeit erst, wenn c > 2"^«* -jr h^^ nicht 

ichon im Falle +T» < c < 2 /a^ + 6*. 

Potsdam, 6. April 1906. Otto Meissner. 



Zu 143 (üd. X, S. 197) (J. Krug). — Es soll die An^aiil der Kom- 
Unationen von f» Elemmten zur rten KUsse ohne Wiederholungen, wobei 
keine Komplexion zwei benaehbarte Elemente enthalten darf, ermittelt werden. 

Man bezeichne die Elemente durch die Zahlen 1, 2, 3, ... w und die 
Anzahl derjenigen hier in B» tiiu ht kommenden Kombinationen zur rten 
Klasse, die mit 1 beginnen, durch z^. Ist zuniichst » = 2, so hat man, 
mit 1 beginnend, die Amben 13, 14, 15, ... l(« — l); es ist also = n — 3. 
Geht man m den Temen flher, und heseiohnet man jede Teme, die mit 
1 beginnt und mit k endigt, durch 111^, so beginnt die Reihe der Temen 
mit III5 und schließt mit TTT,, j Es gibt nur eine Torne TIIj.,, nämlich 
135, zwei Tcnion 111^, nämlich 136, 146, drei Ttmon ITT,, nämlich 137, 
147, 157 usw. Die Temengruppe umfaßt die Temen 16[n — l), 

14(i( — 1) ... 1 (» — 3)(n — 1); ihre Anzahl ist » — 5. Demnach iat 

l^-l + 2 + 3+-- + («-5)-^"-*)';-^'-J«^ 

wemi JJ^ die fte figurierte Zahl jiter Ordnung heieiefanet Die Beihe 
der Qaatemen beginnt mit IV^ und endigt mit IV, _|. Es gibt nur eine 
Qnateme IV,; sie wird ans der Teme ÜI^^ gebildet. Die Quateraen d< r 
Gruppe IVg werden aus den Temen ITTr, und TTF,. fTpbildct: ihre Anzahl 
ist 1 -f- 2 = 3. Die Quatemen der Gruppe IVy entstehen aus den 'l\rnen 
III5, lUg, 11I.J, und es sind ihrer 1 + 2-1-3 = 6. in gleicher W'eiMo geht 
«8 weiter, und man findet 

jf^-i + 3 + 6 + -- - + i^:'-7 = 

= 1 + .1 -f 10 + • . • + F;»:« = Fl'L,^ 



_ (n — 8 f-f 1) I H — -.ir -f 2) ■ • '" —f—^) /" — r — l\ 
~ ' 12 3 (r—i) \ r — 1 / 

10* 
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Aus (lir^sen Formen crhült man f^umh '/vklisehe Vertaiisfhiing der m 
Elemente n:^ FornK ii, xau denen jedoch immer je r Formen in eine zu- 
suinmenfallen. Ks iigiol sich also 

Diese Zahl gibt an, wieviele verschiedene konvexe nicht sternfSrmige 
r-Ecke sü h einem konvexen }}-£ck so t inlii si-hreiben lassen ^ daß die Seiten 
des r K( ks /viLrleich Diagonalen des »-£ckä sind. 

Trenzlau. W. Steuemann. 



Zu U4 (Bl. X, 107) (E. Cesaro). — Die geodätische Krümmung 
17? ('iiitr Flfli heiiknrve läBt sich nach T^iouville (Eiu'. d. niath. Wiss. 
ili i > J, Nr. 12^ mit Hilfe der geodütischeu ivrummungen l/A'^ und 1 A j der 
rechtwinkligen ParameterlnirTen t* — const. und u = consi aiudrfieken: 

Jf ~ d« äT ^ * 

I ist der Winkel zwischen der FlÄchenkurve und der Kurve u =— const 
Wählt man auf der RotationsflSc^e die Meridiane als die Kurven v — eonst, 

80 ist fül l 0, während für die Parallelkn ise = r/s'm <p ist^ 

wohei r der Hailbmesser des P:ira!lflkreis('> und <p der Wiiikol /wlsrlien 
Achse und Meridiantanwnte ist ist 6' der Schnittpunkt der zum Funkt 
M gehörigen Meridiantaugente mit der Achse, so ist SM = K^. Nun soll 
das von S auf die Tangente MT der FlKchenkuire gefilllte Lot ST gleich 
der Konstanten a sein. Es ist also 

o V ^ • V • r cos I 

o =s ff Jf • eot I ^ A. COS I » —. — • 

^ 8in tp 

Duich DiiiVreutunioii folgt: 

«/I 1 /a cos qp rfqp asin^ dr\ 
di iin«V d» r* ' Wif 

Nun ist d$ • sin i j?leich dem Linienelement ds^ des Meridians. Ferner 
ist </qr <f>', gleich der Ki-ümmung des Meridians; A'j ist zugleich der 

eine Hauptkrttnunungaradius der FlSche. l/r*cos9 ist gl^eh der sweitsa 
HauptkrÜmmoDg l^i^tt clr/<7.<, ist gleich sin 7. Man hat also: 

di a a »in* <p 
d» ^ r» ~ ' 

Setet man dies in den Ausdruck fSr l^R «in, ao ist 
1 n aein'y coet 

j , cos* aiin'^ ^ . , 
oder da j^" ~ ' ^ ^ 

1 Ü _ 

d. h. die g<^fttisehe Krümmimg i$t gleich dem Krümuiuugsmaß der Fläche, 
multiplin<>rt mit (k 

Stuttgart B. Rath. 
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Za 145 (DJ. X, S. 197^ (Paul Epstein). — Alle Geraden, die aus 
iwd ftsteii Kreiaen Sdinen von gleicher Liinge auBschneiden, luiihlUIen eixie 
Fuih^ die die Potendiiiie der beiden Kreiie sur Sclinteltangente und die 

lütte der Zentrale som Brennpunkt hat. 

Kr<to Lösung. — Eine Oeradf» g, die aus 2 festen Krf!S(-n mit doa 
iülteipuiiktf'n K und A' Öehuea voa gleicher Länge ausschnci'let, treHe dea 
ersten Kreiü K in den Punkten M und jV, den zweiten A' ' in den Punkteu M' 
md 80 daß MN^ M'N' ist Die Halbierungspunkte der Sehnen MN und 
M'y' seien bezüglich P und P\ der Albierungspankt der Strecke PP' sei Q. 
Der Punkt Q muß auf der PotenzUnie liegen, da QM • ^.V ^QM' • QN' ist 
Die im Punkte Q auf 7 errichtete Normale triüt die Zentrale KK' im 
Halbierungspunkte da ^i»' parallel zu den Strecken PK und P' K' ist. 
Erinnert man sich nun an doi bekannten Satz, daß der Fußpunkt der 
Tem J^ennpunkte einer Parabel auf eine Parabdtangente gefüllten Normale 
in dar Scheitelt&ngente liegt, und faßt man die Potenzlinie der beiden go> 
gebenen Kreise als Sebpitfiltangpnt«' einer Panibcl auf, weldie ibrrn Brenn- 
punkt in F hat , so muß die Gt^ra<le fj diese Parabel berühren. Da nun 
die Potenzlinie und der Punkt F vun der Lage der Geraden g unabh&ngig 
aind, ao mu0 auch jede andre Omade y, wran sie nur aus deo beiden ge- 
gebenen Kreisen Sehnen ▼om gleicher Linge ausschneidet, die Parabel be- 
rühren, oder mit andern Worten: Die Geraden g umhflllen eine Parabel, 
welche die Poten/liniM der beidon Kreise zur Scheiteltangente und die Mitte 
der Zentrale zum lirenupunkt hat. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kuu«. 

Mit dieser Lösung stimm* n im \ve»entlicheu diejenigen übereiu, welche 
vüii dea Herren W. Stege maun (^Prenzlau) und 0. Guts che (Breslau) 
etDgelanfeB sind. Bed. 

Zweite Lösung. — Die beiden Kreise mögen die Gleichungen haben 

Ii = a:» + / - 2 ax - c« = 0, 

K, = x» + /-2fcx-c* = 0, 

sodaß j- = 0 die Potenzlinie ist, führend der Mittelpunkt der Zentrale die 
Koordinaten f(a4-^*)|0 hat. werde von einer Geraden 

^ = ux + vy w = 0 

geschnitten. Eliminiert inan >/ zwischen K, und G, so ergibt sich für die 
Abszissen x^, x[ der beiden iSchuittpunkte die Gleichung 

x'(tt' + V*) + 2x(uw — av*) 4- — c*t?' 0. 
Dann ist aber 

jt, — = Oy{uic — av^y — (tr -f r' i i w* — c*r*l 
und ebenso tür die Absrifsen ^5, xi der Schnittpunkte von lf^, und 6 

X, - xj' = ö y{uw - bv^y - («» + r*) ö^« ^<rv-) . 
Durch Gleichsetzen beider Diffe renken ergibt sidi ohne weiteres die Gleichung 
der gewünschten Parabel in Linienkoordinaten 

(a + ^) — 2 ttw oder in Ponktkoordinaten » 2 (a + ^) ^• 
Speyer. H. WiBtBiTKBR. 
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Dritte Lösung. — Jede Gerade, die aus den beiden festen Kreisen A'j 
und TTj zwei Sehnen AB und CT) von pleichor Länge ausschneidet, 8t«ht 
senkrecht aui' J*3f, der Yfnhindungälinie der Mitte M der Zentrale mit 
ihrem Schnittpunkt P mit der Potenzünie p. 

Da n&mlicb P ein Punkt der Potenilinie ist« so PA • PB 
PO ' PD. Sind nun die inneren Abeehnitfce einander glmdh (AB — CD), 
80 müssen es auch die ftuBeren sein {UP ^ PC)^ und daher ist andi 
MyP = Pl\f^, wenn M^ und die Mitten der Sehnen sind. Da nim 
weiter ]\\M ^ MK^, so ist JiP als Mittellinie des Trapezes K^K^M^Mi 
parallel K^M^ und K^M^ und steht also senkrecht auf Mj^M^. Umigekehrt 
ist eirsiditiieli, dafi jede Senkrechte in einem Punkte P dar Potmxlinie 
auf PJIf die beiden Kreise iu gleicbra Sehnen adineidet DnrcUluft eonut 
der Punkt P die Gerade />, to ergeben die auf PM = s in P errichteten 
Senkrechten alle Geraden, die ans beiden Kreisen gleiche Sehnen ausschneiden. 
Infolge dieser Erzen frnngs weise sind nun diese Gera iHn die \'f r!<!!i dungs- 
geraden entsprechender Punkte zweier [)rojekiivur l'unktreihen, numlich der 
Punktreihe, die der StrahlenbUschel (M^ s) auf j) und der Punktreihe, die der lu 
ihm kongruente StrahlenbUschel (3f, s') der je zu 9 senkrechten Strahlen s* 
auf der unendlich fernen Geraden einschneidet, und bilden demnaoh den 
T;<Ti^'^^Titenl>iisrhel einer Par:i])cl. Als Synimetriegerade der ganzen Figur ist 
die Zentrale auch Achi»e die-ser Parabel und die auf ihr heukreelite Tangente p 
ist daher Scheiteltangenie. Die von M an die Parabel gehenden Tangenten 
sind die Doppelstrahlen der um M von s und s' gebildeten reehtwinldigea 
Involution, d. h. die durch M gehenden isotropen Strahlen. Als Schnitt- 
punkt zweier von den absoluten Punkten an die Parabel gdiender Tangen« 
ten i.st daher M Brennpunkt der Parabel. 

Breslau, April 1906. stud. math. F. Sohlbqbl. 

Vierte Lösung. — Let the ooordinates of the centres of the two 
cirdes bo (a, 0) and ( — «, 0) and thdr radü /■ and R i*espectivelj, If 
ff^mx-^ b ia the equation nf n str^ight line, the distaaces £rom the 

centres to this line are and -\ " , and hence tiie lengths of the 

diords of the eircles are 



Equating these we get 

4 am 

and henoe 

y"*"* 4am 

Differentiating with respect to the parameter m we get 

and henee 

JB« — r« 
* iam' 
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Kliminating m we obtain the oqaation of the enTelope 

wliich represents a parabola whose Vertex is at the point where the radical 
aus of the two circles cutä the axis of and wbose foons iB half waj 
between the centres of the oircles. 

La Fayette, Ind- Jacob Westi^i-xd. 

Der Satz ist, wie ich zufällig bemerke, bereits von Steiner aus- 
gesprochen worden; er ündet sich in der Al^handlung „Neue BestimmungS' 
arten der Kurven zweiter Ordnung", Ges. Werke Bd. H, S. 455. * 

StraBburg i. E. ^ Paul Efsteik. 

Zu 147 (Bd. X, 8. 198) (H. Wi«l«itner). — Zu bestimmen ist der 
geometriMhe Ort fOat die Wtndepimkto aller Konehoiden mit gemeinsamem 
Fd nnd gemeinsamer Balis. 

Brste Lösung. — Die Gleichung der Konohoide in Polarkoordinaten 

laiitot: r s ^ a. Die Wendspunkte sind gegeben durch die Glsichung: 
h unserm FaUe ist also: 



eoe»y X i- T 0Q,4^ \^ V \e0s9 oos*9 ) ^ 
oder in reduzierter Form: 

a + ^ «.0« 

coa 9 cos qp 

Daraus ergibt sich für 

2c8in'flp c 



OOS* ip OOS 9 

Sellen wir diesen Wert in die Gleichung der Koncboitle ein, so ergibt sich, 
da a eliminiert ist, ohne weiteres als geometrischer Ort der Wendepunkte 
Sil alle Konehoiden mit demselben Pol und derselben Basis: 

Sc sin* tp 

cos' qp ' 

4L L in karte&iscbea Koordinaten die Gleichung der aemikubischen Parabel: 

2cy>. 

Aussig (Böhmen). stud. luath. Josef Kruo. 

Bemerkung. Der angegebene Ort wurde schon von La Hire auf- 
gtstellt (Mem. Ac. Royale des Sc. 1708 (Paris 1730), S. 59). Da er aber 
in keinem der bekannten neueren Bücher steht, durfte wohl wieder auf 
ilm hingewiesen wsrdm. H. WiBLunfEB. 

Zweite Lösung. — Bezeichnet man die Entfernung des Pols P der 
Konchoide von ihrer Basi** rait a, das veränderliche Zwischenstück mit m, 
&o ist die Gleichung der Kunchoide, bezogen auf die Basis als Achse, 

ar'y* — (a 4- y)' (m* — y"). 
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Buana ergibt adi 

für die Wendepunkte ist also + 3a^' — 2ow* — 0 oder 

Setzt man dies in die Konchoidengleichung ein, SO erhält man als Gleicfamig 
der Ortskunre der Wendepunkte 

• ia 

Die Wendepmikto der Kondioiden liegen also auf einer sanünibisdieii Fmbd, 
deren SpitM in P Hegt und deren Adise mit der gemeinsamen Adise aller 
KoDchoiden zusammenfilll 

Prenilan. W. 



Die ^eiclie Lfieong ist no^ y<m HeriD stnd. math. Barucb ein- 
gelaufen. Bed. 

Dritte Lösung. — Aus der Parameterdarstelhmg 

X ~ a eoig 9? + 6 «>s <p, y = a h sin ^ 
folgt, wenn man naeh x diffarenziert. 



und 



^ (o -f siti'<p) dtp 

sin* 7 dx 

dy dff freOByiin'qp 

^ ^ « - 6 cos 9 . - - «^^^.^ 



Bildet man nun ' \ and setet man diesen Wert gleich NnU, so eigibt sieh 

2 fl — 8 sin* (f — h sin' 9 = 0, 

SO dafi also tür einen Wendepunkt 

j a 'i — 3 Bin* qp) 

sin* 7 

ist. Die Ordinate eines Pimktes der Ortskurve für die Wendepunkte aller 
Konchoiden, die man für Tersdiiedene Werte TOn h erfallt, ist daher 

, . . ««(1— «n*^) » . • 

jp-a + 6sm9>---'^T~^ -Saootg« 9. 

Femer ist 

« — a eotg 9 + ^ OOS 9 — a cotg 9^1 + — 2a ootg* 9. 

Die Oitsgieicbxmg tÜr die Weudepunkt« Lautet ako in Parameterdarstellung 

r -= 2 (7 cotg* tp, y ^ 'la cotg* q> , 

mithin in n olit\\ inliTigon Ko» r iuiaton y* = 2 fix*. Sie stellt also eine {«emi- 
kubische Pambel dar. (VgU übrigens G. Loria, Höhere Kurren, Leipsig, 
B. G. Teubner, S. lal ^ 

Breslau, 27. Apnl 1906. 0. Gutschs. 
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Zu 148 (Bd. X, S. 198) (K. Lemoine). - In der Eb.-ue dos Drei- 
ecks ABC soll nin*' Richtuntr derart bestimmt werden, daß, wenn man die 
Dreieckiseiten auf diese Kieiitung projiziert, die Summe der Quadrate der 
IVöjelcti<meiL möglichst Idein w«rde. 

Erste LQsnng. — Man konstraiert über der Seite AB des gegebenen 
Dreiecks ABC nadi beiden Seiten je ein gleichseitiges Dreieck, nämlich AB(\ 
und ABC^. Die H^llM'prnngsgoradpn deg Winkels C\Cf\, und seines Xfcl)f>n- 
winkels geben die Kichtungen an, daß die Summe di-r Quadrate d'>r Projek- 
tionen der Seiten des Dreiecks ABC auf dieselben ein Maziiuum be^w. 
Uiiumiiai ist 

Der Beweis werde gefBbrt durch Behandlung der allgemeineren Aufgabe: 
Auf welche Oerade P muB man die Seiten eines Dreieoloi ABC projisieren, 
4aniit die Summe der Quadrate der Projektionen 

8^ = Fe'» + C' + Zb'» 

«in Madmnm oder Minimnm werde? 

Im gleichseitigen Dreieck ist diese Suitime fdr alle Richtungen kon* 
stant, wovon man sich leicht überzeugt. Es sei nun A^B^Cq ein gleich- 
"^oitiL't'v Dreieck*, seinen Schwerpunkt 0 wählen wir zum Ursprung eines 
rectuwmkligeu Koordinatensystems, dessen X- Achse in beliebiger Richtung 
^genommen wird, and verkürzen die Ordiuaten der drei Eckpunkte, alle 
i») gleichen Verbftlüiisse. Dadurch erbtit man ein Dreieck ABG^ von dem 
^ie Summe der Quadrate der Seitenprojektionen auf die X-Aelise. 5,, die- 
selbe ist, wie beim nrsprfln glichen gleicliseitigen Dreieek --lo^o^o' "^^'i^^rend 
auf jede iuidere Gerade G aber .S',^ kleiner ausHiHt nnrl speziell Sy auf die 
r-Achse am kleinsten ist. Bei jener Ordinateuverkürzung ist der dem 
glddueitigen Drnedc A^B^Cq umgeschriebene Kreis sn einer wa ABC 
nngesdiriebenen Elliine K geworden, und swar au j«ier, deren Ifittelpankt 
mit dem Schwerpiuikt des Dreiecks ABC susammenf&llt. Diese ElUpse 
ist bekanntlich die kleinste unter allen Ellipsen, die man dem Dreieek ABC 
umschreiben kann und führt dfii Namen: Stoinersilie Ellipse. Abstraliiereu 
wir jetat vom Dreieck A^B^^C^, so haben wir hiermit folgenden Satz ge- 
wcBBtti: „Die Summe der Quadrate der Projektionen der Dreiecksseiten 
Mtf die Blchtong der grofien Achse dM* Stein ersdien Ellipse ist ein Ifaii* 
ntnm, auf die der kleinen Adise ein Minimum.'' Hänrnach ist die Aufgabe 
zurückgeführt auf die Bestimmung der Aebsenrichtungen der Steinerscben 
Ellipse. Diese werden folgendermaßen hestimmt: 

1. Die bteinerscbe Ellipse schneidet den dem Dreieck ABC um- 
gesduriebenen Kreis im Steinerscben Punkt M\ daher bilden die yier 
Punkte A, B, C, R die Basispunkte eines Eegelschnittbfischels, dem. ein 
Kreis angehört. Nach einem bekannten Satze »nd dann die Achsenrichtungen 
^Smtlicher Kegelsebnitte des Buscheis nntereinander parallel. Man braucht 
abo nur von einem der im Bü.schel enthalteneu Geradenpaare z.B. BA^ BC 

beiden Winkelhalbierenden zu konstruieren. 

2. Man zieht durch den Mittelpunkt des dem Dreieek ABC omge* 

geschriebenen Kreises und den Grebescben (Lemoineschen) Pimkt eine 
Gerade, welche den umgeschriebenen j^reis in A'j und schneidet und 
bestirumt /u diesen Schnittpunkten die (im Uuendlicben liegenden) Winkel- 
gegenpunkte. 
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3 Konstruiert man über den Seiten des Dreieckes ABC nach außen 
gleichseitige Dreiecke BCA^^ CAB^, ABC^, so schneiden nich bekaniitlieh 
die Geraden AA^^y BB^^^ ÜC^ in einem Punlrte M, dessen wesentlichste 
Eiganschaft ist, daß die Summe seiiier Ahrtimie von den Ecken dee Dreieokes 
«in Minimum ist; einen analogen Punkt M* Mommi aMB, wenn man fiber 
den Seiten des Dreieckes ^ 7? C nach innen gleiehseitigp Dreiecke BCAf, 
CAB^, ABC, errichtet nnd die (Geraden AA^, BB,, CC. zieht. Ist 0 
der Sehwori)utikt des Dreieekes ..4 />' C, so halbiere inau jetzt den Winkel iVJOiVl' 
und seinen ^Nebenwinkel. ^Die i'uukte M und M' liegen auf der Kiepe rt- 
schen Hyperbel von ÄSC, deren Asymptoten mit den Achsenriditnngen der 
Steinerschen Ellipse parallel sind. Nenberg und Gob, AFASFtnBf 1889.) 

4. Die einfachste Konstruktion ist folgende: Man konstruiert, wie 
unter 3., aber nur über einer Dreiecksseite, B. über BC die beiden gleich- 
zeitigen Dreiecke BCA^ und BCA^ und halbiert den Winkel A^AA^ und 
seinen Nebenwinkel 

Nimmt man das Dreieck mit den Seiten BC » CA d, AB e 
als Koordinatendreieck für homogene baryzentrische Koordinaten Xj, x^^ 
an (Moebiussche Koordinaten), so ist bekanntlich die Qlaiohung der 
Steinerschen Ellipse: 

und die Gleichungen der (durch den Schwerpunkt gehenden) Achsen der* 

selben sind: 

o' ±_ '1 f )/cot* CO — \ b'±if' y'c(-t - w —\ c'± 2 /■ ^^''coi* to— l 

^a» — b') ^a* ^» (6' — — ä*)' (c» — a«)(c* — 6*) " ^" 

Hierin bedtutet f den Flächeninhalt und w den Brocardschen Winkel 
des Dreieckes. Schließlich noch eine Bemerkung: Von allen durch den 
Schwerpunkt gezogenen Geraden ist die große (kleine) Achse der Steiner- 
schen Ellipse diejenige, f&r velehe die Summe der Quadrate äst Abstinde 
der Ecken Ton ihr ein Minimum (Maximum) ist. 

Aussig, 1. April 1906. A. Knco. 

Zweite Lösung. — Mau lege durch das Dreieck die Transversale p 
SO, daii die Seite BC in einem Punkte A' der Verlüngeruug über C 
hinans, die Seiten CA und CB aber in den Punkten B' nnd C , die auf 
den Seiten selbst liegen, schneidet Dann bildet g mit den Drnecksseiteii 
die Winkel 

CAB^ip, A'B'C~y — ^, B' C A " ß ip. 

Es ist demnadi das Hinimum der Funktion 

f(ip) = a*eos*9> -f 6*cos*(y — «)?) + c'cosd) + ^) 

zu bestimmen. Durch Differentiation ergibt sich 

(1) ^^J^^ - »»ting^ - 6«sln2(9 -y) - c*sin2(9i + ß). 

Setzt man dies gleich Noll, löst die Klammern auf und dividiert durch 
sin 2 qp, so erhllt man 

— a' — i/* cos 2 y 0- sin 2 y cot 2 9 — cos 2 ^ — sin 2 /3 cot 2 <» 0, 
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mithm tritt fttr die Fnnktioii f(fp) das Mioimum ein, wenn 

m\ a»-f 6*co««y + c*co8 2/? 

W 2 9 - -ftiriily i V .in «7 

ist. Ditae Gleiokimg liefert zwei Werte tp und (p\ deren DifTeren/ 90° ist 
Sind non <p and g)' zwei beliebige Winkel, für welche die Beziehung 

— (f = 90* besteht, so ist 

/(y*) = a* ooB* 9 + OOS* (y — y') + c*<s«i* ijß + 

- a'sin'v + 6"8in»(y - + c"sin»(/J + v) + + - Av). 

Hienns folgt, daB, wenn f(<p) ein Minimum wird, f(v') l^flidtseitig «ein 
llfc^mwi «rmcht, daß also durch (II) die beiden Richtungen der Ge- 
raden f! hf^^fmmf werden, die die Funktion f{ip) entweder sum Minimum 
oder mm Maxüiium maolieu. 

Die Gleichung (Uj kann man umformen. Bezeichnet man die von A 
tm moi BC gefSlHe HlOie AD mit h, die HöheuAbsohnitte DC und D3 
mit p und so ist 

6siny»<;stn/3 — A, beoejr — ccos^-«^ — 9, 

&*cos'y + r'cos'/J = (tcosy + ceosß)* — 2 6c cos j3 cos = o' — 2j>5, 

und es ergibt sich 

o* + i>'co8*y -|- c'cos'^ — 6*8in*)' — c'sin*^ a* — A* — j»f 
cot 2 9 S^iTi^ ^ eos 7 — Sc' rin ß cos |} Ä (p — g) 

Hiernach l&ßt sich der Winkel 29) konstruieren, und zwar, wenn mau die 
Bei^ehnung dee Dieteeks so wählt, daß BC> CA > ist» auf folgende 
Weise (s. Fig.): 

Man errichte über BC als Durchmesser den Halbkreis, der AB in E 
trifft, trage in den Halbkreis CF — h als Sehne ein, errichte andi Aber 




Bf' den Halbkreis und trage in diesen BG = DE als Sehne ein. Sodaun 
trage man von Z> aus auf DB die Strecke DH^p — q und aut JJA die 
Streck«« DJ — FG ab, verbinde i/ mit ,1 und ziehe duich J die Senk- 
rechte ZU EJ, die £C in ul' triiit. Verbindet man noch A mit A\ so 
ist AA'B >M 2 ^ 2 — 90^) ; mithin geben die beiden Halbierungs- 
linien der Ton den Oeradmi BO und AA' gebildeten Winkel die gesuchten 
Bicbtnngsn an. 
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Beweis: £s ist 

00t AA — ^ 2) AD DU~ AD DR'^ AD DH 

JBCPj- VF'- DE^ BC'~A D* — DC DB a' — - pg 
~ ÄD BH AD DU " ;»(p_9) ' 

Nun ist noch zu ermitteln, welche der beiden gefundeueu Richtungen 
dem Minynnm und welche dem Maximum entspricht. Zu diesem Zwecke 
differensere man Oleiohnng (I), und es ergibt sioih 

i^fi — 2 cos 2 9 — 2 d*co82 (9 — y) - 2c» 0082 + ^) 

— 3 ooiS 9 (a*+ ^'coft 2 y + c*eoo 3/1 + tg 2 9[»*flm 3 ]f — c^sin 2^J). 

Mit Bftelcgiobt auf (II) eriillt nan bieniu für den Eintritt des Manmum 
oder Minimnms 

f"— T 6> l^^+c- 00. 2# a»' + CO. 3 , + 0« «. 2 fl' 

-f [l»»sin 2y — c*sin2/jfj. 

Hiernach ist das Vorzeichen von f" abhängig von dem Vorzeichen des vor 
der Klammer stehenden Bruches. Nim erhält man durch die anj^egehene 
Koostruktion jederzeit einen spitzen Winkel AA' B\ also sind Zähler und 
Neoner des Bmolies, mitliin anoh der Braeli selbst, positir. In dieaem 
Falle wird f" negatiT; folglioib entqtiiekt die dnreh die HalbiemngsUni» 
des Winkels AA' B bestimmte Achtung dem Maximtun, dagegm die sa 
ibr senkrecbte Bicbtong dem Miwiinnm der Funktion f{fp). 

Prenzlao. W. STBaEMAinr. 



2. Anfragen und AntwortoL 

29. Ist eine Funktion 
gegeben, so setat man, wie bekannt, um die Umkehrangsfanktion sa erbaltea: 
Es sei nun 

die UmkehrumpJtunktion. Kann man die Abhängigkeit der von den 
im allgemeinen SWle durcb eine Formel aosdiflcken? In Bnnge, „Theorie 
and Praxis der Reiben" sind nur die 4 ersten €^ angegeben; gibt es SteUen 
in der Literatur, wo von den Koeffiiienten eine grOAwe Ansabl an- 
gegeben ist? 

Totsdaiu, am 11. Män 1906. Otto MsisaxBB. 
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Zu 11 (Bd. Ylly S. 179) (R. Güntsche). — Die Formel findet sich 
bei K. Study: SphSr. Trij?. usw., Abb. d. Sachs. Ges. d. Wiss.. math. Kl., 
XX, 137, 1893, § 4, ülchg. (3*). R. Güntschb. 

Zu 17 (Bd. Vm, 267—268) (0. Meißner). — Die Umkehrang der 
Iteration — m sei eiastweilen, um mnen knneo Ausdruck zu haben, das 
Wort BtiSCteration dafür gestattet, — ist mt allgememm mcM möglich, 

sondern nur in besonderen Fällen, von denen nachstehend die auf die 
rationalen Funktionen bezüglichen kurz nufgrffihrt wtulf n sollen. 

1. Poft^nzen vmi x. — Sic besitzen sMs Keiterierte beliebigen Grades 
(wenn f{x) = <p\<p)\x)\^ ist fp\x) die Eetterierte ersten Grades usw.). Die 
M*te Bcitterierte tou uäf^ ist wo: 

i_ i 

ist, dabei kann n cim' brluhigr L'^-te Wurzel sein, natürlich muß in dem 
EipoueDten von u dann derselbe Wur/.elwert stehen. Es gibt also 2" Kef terierte 

n-ten Grades. Nur f{x) = x iiat unendlich viele — , wo a eine beliebige, 

TOn 0 verschiedene, komplexe Zahl bedeutet. 

2. Linrnr r/ebrochme Funktionen. — Auch sie besitzen stots Rf'fterierte 
beliebigen Grades, wie aus der Theorie der linearen Substitutionen Ijekaiint 
ist, weshalb hier nicht näher darauf eingegangen zu werden braucht. — Die 
«•te BeTterierte, besw. eine der 2", von ax-{-h ist ux^- worin: 



(a + l>(a*+l).. <«•"-' + !) 

9, Game raUomUe FmkHonm, — Damit von f(x) » a^ai?^ -j- " + a,n 
eine ifte BiSterierte eziatiere, ist notwendig, aber «tdW hinreichend, dafi 
»w = fi' j 1. Außerdem müssen noch fx^" — f***"* Bedingungen zwischen 
den Koefi&uenten 4^, . . . 0„ bestehen, die man auf Gleichungen der Form 

surfickfthren kann. 
Beispiel: Es ist 

stets und nur, falls: 

3^ (4ac 

_ (4ac — 6»)* — 4o^n&*— 16q «fr + 8oV«(4ac — 6*) 

dann ist: 

tp{x) — a«' 4- 13« -1- y, 

worin: 

3/^ ^ h 4ac — 6* — 2Fä*t 

2|/a" Sofa* 
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Im all<?pmeinen ist /"(.r) — ax^ -f . . . = <p{(p{x)) -\- J)x -f doch 
kanu man durch eine geeignete Substitution x — kx -\- stets erreicben, 
daB f{x) = wird. 

4. QiSbinchene m^^Mude FwMionm, — F8r sie gilt im wMentüdhni das 
in § 3 Gesagte, nur ist die Aüsahl der Bedingiiogsgleichungen, die awiadiMi 
den Koeffirie n ten bestehen mttssen, bier doppelt so groß als dort. 

Potsdam, den 39. Dexsanber 1905. Otto KsissiiKR. 



3. Kleinttra Notisen. 

Oll the addition theoroiii of a functiutt. 

1. As an illuslratiori of the trcatriient of a functional ecmatlou, wo 
Uuü in luauy iext-buukä ur cullectious of exerciseb, such Tisseraud s 
Beeueil eompllmentaife d'exereices sur le calenl infinit&rimal, the folloii-ing 
question: 

Find all the fimctioiu /"(u) satisfying the felation 

or 

/•(u + t;j - fiuyyi^^v) ) * + f\y) y i - (Am) 

The iisnal way of solving this question is as foUows: 
DüTerailialiing the addition-theorem with reqjiect to u and v respectaTdy» 
and tben oomparing the two results, we get 

« , , "= const., or — =^ — =_ « oobs«. 
1 +{/(•»))" ' yi— 

Thon bj Integration, we get 

/'(ii) tan {au -f- h"), or {(11) = sin {au + &), 

where a and b arc f nri'^tants. The latter constant 6 may be ahown to 
be zero. And the ünal losult is 

({u) » tan auy or /(uj = sin au. 

Many qnestions of the sarae Und may be {«oposed for the tbeta 

functions, the elliptic ionctions, etc. 

2. Here I will prove the follomng moro t^pneral tbcorem: 
If a fancÜoii f{^u) has the algebraical additiou tUeorem 

/•(K + o)-JF{r(u)./(i;)|, 

all the fiinetions having the same algebraical addition theorem must haTe 
the form ^(au), a being any constant. 

This theorfm may bo proved by a similar way as I havp shown before 
for tanu, and sin t. But I prcfor the folluwing very simple proce«s in 
which wo dp not use differcntiation aud Integration and in wbich on this 
acoonnt we will find something of iiyterest. 
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JM 4>(t») be aootlitt' fonotion having thft additioa theoraa 

Suppose that 0(u) bu tiie foim f^(H). Tbis suppositioii does never 
nslrict tite fonn of O, becanse may have aoy form whateTer. 
Thea 

Bat 

tl-^ i- If) - F [fix), fisf)] 

and therefore 
Henoe 

/•^(u + f;)-/'{^(«) + if;W). 

SinoB the fnnetion /'(u) has the algebraical addition tibeorem, the 
fimetion f(ii) must be either algebraical, or simplj periodic or doubl j 

periodic, bv thf tlieorem of "Woierstrass, which we fiii'l in Prof. 
H A. Schwarz' Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der eiliptischen 
Funktionen. 

Hence we must bave 

^(u 4- «) = + + c, 

where c is either zero or a multiple of the period or a som oi multiplM 
of the two periods. Let m = u; tlien 

Suppose that ^(u) bas the form uB(u) — c Tim suppodtioii aUo 
doee naver rwiriot the form of beoaiue $ may bave any form. 
Theii 

2uö(2u) — c = 2mö(m) — 2c + c 

and ilierefwe 

-«(•). 

Hence the function 0(u) must be constant, say a. Therefore 

<P(i») — f^{u) — /■ { uÖ(u) — c j — /(tf a ~ c) = /(aw). Q. £. D. 
Tokyo, 17. November, 1905. T. Hatashl 



Eine neue Formel tiir den Rest der Taylorschen Reibe. 
Wenn man in der Gleichung 

0(1, ) -^(a) 

0(s) - M - f(p) + (6 ~ «) r (*) + r («) + •■ • 
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eintragt, weiter 6 « a A, und das zwisolun 0 und b liegende | — a -|- 
fietzti 80 folgt 

fia + Ä) - /-(a) _ Ar («) _ ^ r («) (^q:^ Z^'+^k«) 

Aa + A) - /(a) - A r (a) (a) 

"CP + i)(P + 2) --(l»+4)' /<^+»>(a-f ^Ä) ' 

oder, wenn man den liest der nach n -\- 1 Gliedern abgebrochenen Tayl er- 
sehen Beihe setzt, 

wo die von p und 9 abh&ngende Zahl ^ > 0, aber < 1 ist (mit Ausschluß 

der Greozen). 

Für q — 1 folgt hieraus: 

Da 

- - (Irl)! 'K") w 

ist, so ergibt sich aus (l) die Bestform 

/3N » ;r^^/'+JO^ 

(p + 1) . . . -i- ä) i)(a 4- ^A) " 
und, für 9 — 1, die spesnelle 

Die Formeln (3) und (4) stellen die neuen Restformeln dar, die vor 
den gebräuchlichen vielleicht f^en Vor/up haben, daß sie den Rest mit dem 
Tcmachlässif^on Gliedern der Ta yl<)r.s( heu Reihe in Wibinduog setsen. 

So kann man aus (4) folgern, da 1 — 9 stets > 0 ist: 

Isi die Bediwjung 

für alle ^ ztrischrn 0 und 1 (rfiiUt, so liegt zwischen Null und dem 
ersten vernachlnssUffen Gliel der Jlrihe. 

Ist (5) von einer gewissen Steile an für jedes p erfüllt, ho zeigt (4^^ 
daS lim iL » 0 ist, wenn die Glieder der Taylorsdien Beihe onandliob 
klein werden. 
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Ich gebe zwei Beispiele sa der Gleichung (4). 
Sei «nteni f{x) — a 1, lo eigibt tioh 

io daß zwischen (~ 1/ j^rj; and (- ly ^j-pj^^j-^ üegt, wo 

natflrlich A > — 1 sein muß. 

Zweitens berechaet sich för ^(o;) d^, a 1, wobei A ^ — 1 sein muß, 

Die Differentiation des von ^ abhängenden Bruches zeigt, daB er sich, wenn 

ö von 0 bis 1 wächst, monoton von ; — , . , v . — i bis 1 ändert. 

Man kann aber daraus nur dann eine Begrenzung der Werte dieses Bruches 
eutuehmen, wenn er nicht unendlich wird. Dies wird verhindert durch die 
Annahme 

(7j * + i>r+s> 

die lOr < 0 keine BMdirSnkung fttr p lieÜBri Unter dieser Annahme 
ftr p liegt dann swisehen den Grenzen 

die beide das gleiche Zeichen haben. Da fQr gehörig große p die Be- 
dingung (7) erfüllt ist, folgt weiter, daß üm i^^ zwischen lim A'** 

und j- ^^ lim ^ h*^^ liegt nnd somit dann nnd nur dann Tenditnndet, 

wenn lim ^ ^ — 0 ist 

Die recht^^ Seite von (6) wird von ^ nnabhängig in den trivialen 
Fällen Ä = 0 oder ;) -t- 1 = a, und wenn h ^ — 1 ist. Nach einem Satze 
von Ötolz^) dari mau, wenn a >^ 0 ist, die Tajlorsche Reihe auch für 

— 1 benutzen, wobei 

folgt, fibersinstimmend mit der bekannten Qleicbung 

a«-e 

Freiburg i. Br. im November 1905. J. Lükotu. 



1) Stolz, Gtundsflge der Differadul- and Integratieehnmig, 1. Teil, S. 97. 



Anhiv Am NattnMtlk vaA Pl^ttk. nx. Bdha. ZI. 11 
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filcltfcHiif dar Ctorai«! 4«r llSfaenpaiikte der rler toi den Selten etBM 
ebcMtB Tieneits geWdeton Dreiecke. 

Sind jT^, T,, Tg, lineare Noxmalformen in redttwinkligen Pankt- 

koordinaten , und wonlen v-M und der Kosinus und der Sinns des 
Winkels T(T^ bezoicbuet, si* sind die GloicUungen der Höben 

hierbei bezeichnet H^j^^ die HOhe des DreieckB T^T^T^^ die snf T, steht. 
FOr Zahlen «ii, ifi|, «ii, n,, deren YerhSltniBse hestinunt sind, hat man» 

wenn V = 0 die gerade VerÜndnngdinie der Höhenpunkte der Draieeke 
T^T^T^ und T^T^Tt, ist, 

oder mit Bfleksioht auf (1) 



FOr beitinunte Zahlen a^yO^^a^ ist 

(8) 2'4Sfli3i+«tn + «|2',; 

wenn nun 

so folgt 

(4) «4 ^«>i + «t«! + Otatt A — «xA+öift + flsA- 

Setzt man (3) in (2) ein, so erhilt nan ftr F awai Ausdrücke, daran 
Identitftt tu den Gleiehongen führt 

-<tj"S +«l<lf «i + (<t4 - - 0, 

— m, -t- M», + OjWj — OjW, « 0. 

Hieraus folgt 

»»1 : /Mj 











«1^1 ^ 




0 




— «»4 + 








-»i<isi 


-«IS 




«»» 






«3» 




1 




*t4» *1* ~ 




<»4» 


«14 — «iC»» 












«14» 




• 




1, 


0, 


««5 


0, 




1 1 





Hieruach katni miui nehmen 

<11<14*1 + «14^» 
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woraus folgt 

(7) tn^ - m, = ( 

Für vier beliebige Gerade //, y irilt «lir ijoniometrische ürundformel 
(Tgl. a a. Baltzers Elem. d. Math., 2. Bd., 0. Aufl., S. 302) 

sin gh cos mk hf cos ffp fg cos hj^ Oj 



ersetzt man Meiin h dnreh eino Geimde, die ni * rachtwinklig ist, so 

erhält man 

na {ffh Wfi) tos fp tin(hf^ eos gp fg cob (hp — ^ 0^ 

oder einfieher 

eo8 C08 ~ 008 008 gp t&a fg tm hp " 0. 

Enetit man hierin die Geraden /; g, A, p der BeÜie nach duirdi 7^, T^, T«, J«, 
so ei^pbt lioh 

(8) «^fM - «l»«*!* + *11'S4 - 0- 

Daher ist aoaichst 

(9) «4 - »H - - 



Ans 

und ans (4) erh&it 
(10) 



^ti - «<«» + ßißk 



daher hat man 

(11) — O»«!! — — Ol, Cl4 — 0|<J|| — fl»«|S — «11 

woraus sich in Bftckncht anf (G) ergibt 

(12) « (c,4 - c„c,Ja„ »I, = {c^^ - c„t J^. 
Da nun 

so erhält man schließlich 

(13) »»t - - fl|«lt*M» 

iUs Qleichnng der Toxgelegten Yerbindnngslinie erhilt man hieraus 

(14) a, 6-, ^ y, + , s_, 1 y; + ÖS c,g t, — o. 

Hieraus kanu man die Gki.hung der (iemden der llüh«M»i<vtiikte der 
Dreiecke T^T^T^ und T,T^T, ableiten, indem man die 
der Reihe naeh dmth 3, 4, 1, 2 ersetst, nnd an SteUe der Zeioh«^» <• 
Zflichen fr Terwendet, die der Identität genOgen 

der Vergleich mit (3) zeigt dabei, daß 
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Beseidinet W ^ Verfaindirngslime d«r geDannteu Httlmipimkft«, §o 
hat man mittolB dieser Vertauioliiuigen mnKchst 

(15) W~ Oi^ijC^T, - «,«„«41 + hi^T^, - 0. 

Ersetzt man hier fg^xivk^ (3), 8o folgt 

Nun ist naeh den gomomefadsdieti Grundfoimeln 



sowie 



also 



folglich hat mau 



7 j 4~ ^» '-'si '^34 -^8 — ^• 



Dio Irlcntifüt yon and V seigt, daß die Tier Hdhenpimkte auf einer 

Gcradeu li«'gen. 

Dresden. ß. Heger. 



Beitrag Kiir Inhaltsbostimmiing der Fftsser. ') 

Der genauen Ermiiteluug des Faßinhaltes stellen sich bekanntlich 
Schwierigkeiten entgegen, die in der, durch die Hcrst«lluDgsweise der Fässer 

bedingten, der Bedmong schwer 
augtof liehen Form der Dauben 
begründet sind. 

Hieraus erklärt es sich, 
dali 'Ii*' YtTscliiedt-nsteu Fornn'ln 
augegebfu wurden, welche mehr 
oder weniger satreffende Ergeb- 
nisse Uefem; tolg ist man auf 
gTund theoretischer Unter- 
?nrhnniren zu solchen Formeln 
gelangt, teils hat man sich auch 
mit Näherungsformeln begnügt. 

Im Gegensats hienro wollen 
wir uns die Aufgabe stellen, eine 
möjjlichst zutreffende Formel für 
den Fatiinhalt an der Hand von 
MiSsupujcn UM au,<g< führi'en Bei- 
sj^d^ m bestimmen. Wir be- 
handeln im fblgendmi lediglich 
Fas<vt'r mit kivi^tormigem Qiu'rsi huitt und setien die Ahmessnagen der 
Hdhe »owie des Boden- vnd Bauchduivhm««eex8 als bekannt Toraus. Zu« 

V iVr Yeifa— » 1 hat die Kornrknuvu «^iuer Notiz Uider nicht meiir lesen 
kOunen. da er iniwi^'k«« TenUwbea itt Red. 




I 
I 



■! 
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Dächst liüTiflrlt es sich darum, eine braucM>;?ro Fomi för die zi; bestimmende 
fonuel jte.-,i^.ustollpn, die den weiteren üutersuchungöu zugrunde legen ist. 

Ikzüiebnet man die Höhe des Fasses mit /i, die beiden Halbmesser 
mit B und r (Fig. 1) und nimmt man an, dafi die Dauben nach einer 
Um» gefcfmt sind, dnen Oleidinng lautet: 

M fiadet sieh der verlangte Bauminhalt nach bekannten Regeln sa: 



«dar nach Ansfllhmng dee Integrale 

(1) 



(p + l)(«p+l) 

wofür man allgemein aettea kann: 

(2) V~nh(aM*+bBr + er*), 

Zu denelboi Oleichnng gelangt man auch bei anderen Annahmen, wenn 
man z. B., am der FaBform besser geredit su werden, die Faßdauben im 

mittleren Teil nadi einer Parabel gebogen annunmt| wsldier sich berührende 
Geraden anschließen, vgl. Fig. 2. 

Wir eutuelmien hieraus, 
daß die Formel (2) geeignet sein 
wird, den Inhalt der Fftsser all- 
gemein inm Ausdruck zn bringen. 

Es ist nun unsere Aufgabe, 
die in (2) vorkommenden Un- 
bekannten o, b und c möglichst 
zutreffend zu bestimmen. Wie 
Iticbt zu erkennen ist, sind diese 
Qr&flen nicht unabhängig Ton- 
«iosoder, ?ielmehr mflssen die- 
lelbeo der Gleichung 

(8) a + 6 + c-l 

i'lg. t. 

Gtüüge leisten, da für Ii = r 

der Inhalt V su «Ar* gefanden werden muß; vgl. im übrigen auch die 
Koeffizienten in (l). lüt Hilfe von (3) könnte man nun eine der Größen 
e, ( und e entfernen und erhielte s. B. 

(4) V- «*r»-. a(Ä«- r«) -f 6r(Ä - r); 

wir Wüllen jedoch im folgenden von der Formel (3) gUnzlich absehen, d. h. 
<kie Qrtfien a, b und e so ermitteln, als wenn dieselben yoneinander un> 
aUingig wlren; die Formel (3) soll uns dann dazu dienen, über die Zu> 
TerlKeeigkeit unserer Berechnungen ein Urteil zu flllen. 
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Zur Bestimmung obiger Unbekaunten a, b und r, die durch theoretisrhe 
.Uniersuchimgen allein nicht mit Sicherheit festgelegt werden können, sollen 
uns, ivie berrita eingangs erwfthnt, die Messungen der Uibalte V und der 
Mftfie h, E and r an ausgefüluten Beispielen dienen; es wQrde, da es siioh 
nm drei Unbekannte handelt, genügen, solche Messungen fär drei Fässer 
anzust^lleu, so daß für die Unbekannten dr<i (ileicliungon (2) zur Vlt- 
fügung stehen. Es erscheint jedoch zweckmäßiger, eine größere Au/.alü 
dieser Messiingen in dir Rechnung einzubeziehen ; dadurch wird auch die 
Anzahl dar Ql«chungen (2) grSBer ab diejenige der ünbakannten, zu deren 
eindeutigsir Bestimmung sine Ausgleiehung naeh d«r Methode der 1deiiist«iL 
Quadrate Torgenommen werden muß, welche gleiehzeitig Uber die enielte 
Genauigkeit zahlenmäßigen Äufscbluß geben wird. 

An Stelle der Gleichung (2) w&hlen wir für die nachsteheiiden Be- 
rechnungen die Formel 

(5) r - Ä (aD* +hDd + cd«), 

in welcher mit D und d (Fig. 2) die Durchmesser bezeichnet sind; für 
diese Gl^chuug wird die Beziehung nach (3) nunmehr lauken: 

(6; a + d + c-^. 

In Tabelle 1 sind die gemessenen Werte F, D und d flir 10 ver- 
schiedene Fftsser zusammengestellt. 

Tabelle 1. 



1 

Nr. 


! r 

Liter 


h 

dm 


dm 


d 

dm 


Fl 




1 


17,2 


2,70 


3,10 


2,40 


17,125 


— 0.076 


9 


21,6 


2,80 


3.45 


2,66 


21,878 


— 0,«27 


3 


31,6 


3,10 


4,00 


2.96 


31,804 


-1- 0,204 


4 


38,0 


3/JO 


3,90 


2,96 


38,699 


-}- 0,599 


5 


61,2 


4,40 


4,30 


3,16 


61,970 


+ 0,770 


6 


66,0 


4,60 


4,70 


3,60 


65,526 


+ 0,626 


7 


76,8 


4,86 


4.90 


3,70 


75,689 


— 0,111 


8 


110,4 


5,35 


5,60 


4.35 


110,990 


-f 0,690 


9 


118,2 


.•),10 


5,90 


4,65 


118,413 


-H 0,21S 


10 


171,0 


6,40 


6,60 


4,70 


171,648 


-f 0,648 



Mit Hilfe der in dieser Tabelle angegebenen Zshlen können 10 Glei- 
chungen von dor Form (.')! aufgestellt werden, nachdem die Werte äX>*, 
JiDiI und hd^ tnisgenchnot worden sind. Führt man in bekannter Weise 
vorab Näherungswerte für a, b und c ein, die zu a = 0,37, 6 0,22 und 
c= 0,20 angenommen werden kSnnen, so ISßt sieh statt (.'>) die Gleichung ansetzen 

(7^ V = (0,37 -f hD* -f (O.L'i' + v) hDd + (0.20 + z)hd* 

oder wenn Vj = 0,37 /*i>- + 0,22 -p U,20/4(^- eingeführt wird: 

(8) V = + + yi'J^d + ghd^i 

an stelle dieser Gleichung schreiben wir noch 

(9) 0- F,- F+ j^-x,4- 1^ 
so daß 100a? = lÜOy — und 100* — r^ ist. 
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(10) 



Die Zahleu T\ und — V sind in obiger Tabelle 1 angegebm* 
Die F^ergleicbongen lauten Dunmehr 

I, — ~ 0,08 -t- 0,2ö «1 + 0,20 + 0,16 f^, 

tp I- ~ 0,93 + 0,33 C| + 0,25 + 0,18 i^t 

r — + 0,20 -I- 0,50 + 0,37 jFi + 0,27 ;f„ 

p 4- 0,60 -f- 0,59 -r 0,45 + 0,34 , 
r 4- 0J9 + 0,81 Xi + 0,60^1 + 0,44 
f - + 0,53 + 1,02 4- 0,76 + 0,56 

- — 0,11 H- l,16asi + 0,88 yj + 0,66*,, 
r *- + 0,59 + 1,68*4 + U^^fi + 1»01 r^, 

- + 0,21 + 1,78«, + 1,40 y, + 1,10 
P _ 4- 0,55 + 2jn r, + 1,96 ?/, + 1,41 . 

Aus diesen Gleichungen sind die Werte x^^ */j und z^ so zu ermitteln, daß 
(he Summe [rf] ein Minimum wird; diese Bedingung führt in bekannter 
Weise auf die drei Normalglcichungen 

17,10a;i+ 12,84 i/i 4- 9,59^1= - 4,27, 

(11) 12,84 aj, + 9,65 //, + 7,22 — - 3,20 , 

9,69 X, + 7,22 yt + Ml h~ - 2t3d, 
dann AnflOsong ergibt: 

ac, — — 0,86; y, — + 0,86; jr, — — 0,05; 
foighch erhält man die verbesserfpn Koeffizienten Württj 

a = 0,37 - 0,0086; b - 0,22 + 0,0086} c — 0,20 — 0,0006 
oder auf zwei DezimaLBtellen abgenmdet 

a — 0,36; &*0,28 tind c»0,20. 
Die Fomel für den Zahalt der Fieser lautet somit 

(12) F - A (0,36 + 0,23 Dd + 0,20 d^. 

Nunmehr überzeugen wir uns, daü für die angeTioniiuenen De/imal- 
steQea die Koeffizienten a, b and C der Bedingung (G) nahezu genügen, 
■od daB daher die vorgenommene Aosglelehung zu einem zutreffenden 
Eigebnis geführt hat. 

Hinsichtlich der ^fiiße h, D und d ist noch 7.n brmprken, daß /* und 
I> die lichten Alimessungen bedeuten, deren Ermittelung keine Schwierigkeit 
bietot; für den Durchmesser d ist jedoch das äußere Mafl (siehe Fig. 2) 
genommen, welches jedenfalls bequemer und sicherer bestimmt werden kann, 
sIs der Uchte Durehmesser d||. 

Zur Bestimmung des mittleren Fehlras der Formel (12) hat man die 
Summe [«ti] zu ermitteln und nach der Qlsiidiang 



m 



1/ [vr] _ . l/ft-p] 
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zu rechnen; unter v sind hier die Fftler nach der Ausgleichung, also die- 
jenigen von (1 2) /u verstehen. Nachstehende Tabelle 2 giebt diese Fehler t;, 
die Zahlen vv und deren Sunune. 



Tabelle 2. 



V 


V 


VV 


F 


9 


99 


17,07 
21,29 
81,67 
38,46 
61,75 


-0,18 
— 0,31 
4-0,07 
+ 0,46 
+ 0,56 


0,0160 
0,0961 
0,0049 
0,2116 
0,8026 1 


65,27 
1 75,40 
110,62 
118,04 
170,80 


+ 0,27 
-0,40 
+ 0,M 
-0,16 
, -0,20 


0,0729 
0,1600 
0,04«4 

0,095« 
0,U4U0 



[vv] 0,9789. 



Hiernach beiedhnet sich der mittlere Fehler unserer Formel (12) zu 
m^± » ±y04398 - ± 0,37; 

folgt hieraus, daß der Formel (12) ein mittlerer Fehler von + 0,37 Liter 
anhaitet, ein Ergebnis, welches befriedigen wird, zumal oine genauere Be- 
stinuuung des Faäinhaltes schon wegen der bei Herstellung der Fässer nicht zu 
T«rmeid«iid«ii ünebenlimten im Inn«ni denelbMi kaum m «rwartea iein wiid. 

Setzt man ui (12) noch ^ — so entsteht 

F — A4* (0,S6 n* + 0,23 » + 0,80) » qhdF, 

welche Foimel nuSx Fettotellang der Verfailtaissalil » Ar die Inbatte- 
beitimmmig nioht unbequem ist, sofem man zu diesem Zwecke aachatehwide 
Tabelle 3 benntat, deren Zahlenwerte man nneh in einer Zeichnung y9f 
einigen kama, indem man n ak Abszisse md q aU Ordinate anftrigt. 



Tabelle 8. 



n 


'i 


1 - 


9 


1,00 


0,7900 


! 1,86 


1,1666 


1,06 


0,8384 


1,40 


1,2276 


1,10 


0,8886 


1,46 


1,2904 


1,16 


0,0406 


1,60 


1,8660 


1,20 


0,9944 


1,66 


1,1214 


1,25 


1,0600 


i 1,60 


1,4896 


1,S0 


1,1014 


1 


1,6696 



Saarbrücken, den 4. August 1905. Ingenieur £. Puixer. 



Bte mvaierltehe Anflftsnu^ kubbeher ftletekiingen« 

Yofgelegt sei die kubische Gleichung 

^ + «0^5 + Vo-'o- W 
Man denke sieh ans (0) sukzessiTe n weitere kubische Gleichungen 
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gebildet, toh denm jede finlgende ans der ihr Torfaexgehenden mittels der 
SnbtülttlioD 

eriulten ist, wobei die gewisse poeitive gime Zahlen and. 

Ist nun bi^^i dne Wnizel Ton (v+ l)» >o iet + 
Wund von (v). 

Ut ndäiin eine Wnnel von (v), so ist 

c»a^i— r.-i + ni<"ii Wnnel von (« — 1^ 

nad deahalb 

«•-8 — r^- j 4- 10 w*- 1 » » w (« — 2), 

»0— ''o + lO«! »» n » (0). 

Aas diesen n Zeilen folgt 

Sind nun die Größen r ZitFtrn, liegt ferner co« zwischen 0 und 10, 
und ist r, die größte ganze Zahl, die Uh nicht ftbertrifft, so liegt die 
Wusel swiflohen 

•Ii»» 'i*'«*'» * • • 

md 

f 

WO r,' =^ -f 1 ist und die die i^lätze von Dezimalstellen einnehmen. 
Um die Bedingungen 

0 ^ < 10, V + 0 

za realisieren, beschränke man sich auf posiÜTe Wurzeln und verfahre 
irie folgt. 

Unter g{tt) werde die größte ganze Zahl Terttanden, die die poritive 
GxSfie u nicht Übertrifft. 

Sei eine positive Wur/el von (O), von der man nur weiß, daß sie 
swischen den beiden bekannten Zahlen .(/(»o) und 1 h^gL Man wähle 

(lum folgt aus 

daß (1) sicher eine Wurzd swiachen 0 and 10 besitzt. Man bestimme 
gia,) und wähle , . 

dann folgt aus 

ai-10(a;i-rj), 

^ (2) aieher dae WuimI swisehen 0 und 10 bat Man wKhle jetst 

r, — if(ei) usw. 

8cUiftB]ieh kommt man sor Oleiehung (n), die auch siciber eine Wuxel» 
etwa swisdim 0 und 10 besitst EndU^ wühle man 
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n, rirtTtrt . . . r. 

e»*i au/^ n Stellen richtiger Wurj:du€rt der lorgtlegien Gleidtung (0: 
ZuscUz 1, 



Setzt man 
80 ist 



Anf diflflm dm Fonuelii beroht die groBe Einfmdihnit des Bechcnaehemas. 



iolgl 



c. 



weiiü mau dtiu Ausdruck — " ^ "-^ der Kürze halber mit /_ bezeichnet. 



Setzt man daher einfach 



II 



so Vif <:oht man den Fehler /*^, der sehr leicht abzuschätzen ist. BesUst 
ftthn/td» «' (a„ -f- a /^^c/// mrAr (i/s w Stelkn vor dem Kmnna. h„ dagegen 
genau M Steilen (^vor dem Komma), so liefert die Division t on t„ durch 
weitere M — m richtige Dezimalstellen zur Wurzel Og, t on denen die letzte 
fKKft nidU um eine Einheit falseh ist. 
Das ergibt sich sofort aus 

«« 

«0= r^, »1^, . . + — . 

Zusatz 3. 

Hat h') zwischen und ♦ 1 nur eine Wur/el. äo h&t + 
^ belubig > (» iüt, zwischen 0 und 10 mir eine Wurzel. 

Zwiaiz 4. 

Besitst die Ziffer e die bäden EigensdkftfteB 

wo «'i- « 4- Jl ist, so wfthle man 

Dieselbe Wahl fUhrt zum Ziele, wenn gleichzeitig 

«|s(« +a.) + M ä«, 

ist 
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Zusatz 5. 

Ist SO groß, daß nicht leicht zn fiiidt u ist, si) rücke man in Op, 
b^j Cq das Koumia be/iehuagsweise 2 /i, 3fi Stellen nach linkä, indem 
niUL «I geeignet wihlt, bestimme eine Wnnel ß was dem neaoi Tripel 

^0 

lö«' iö**' 

uud räcke in dem gefundenen ß das Komma wieder n 6teUen nach rechtä, 
äo hat man damit a^: 

«o-lO».p. 

Zwei Boispiele mögen das Vertahreii erläutern. 

Beispiel 1. Die Gleichung des Johannes von Palermo, zuerst gelöst 
TOD Leonardo Ton Pisa (vgl. Cantor, Qeschiclite der Mathematik, Bd. 8, 
6.46, 47). 

*»+2a?"+10*«20. 

Die praktiaehe Berechnung der Wurzel besteht ans ebeniOTiel Sohritten, 
wie Dezimalen erzeugt werden sollen, abgesehen tod jenen Dezimalen, die 
am Ende der Rechnung durch Abschätzung entstehen. Die Ausfahrung 
eines Schrittes mit der üinleitong zum folgenden ergibt folgende Zahlen* 
gruppierong 





K 
























K+i 







Die Ziffem r, findet man bei den ersten Schlitten dureh Yersuchef 
sehr bald aber yiel einfacher durch den Ansatz 

Bei Berücksichtigung dieser Bemerkungen wird das folgende Bechen- 
adiema ohne weiteres Terstlndlidi erscheinen. 



2 


10 
3 


20 


1 


8 


13 


18 




5a 


1700 

159 


7000 


3 


ft 


Ts 51» 


5') 7 7 




590 


202700 
3676 


1423000 


6 


18 


206276 


1237656 




6080 


20988800 
48704 


185344000 


8 


24 


21037504 


168800032 




61040 


2108627200 


1704;»968000 


8 
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Fährt mau so l'ort, so bekommt man die weiteren Stelleu 081 und 

rtj,= 010012430, 

21096139243Ö7Ü8300, 
— 165000766064559000. 

Hienufl folgt a^«» 0, . . d. b. 4i^< 1, d. h. 

t- 1 hat 9 Stellen ) h^^ dagegen 18 Stellen, lüthin liefiui die Diridoii 
C3 : 6g nicht weniger als 18 — 9 ^ 9 richtige neue Stellen ftr nlmlich 
die Stellen 078213736, so daß endlich 

1,8688081078213786, 

jro die 6 am Ende noch nicht um eine Einheit zu groß ist 
Beispiel 2. Die kubische Gldehnng 

»»—Sa?— — 1 

besitzt die drei Wurzeln 2 sin 10", 2 sin öO^ und — 2 sin 70**. Mau tindet, 
daß eine Wurzel, etwa «q, zwischen 0 und I liegt, und man erhält dem- 
entsprechend folgendes Schema 

00 -300 —1000 03 

-f 9 

9 —291 — 873 



90 


-27300 


— 127000 




-1- 376 




12 


- 26924 


- 107696 


1020 


— 2653200 


- 19304000 




+ 7189 




21 


— 264601 1 


— 18522077 



10410 —263877300 — 781923000 2 
Man findet ferner — 9 nnd 

o,— 1041870, 

2638168967700, 

r« 16766402489000. 

Demnach ist < 7 , < 50, und da + «« 7 Stellen vor dem Komma 
hat, so besitzt «^(«, + o^) höchstens 8 Stellen, wShrrad IS^steUig ist 
Also liefert die Division : b^ wmtere 5 Stellen, nftmHcb 63563, so daß 

2 sin 10^ -0,8472963553 

wo die drei am Ende noch nicht um eine Einheit zu klein ist 

Man Tergleidie die vorstehende Methode mit d«i Methoden von 
Lagrange und Heis, die auf ihnlichen Gedanken beruhen, in der prak* 

tischen Handhabung nhrr min<1er einfach sind. 

Das dareelegto Verlaiueu lälit sich äbrijTPTis ohne Mflhe auf Gleichungen 
höheren tirades erweitem. Auch die Anwendung aut ijuadiatische Glei- 
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<huig»]i UeÜBit einMio Berattato. Hier dtema zur Bereohnnug tod 0^4.1 
nd die Bekniiioiufonnelii 

6r+l = 100(6» — r» r» -f flr), 

wobei man sich die Qleichuiig (v) in der Form 

la denken Iwt. Auch hier liefert die AbeohltKung eine betrikhtliche An- 
saU neuer DeximileD. Aue 

«5 + «»«II 6« 

fitigt 



«• — 



Besitzt demnach a„ M J^tflUn (vor dem Komma), ccj höchstens 
»I Stellen, so liefert die Division : a„ weitere M — m Steilen zur 
Worzel Oq, deren letzte noch nicht um eine Einheit falsch ist. 



Wie angenehm dae Verfahren eich in d«r 
1»*»«"'««^ x'+ 97,4621*- 253,79 



gestaltet, mag ein 



97,4631 


. 2') 3,7 9 


2 


4 


198,0242 




1014,621 


r)476,5H 


5 


10 


5098.105 




10246,21 


3784 7,5 


8 


6 


30747,63 




102022,1 


709987 


7 


14 


717703,7 




1025861 


9228330 


9 




9228330 





Eine Wurzel der obigen Gleichung ist demnach 2,5879, 8ie ist so eehneller 
ermittelt worden, als es aof dem gewShnttchen Wege mdgUdi gewesMi wire. 

Biedenkopf, den 2. NoTember 1905. H. Ddaan. 



AmfMsnng der traneieniMiten (Uelehnag y4*>h&y< 

1« In der folgenden kleinen Aibeit hmdelt es tieb am eine ziemlieh 
elementare nnd volMandige Lösung der transsendenten Gleidiui^ cosi}""i}. 

Vorbildlich war mir dabei die Lösung der transzendenten Gleichung tan 1] = »j, 
welche von Enler, Introductio in An;il., Lil>. TT, Cap. XXTI, § 539 (vgl. 
auch Cauchy Oeuvres 2, VI. p. 354, iiertrand, Algebre 1870, II. p. 284 
uiid G atalau, Cours d' Analyse p. 297 usw.; durch die berühmte Formel 

' ~ + 3 i-rr 1 yv' -•• • 
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gegeben und von Her mite (Arch. d. MatiL n. Pbys. (3) 1, SS) Terall- 
gemeinert wurde. — Die Koeffinenten der Ton mir erhaltenen Foiuel ftr 
die Qleiohong cos rj: 

' » 2 96 \ 2/ Vr2Q \2/ 

reichen gera<1<' auch hin, xim (Up Funktion = ?/ + sin y nach der 
Bürmanuschcu Itegf^l unizukehren, sowie auch die KopffizifTiten der 
Cauchj sehen Reihe nicht nur zur Lösung der transzenUeut^u Gleichung 
cot i| + ^ = 0, sondern anoli cur allgemeinen AvfUsong der Gleiehmig 

ic«* ^ . — nach // ausreichen. — Ich trlaubte also, der Auflösung' 

COB y -f y sin y ' ^ 

der transzendenten Gleichung cos rj = tj die Umkehruiig der Gleic luing 
X ^ y -\- siny voranstellen in sollen, habe aber nirgends darauf Bezug ge- 
nommen, dai dies eine Keplersche Qleiebung für « — — 1 ist, weil die 
mir bekannten LSsnngen letsterer fllr diesen Fall nicht branchbar waren. 

3» Die in der Oleiflhnng 
(1) as — jf + sin jf 

reehtsstebende Fnnktiott von y wird KnÜ fitar y — 0 nnd der absolute Betrag 
Ton X wftchst fortwihrend, wAhrend y von Null bis n wichst. Der 

Differentialquotient 1 + COS y wird das erstemal Null fOr y « 9v; es wird 
nun = fi&r y»i«i so daß die Entwicklung 

(2) 

gültig ist, solange |af|<9K ist Hierin ist nach dem Mac-Laurinschen 
Satie: 

Man bemerkt sofort, daß die X mit geradem Index KuU werden, da y eine 

ungeriido Funktion von x ist. 

Um A„ zu entmckeln, hat man x — y — sin y und durch Differentiation 

dieser Gleichung: 

(4) \ —y' ^ y' . cos y. 

Hieraus folgt vermOge sin^ y + cos' y 1 die Gleichung: 
(6) («'-y)V*+l-2y'-0. 
Eine Differentiation dieser Gleichung ergibt: 

2(ar - y)(l - y>'^ + 2(;. - y/ y'y"- 2y" - 0; 

daraus erhalten wir nach einigen Beduktionen nnd unter BentttRimg der 

Gleichung (5): 

(6) y" ~ - y)y'» - 0 

Multiplizieren wir (5) mit y und (6) mit (« — y) und addieren dann bnde 
Gleichungen, so erhslten wir: 

(7) y"(ar~y) + y'(l_2y')-0. 



üigitized by Google 



Vermischte MitteUungeu. 175 

Diese Gleichung differenriemi wir 2N-iDal, » als die unabbSni^ge Variable 
betraditead: 

Setzen \s'ir hierin die Glieder mit geraden Differontialquoticnten =- 0, 
ferner x =^ 0 und iy — 0, so erhalten wir unter Benützung von (3): 

n-l 

Da nim, wie ans (4) hervorgeht, = | ist, so ist weiter: 
oder: 

Ton den beiden Werten ~ -j^ und ^ M finden wir mit Hilie 

dieser Bekursionsformel: 

*• *■ 16» ^ i'öü ' ^ ™ 966» *»t " 8192 ' 
264 7bö 107 851 407 

Daher ist die Qleichang Biny nach jf aufgelöst: 

(9) + 

doch nnr ftr solohe dttren absoluter Betrag Ueiner als « ist. Ist jr 
reell, so muß — «i < < + » sein. 

3« Ist der absolute Betrag von x grOßer als «, so zerlegen wir x in 
2f:re 4: |. worin | < ff, und setzen fbensn ?/ ^ 2.9 7r 4^ t/. Dadurch gebt (1) 

üher in § 17 4- sin »i, welche rileichuag nacli ( 9 ) aufzulösen ist. 

4-. Liegt die Gleich uagsform jr = y — sin y vor, so können wir diese 
leicht mitteis der Substitution x -= {2s -\- ±_ ^ (worin S <C und 
3ß — « {S* + 1)« i t/ auf die« Form | =• + sin ij bringen. 

(Ist X gleidi einem Vielfachen von sc, dann ist y » «:) 

6« Ist X rein imaginBr, so setaen wir x^i^ und eotspreohend 
jr iih worin | und 1} wieder reell sind. Die Oleidmng (l) lautet damit 
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I ™ »j H — oder auch $=«i2-{-8inhpij. Dieselbe Substitution auf (9} 

angewandt liefert dann: 

^ 1 * «l * ^ 51 » » 

i muß wieder /.wischen — jf und -|- n euthalton sein. 

6. Auch die transzendente Gleichung tj — cos ;j = U ist nach der Formel 

(9) Idsbar. Wir erhalten diese Form, wenn wir in (1) itlr « y und 

y » Y ~ 9} aetsen. Als LSsiuig d«r Oleiohnng eoa = ergibt sidi also ttn- 

mittelbar, indem wir dieselbe Substitution auch auf die Reihe (9) anwenden: 

"»"^Y^sVif) » 

•oder wenn wir die Zahlen werte einsetzen: 

-f- 0 7P5 398, 

— 0 040 372^ 

— 0 004 9«0a 

— 0 0007864 

— 0 000 139, 

— OOt »00-264 

— OOüOOOöj 

— 0 000 00 Ii 

— 0 000000, 

fl^' i- 0 739085g 

Dieses Resultat ist auf stchs Dezimalstellen genau; Euler gibt die Wurzel 
0,7390847 (Introd. in Anal. Lib. II, Cap. XXTT, § 531). 

Aoflsig (Böhmen). stud. math. Josif Eaoo. 



Die Hagnnssche Fonktionalgleichuug im Zasamnienhaiig mit der 
IHflinretttlalfleiefemig q (x, y) tix q {y, x) dy = 0. 

Im 5. Bd. des Crelleschen Joiunals untersucht Magnus die Funktional- 
gleichung: 

• 9i W + • • • + f'n(ff) ' <Pni^) = • 9iW + • • • + • 

und findet, daß dieselbe durch folgendes Linearsjstem gelöst wird: 

Ich habe bei anderer Glelegenheit durch ein ganz auf die symmetrische 
IVxrm dieser Funktionalgleiehnng gegrOndetes Ver&hren das gkiehe Betultat 
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erhalten und dasselbe zur Bestimmung von Flächeji aus nngenommenen Eigen- 
schaften benutzt, was bei der Untersuchung der Fliirhm, welche dem partiku- 

lÄren Integral der Diiferentiaigleichung^^- —»O entsprechen, sehr nahe liegt, 

Tm vorliegenden Aufsatz wird ein Typus von Aufgaben behandelt, l^'i 
welchen die Magnussche Ftinktionalgleicbang im Zusammenhang mit der 
Differentialgleichung 1. Ordnung: 

eine wesentliche Rolle spielt. In dieser Form erscheint jede Differential- 
gleidmog Mdx -f Ndy «- 0, deren Integral y) = 0(3^, x)^ C bezüglich 

der Yariablen symmetrisch ist Es ist nBmlieh ■^'^p{x^1ß)* M{x,if\ 

also jPij/» • andererseits |~ = p(x,jf) • N{x^ y), somit: 

Aus Mdx + Ndy = U wird daher; 

^(ar, + ^(y, x)dy — 0. 

Natürlich kann dieser Beweis auch geometrisch sehr leicht gefOhrt werdoi. 

Aus der Tatsache, daß dio Difforontialgleichung q^dx •]r 9,jdy='() eine sym- 
Dietrische Lösung a hat, folgt von selbst, daö auch jeder Multiplikator s 

eine symmetrische Fonktion ist, wie aus ^ ^ ' ^ ^ ^ hwrorgeht. 
Ifit dieser Beiaehung st^en die beiden folgenden Gleichungen: 

[Ä) '/y ^«•?xj='^^(5-(|y) und 

mi engsten Zusauuneiihang und lassen die Sätze erkennen: 

ri^e Aufgabe, einen Multiplikator von ffgdx Q^di/ =-0 su findeo, 
ist gleichbedeutend mit der Aufgabe, eine ^symmetrische Funktion s so zu 

bestimmen, daB der Ausdrudc ^ (s selbst eine symmetrische Funktion 

der Argumente wird." 

«Die Aufgabe, das Integral — 0 TOn if^dx + 0 sn finden, ist 

gisidiiMdeatend mit der Aufgabe, eine symmetrische Funktion <r so su 

bestimmen, daB der Ausdruck • |^ selbst eine i^mmetriscbe Funktion der 

Argumente wird." 

Leicht ist auch einzusehen, daB Qgdx tj^dy 0 immer integriert 
werdoi kann, wenn ff(x^tf) eine homogene Funktion «i-ten Grades ist; denn 
mit ist auch Qp eine homogene Funktion gleichen (irades, und es gilt 
bekanntlich der ^U: „Sind P und Q homogene Funktionen von gleichem 

1) WoDLBi „Über die Flächen, welche dem partikulftren Integral der Differential- 
fleiehong ^^-^^^ —0 entsprechen.** (Disi. Hflnchen 1900.) 

Archiv der Mathematik und I'h;«Uc UI. B«Uie. XI. 12 
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Grad, so kann man eine andara homograe Fanktion u to besttmmwi, daA 
diese Maltaplikator vird, z. B. « » p , x Q * 

Als einfacher Spezial&ll dar Gleichung ifmäx + (f^dp — 0 etsehaittt 

(I) js^ix) . dx . ß,(x) djf - 0 , 

1 1 

indem zugleich der Zusammenbang mit der Magnusschen Funktioual- 
gleicbung deutUch hervortritt. Stellt man z. B. die Integrabilitätsbedingung 
für I auf, so erscheint die Magnus sehe Funktionalgleichang: 

mit dMn xugehörigen Linearsjstem: 

«rW - C,^X + «r,./»;(*) (r - 1, 2, . - . *). 

In diMen « Qleidiiingen mit 2m tTnhekaimten bleiben »Funktionell 

willkflriich, so dsB es also ganz allgemein auf ^^j^ wesmtlidi veischiedene 

Arten möglich ist, die vorgelegte Differentialgleichung (Ij so zu bestimmea, 
daß ihre linke Seite ein totales IHfferential ist. 

Qans analog können folgende Aufgaben behandelt irerdeii: 

1. Gibt es eine Differentialgleiohu&g Ton der Form: 

mit dem Multiplikator s — %{x) -\- x^y) i bezw. dem Integral 
Im ersten Falle liefert die Bedingungsgleichung {Ä)i 

Xiy) • ^\x) + • i{x) + [t^(a?) • i{x)\. 
Aus dem zugehdrigen Linearsjstem: 

bestimm<»n sicli die drei l*\iiiktionen 9), t|;, jr in ihrer ftUgom ^i ngt^n fomi. 
Der Spezialfall t = Cjj = Cj, = 0 liefert z. B. 

♦-y«»«*+»«+j'i z-öit-^'i^« 

Im zweiten Fall, wo das Integral 9 die F<»rm ^(a;) + x(y) haben aoU, 
gibt die Bedingung^leichung (B) eine Magnassehe FimktionalgleiohiiBg mit 
dem LösungssjBtem: 
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Hier bleibt eine Funktion willlcftrlioli, und man findet z. B. 

r dx r dy _ ^ 

J <h, + c„tf(xj c,, + 

als Integral der Differentialgleichttng: 

2. Unterwirft man jetzt die Differentialgleichung I der Bedingung (A\ 
bezw. (B), indem man wieder s = xix) -j- 3f(y) bezw, <s = xi^) -\- x(}f) vorans- 
setzt, 50 erhält man im ersten Fall eine Funktionalgleichung mit dem 

Linearsystem: 

(r=l,2, ■•«). 

Im zweiten Fall erhält man dagegen aiia {JB) eine FonktioBfligieichang mit 

dem Liuearsystem: 

- «r.i + • • • + (r - 1, 2. . . . n). 

Während im ersten Fall 2h Gleichungen mit 2» + 1 Unbekannten 
vorhin, also eine Funktion wilLkfirlich bleibt, werden im zweiten Fall 
bei fi Gleicfamigen mit Sn + 1 Unbekannten « + 1 Funktional llbencbtlasig. 

(-2« 4- 1)1 

Es ist somit auf , , wesentlich verschiedene Arten möglich, eine 

fi! (u -\- 1)1 n 1 

Gleichung ( I) mit zugf^hdrigem Integral von der Form i{x) + herzuütelltin. 

Auch die Voraussetzung eines Multiplikators s = x{x) • ^C^) für die 
Gkiehnng (I) führt auf Gnmd von {A) auf ein Lineareyatem mit »Gleiohiuigeii 
aad Sn + X Unbekannten, nltnlidi: 

a^ix) • Xix) = tV^i ßl '-^^l + • • • + ^r.» h • ßn ^1 

(r= l,2,-..n). 

3. Setzt man fOr die Differentialgleielinng (I) ein Integral von der Form 

• y^df) Toraus, so fließt ans der Bedingung (B) ein Lineanystem 

von m • n Gleichungen mit 2h in zu bestinimenclcn Funktionen. Somit 
Ueiben 2n -j- »» — »w« Funktionen wiükuiüch lür 2 « -J- *m > m«; die 
Fanktioaeii bestünmen sieh gerade fttr 2» + wmk, und bei 2«i + ii»<mf» 
gibt ee nur dann flbetliaapi noch Funktionen, welche der Bedingung geniigen, 
wenn sieh durch Spezialisiening der Konstanten c^^ die ftberschflssigeii 
Gleichungen reduzieren lassen. 

4. Kann eine Differentialgleichung von der Form; 

ein Integral x{x) + haben? 

Die Bedingungsgleichung (B.) gibt: 

^(9> • lo« + iQf) — ^(*) log yfy) + log zix) 

12« 
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« 

und hieraus: 

log (pix) -= f utpU) + ' ,8 log xix) 

1 — 4- c„ log x(x). 

Eine der drei Funktionell 9« Z ^^^^ willkürlich. In dem bemerkens- 
werten Fall: 

wobei aus 

^pogvftp) • «iOt) • A(y)] + log X <y) -^[log • «i(3f) ' AOp)] + log z (*) 

das entsprechende Lincarsjstem sich ergibt, blf^iben bei n 1 Gleichungen 
mit 2» -f- 2 Unbekannten n 1 Funktionen disponibel. 

Windsbach, den 9. Juni 1902. A. Wesdler. 

yarhträgVtchc Bemerktmy: Es sei darauf hingewieson, daß die oben 
erwähnte Magnussche Faoktionaigleichuug nur ein SpezialfiBkU von der 

allgemeineren Fnnktionalgleichnng 2^i{->^) ' ^iiit) " ^^^ii-"^) ' ^i{y) ist 

1 1 

(Wendler, „Beiträge zur Theorie der Translationstläehen^^; Prg. Theresien- 
Gymnasium, München 1904.) In diesem Zusammenhange wttre auch auf 
«ine in dieser Zntachrift (6, 46, 1903) ersdiienene Abhandlung von Pexider 
binsttweisMi: ^Über sjnunetriscbe Funktionen von unabhängigen Tariablen**. 

Mfincben, im September 1906. A. Wbhdlbb. 



4. Spieduaal för die Sneyklop&die der mathematiBelieii Wiflsenaohaftei. 

[Einsendungen für den Sprcchsaal erbittet Franz Meyer, KIfoigsbeig i Vt^ 

Maraunenhof, Uersog Albrecht-AUee S7. 

L Band, I B 3, a 399. Kr. 26. Bealititsf ragen. 

Es wird behauptet: H. Schramm ersetzt einmal die Sturmschen 

Funktionen durch eine Reihe von Korarianten, soihmn durcJt eine BeiJie von 
/itvinlfiritin. IT. Schramm hat zwar einigp Invariantonkritrhen iu der 
zitierten Abhandlung aufgestellt, al)er seine Invariantenkriterien sind nicht 
von solcher Art, daß sie die i/tiutne Anzahl der reellen Wurzelu zu be- 
stimmen gestatten Twie t, B. die Sturmschen Fmiktionen oder Sohramms 
KoTariantonkriterien). Die angeführte Behauptung ist also (in besng auf 
die Invariantenkiiterien) su prftsisieren. 

L Band, 1 0 2« e, 8. 627. 

Es wild folgendes Zitat angeführt: »Für 10, 11, 12 Quadrate Liou- 

villc, J. de luath. (2) 5 (I8GO1 p. 143, 6 (1861) p. 233, 9 (1864) p. 296, 
10 (1865) p. 1/' An diesen Stollen ist nii':t'rl< von 11 Quadraten die 
Bede (statt 10 (1866; p. 1 ist übrigens 11 j^löü6j p. 1 zu lesen). 

Prag. K. Pbtb. 
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Zu HA 11. 

S. TSS, FußDote 166. Hier w tTe noch die Note von K. B. Wilson, 
Annais of Math. 2d. Ser, Vol. 1 (lööyj p. 47. zu erwilknea, worin bewiesen 
wird, daß jede nicbt ftberaU stetige Lösung der QleioliaDg f(x + f{^)fijf) 
in jedem InterfBÜe jedem 1ieliebi|ipen Werte beliebig nahe kommen muß. 

8. 809. Eine Integralgleichung' zweiter Art konunt schon bei J. Liou- 
Tüle vor, vgl. J. de math. Bd. '1 (1887) p. 25 oben, und wird in Beihen- 
form in der seitdem üblich gewordenen Weise gelöst. 

Cambridge, Mass. U. 8. A. Maxim£ Böcubr. 



Zu n A 11. 

,,Le no. 10 de TArticle II A 11 de VEncyklopädie a le senl but de 
nppäee qne la th4orie g^n^rale des Operations et les reglos de lear composition 
et decomposition s'appliqnent a la th^oiie des expressions lin^aires homogenes 
düSerentielles ou aux differences fni'S Les citations qui se trouvcnt dans 
ce no. sont donc necessairenient iucornpletes: eomnip cfla est exprinie dans 
le texte, elles se rapporteut surtout ä la partie fortnelle de la theorie. 
Poar oe qui regarde l'^nde plus profonde de la d^onqposition des ex- 
pnsnons Uneairee diff&rentiielles on aux difierences exi facteurs, ce n'est pas 
dtni est article, mais dans eeux relatifs aus equations differentieUes Unfaires 
eu aux oquations lineaires nnx difffironces qu'on devra s'en occuper et en 
donner la litterature complete. Tout«t"ois, je crois devoir completer les 
dtations aux notes 47) et 49) du dit article II A 11, en mentionnant les 
tmraox suivantSf dont l'importance, pour la d^mpositlon des expressions 
diffihrentielles lin^ires et ponr leur rjductibilit^i est fondamentale: 

G. Fr ob Olli US, f^cr den B^riff der Irreduktibilitilt in der Theorie 
der lineart-n DitlVreutialgleichungen, J. f. Math., Bd. 76, p. 236 ('187.3). 

.\. lioewy, l'ber reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, 
Math. Ann., Bd. 56, p. 569 (1903). 

CHtons encore: 

E. Landau, Ein Satx über die Zerlegung homogener linearer DifTe* 
mtialausdrHeke in irredu/ible Faktoren, J. f. Math., Bd. 1*26, p. 115 (1902), 

aussi parce que la citation d'un travail de T. Hroth a la note 49) 
doit Atre completer par celle d'une rectification (Berigtitrelse) de cet auteur 
(Njt tidsskr. f. Math., Bd. XVI, no. 3) qui se rapporte precisement au 
memoire de Landau." 

Bologna, juin 1906. S. PdiCIIErle. 



in C 2, Nr. 7i). 

Der Satz S. 210, Z. 8 v. xi. „Eine Hotaiionsfläche 2. Ordnung und 
eine Kugel haben nach Hesse eine doppelte Berührung in zwei Punkten 
des imaginären Kugelkreises" ist unrichtig, ündet sich auch nicht an der 
m Faßnote 353 angegebenen Stelle. Blofl die Sehnittlinien der beiden 
Flidien mit der unendUch fernen Ebene haben eine doppelte BerOhrung. 

Wien. E. Mülleb. 
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BeHehtljrung m Band IX, 

S. 91. In Aulgabe 125 ist hinter „Ordnung'' einzuschalten: „«^e Unter- 
detenninaaten xweiieir Oidnang einer Determinante vierter Oidnnng, aiao**. 

lUriehtiguug zu Band X. 

S. 827. In Aufgabe löl muß a» statt: „die zwei KegelbüiM^ei gemciu habeu"^ 
heiBen „iton xwei Kegebchnittbüschel gemein haben**. 

S. ^29. In Aufgabe 161 liea „eine öffiinng von 1 cm^** atatt „eine Öffnung 

von 9 cm*". 
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In III. Alfffage ist ho', J B M & t ? ] o r 8tnttr?Mt üMUkiBmB. Wld im BlwIlhMIltel 
nm Pzeue von ^ i.«0 ^ LwImI 6,80) au haliai: 

C • oh*« 

Äuffii dhiini ■inmlung zur 

theoretischen Mechanik 

nebst Auflösungen. 



Heraatgogeben von Dr. C Cranz, 

OT aa der MIlitAaMahB. Akkdmnta rh&rlottsnbwg 



und Leutn. Ritter von Eberhard, 

koMMBd. rar MQiUztMhu. AHdimrie CQbuIoltcnbug. 



Vtrlug VW B. 6. TEUBNER In LEIPZIG. 



Reformvorschiäge für den mathematischen und 
naturwissenscbaftlicben Unterricht 

Entworfen von der 
UalanMhidBomiminDii dar Gkwltaflhaft Deateoher Nainrfonoliir imd Äntew 

n. TeO. ToncUlge fiboMklift dar TS. KaitiitfbiMlMKtVeiMnBilung in Statlgut IWM. 

TM Dr. A. Gutarmer, Profe«8or an der Univergitöt Halk a. 8. 
[TV Q. 7S S.J gr. 8. 190«. gab. n. Uki 1.40. 

Die "Todiageiide Schrift sohlieBt sich an die der Natarfotsclu r-VenBimnluDg m 

Mernn 1 90f> yntfrl roitri Pn Berichte au. Sie entlullt zunücht^t den all>,'L'rueüif'n Bericht 
ähex die Tätigktiit der KommiBsion im zweiten Jahre ihres Bestehens, den Gatzmex 
in dar «raten allgemeiaen Sitzung der Natarfoneher-Venanunlimg in Statl^aft er- 
stattet hat; daran schließen doh drei V iiizelberichte Aber den naturm»<e0nschaftlicheB 
und nuithematischen T'ntcrrirlit den Rf formschulen, den secbsklassigen Roalst lmlen 
und den iiöheren M^cbeaschulen, sowie zwei Berichte über einige aUgentcine Fragen 
der Sohnlhygieoi» und Aber die lexaeUe Aufklärung an höheren Unterriohtsaastalten. 

Niehl nv «i die Fachmlnaer wenden eieh die ToMdbUge und Anregnngen, 
TOBdem an afie gebildeten Kreise nneeres YoUtei. Dieie mfissen «ich der grond> 
legen'k'n Bcdeutnnp^ der Nattirwissen^chaften nnd der Mathematik für die Kultur der 
Gegeuwart in viel höherem Grade bewußt werden, als es zur Zeit der Fall ist; dann 
wird die «ageefaebfee Befom des natnnriiMnicbafUicben und mathematisohen Ünter- 
xiehte alt «in» eelbitomiandlfehe Voiderang ezaeheinen. . 
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Verlan von B- TEUBNER in LEIPZIG. 



Serret-Scheffers Lehrbuch der 
Differential- und Integralrechnung. 

Nach Axel Harnaeke Obavetrang. In 3 Bbidaii. S* Auflage 

Profewor an der TeobzkiMlum TTacilllwto SB Darmtudt 



L BaniL Differentialrechnung. Mit 70 Firniren im Te-st. [XYl u. 6S4 S.J gr. 8. 
1906. geh. n. JC 12.—, in Leinwand geb. n. 18.— 



DlflM n«ae Auflag« iat diuraluMM ttvn bMxb^Mak. Vo» «IImd w»t m nötig, die kb mAachsn 
StoUen biihcir wenlfr »(^luurfMi B«w^biffilunmff«a ajatk^ m frostalteu. DMhftlb wurde ftiicli »m 
AttfkDg« etoe knappe DanteUaag der Batwtcklang de« Zahlbeicrüfee gegeben. Von den aonatlgea 
innjoen JLndeningen in GefOge dae W«dc«e aeiaB td« nur foigeBde «rwKluit: Die Betraohtnugea, 
die ekli a«f tmpUsit« gogebeaa Fnaktknieii btndehea, wuden für ia einem geeonderten Kapital 
raaaaunangaflklt, da «le ja auf viel weiter gehenden Voratuaetnugan beruhen ala die ttber ent- 
wickelte Fnnktieaen. D«: Bo^rflf der TTaabhlngigkelt von F«aktioa«a nnd Gleiohangea nnd die 
Ftmktionald elermlnaa te worden dabei antWÜtTltah erörtert Die Theorie der fHaxima nnd Mt««n«^ 
erfahr eine MbArfnre Beienohtnng. B«f des Anwendongaa der XMflteanttalmhnung auf Korran 
tmd FUohen lieS die Mahexige Bearbeitung faat dnrduma di« uaaingtsgUeh nAtig« flsakta B«- 
atlmmung der Voxa^dM« der auftretenden QuadxatwiuMlB Termliaen HlacLa «aide gr l lad M ch 
Wand ei gecobaflt 

Kmub etwa« baaaagt die hoben Voisflge daa ga rr eti a h aD Waitea ao danittoli «to dar üinalaBd, 
daB man blalMr anetandlM dl» vielen i^ra^Ucitea ünbAolftwüiattaa daa Boohei 
hat) daa gaaaa Booh »oBte in »tiliatiecher Bestehoag grtadtioh dmrchkorrigieit werden. 
' idtoLateiMMbMoiidanltamliMt BmT 
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'Daa Bndi «DikAll I 

aelimlirh «lad dia lUanrtHM 
cur .'Sj>rftahe, aadl 
lagen onteiavaii wd Mu 
der pajrchÜalhaB Tlitlgfcaileii, die für dl* 
BMohsiltaBff dar .Aai «to bei Gen ' 
etnaadamiawng dar Baaialmagcsa 

laabMOndere phjraiotogitaha ttOd vqnkelOllMikia TilklltaiiMa Nt flpn^e koi 
die Hanptgmndlagaa wem Staa^peakl» dw ArfUbxuf vad dar Metaphysik i 
lIMannff «ad DMliaiamiImm ntMMtta. TiKtiiaiiiidiiw natdau dia 

_ - _ _ - - taa 

Waaaa *cm ZtlK tUtmm, Svbtliuu vnd UnadM daigatoc*»' SohtnB UldBl die BafenAlnag 
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ilad dmoh Betqtlala acUalM^ aad ttbanll. w« alagiftaadam Wiaaen « Biwi l erl M ^nu» lit diMtt 
aar Mlttailang gelaagt Osofar Wv» Mtt auf b««te fl^jtaalw gelegt, dar fllB Mhat «Mb aa daa 
eSaaa labbaftan VoittagM aa. Ia d« Tal lut d«r VadrtMar «bar daa OaMMMnd auktiBa^ltaa 
hlador^.aa darBmIiaarUaivwiMtToilNaagvn gthalMk OaaBaeii IM f 
baaUaiBt^ wanagMch ativ viel«« Klgaagagabaa« antitllli. M» MU daa 
Blaaiitbt ia da« Weata der WlMMaMkaftea aad ta daa Verl — 
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Qtar mm Aafgibt dar ubosUuitaA AB*Ijsi&» 

h^seti m m^rMy titenm ^j^s.sV'?-v«B*«<r t "T * " "^-^ fc''**«^ -ß^s? ■.TftrA *kr 

Offenbir kommt An^mbe md die n^llsümiig» LCwuog der 

üiiphiiitiirhfn GleicboBg 

(Ii X» -r J{ r JiJ — J^'i * * ' 

in i- o^itiven 2anz^»ii Zahlen x. x, , x, . . . . x^ lurüek 

Den Füll « = 1 Usse ich ais mt^xeäseios bei Seiw. Ut ** 
so lautet die Uieicbaag (1) 

4 + ^ - JJ^jJC,, 

woraus 

2xi =« xjc^ -r XjV«* ~ 4 

felgt. Daher rnnft V«* — 4 eine gMue Zahl I Min. Au 

X« _ 4 oder (x + ^) i^x - <) • 4 

« « 2 und x^^x^ 

Die allgemeinste Lösung der gestellten Aufji^be winl domnaoK 
im Falle n = 2 durch ein System tou zwei einander gleichen Zahlen 
ae^ ir j gebildet. 

JBei der weiteren Behandlung der Aufgabe werde ich non M ^ A 
Toraussetzen. 

Indem man die Gleichung (1) auf die Form 

+ • • • + ä5 Xi(xXf * • • ap„ — a^) 
bhngt, erkennt man, daß 

•^l «CiCj . . . JC^ ~~ X| 
ArciuT dwr lUMMmtik und Pbrilk. m.B«UM. XL 13 
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186 ^- Hubwitz : 

eine potiÜTe ganze Zahl ist, welche der Gleiehnng 

jc| -j 4- x; = ( Aüj, • ■ X, — ai)x'if 

oder 

»1* + }• arfl afXi'a^i • • • ^« 

genügt. Es gilt also der 
Saig L Bemdmei 

4 (*> ^> ^* • • • *•) 

eil}« Lösung der diophantisrhm Gleichung (l)f so ist auch 

i' — (x, xi, «I, . . . «,) 

etiae Lumng derselben, falls xl aus der Gleichung 
(2) + «I — äf . . . jc. 

Ans der Symmetrie der Gleicbong (1) in den ünbekamiten x^x^..,x^ 
geht henror, dsß ebenso 

6 " ^ij ^1» • • • ^iJ 



gleichzeitig mit ^ Lösungen der Gleiciiung (1 j smd, wenn «j, . . . aus 
den Gleichungen 

"4" «iCj . . . x^ 



Xn + — • . . 

bestimmt werden. 

Jede der lidrangen |% 1", . . . |(*> will ich als der Lösung | 
Jbenadtbart* oder anoh als einen ^(uJibarfif* der Losung | beaeichneo. 
Die Gleichung (3) zeigt unmittelbar, daß aucb | der Lösung |' be- 
nachbart ist, und Entsprechendes gilt Ton den Lösungen . . . 4'"^. 
Wenn also von zwei Lösungen die erste zur zweiten benachbart ist^ 
so ist auch umgekehrt die zweite zur ersten benachbart Bildet man, 
von einer Lösung | ausgehend, die Reihe Ton Losungen 

(8) i^nfit'"^ 

in der Weise, daB jede ein Kachbar der unmittelbar ToibeigehendeD 
ist, also 19 ein Nachbar von |» sodann l ein Nachbar TOn 9 us£ 
so sollen die Losungen . . . s» aus der Lösung | ffibffdeUet* 
beiBen. Wenn die Lösung m aus der Lösung | abgeleitet werden 
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kann, ao kann aocli nmgekelut { ans « abgeleitet werden. Denn in 
der Beihe (3) ist auch jede Lösnng ein Naehbar der unmitfcelbar 
folgenden. 

Gebt man Ton einer Loanng wa einer benackbarten flberi so indert 
äeh der Wert der ünbekannten z nichi Daraue folgt: 

Sdtjs 2. Wem swei Lösungen ausekumder dbgdmtet ißerdm Mnnm, 
so stimmen sie in dem Werte der ünbekamUm X iSbeftm, 

Als jyHoiu!'* einer Lösung 

i (x, Xi, x^, . , , x^) 

der Gleichung ^1) bezeichne ich nun die Summe 

Ä| + -I 1- 

and knüpfe kieran die iblgende 

Definition: K\yw Losung der GleicJiung (1) heiße eine „Grund- 
luiuny, nenn keine der n ihr hettachbarten Lösungen eine kleinere 
Höhe besitzt wie s^ie. 

Die Bedeutung dieses Begriäe.s der Grundlosung beruht auf folgendem 
SatM 3. Jede Lösung der GleicJiung (1) ist entweder eine Grund- 
iSsung oder sie iäß sich am einer Grundlösung ableiten. 

In der Tat, wenn die Löeimg ( nicht Grundldsong ist, so besitzt 
lie einen Nachbarn i} von kleinerer Höhe. Wenn rj ebenfalls nicht 
Gnmdlösung ist, so besitzt einen Nachbarn ( Ton kleinerer Höhe 
So fortfahrend erhält man eine Reihe von Löanngen: 

T<ui denen jede ein Nachbar der unmittelbar vorhergehenden ist und 
deren Höhen eine abnehmende Reihe bilden. Da die Höhen poeitiTe 
^nze Zahlen sind, so mnft die Reihe (4) notwendig abbrechen^ 
d. h. man kommt bei Fortsetzung der Reihe (4) notwendig einmal 
m einer Lösung die Qnmdlöstuig ist Ans dieser GhrondlöBung o 
fiifit sich daon die Lösung i ableiten. 

Dem Satze 3. zufolge genügt es zur ToUstSndigen Anfidsung der 
Gleichung (1), die Grandldsungen zu besttmmen. Ich werde nun 
zeigen, daß es nur eine endliche Zahl Ton Orundlfisungen gibt, und 
mgleich die Mittel zu ihrer Herstellung angeben. 

Soll die der Lösung i ^ (x, x^yX^,,.. xj benachbarte Lösung 
r - {x, x[f x^) keine kleinere Höhe haben, wie |, so moft 
Xi ^ xlf oder nach Gleichung (2) 
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od«r aneh 

(5) Sa^^xXiXf.. .x^ 

lein. Eine entsprechende Überlegung läßt sich auf die fibrigen be- 
nachbarten LSeniigeii von | anwenden. Demnach gilt der 

Saiß 4, DU Umnng 

\ ■= {x, X^f . . . x^ 

ist dtmn tmd nur daim eine Grundlösuiiff, weim die n Ungleit^iungfeH 

(6) ^xx^Xf . . . (.-i.f, ...I») 
erffäU sind. 

Die Symmetrie dieser Ungleichungen aeigt, daß eine GnindlSaiiiig 
dnich dne beliebige Permutation Ton Xg, Xf,...x^ wieder in eine 
Ornndlosnng übergeht. Es genügt deshalb, diejenigen Grundlösnngen 
«afensochen; welche den TTngleichnngen 

(7) «i ^ ^ ^ ^ • • • ^ 

genügen. Für diese Grondlösungw sind übrigens die Ungleichungen (7) 
zosammen mit der einen Ungleichung (5) ydUig chaiaktmatischy da 
die Ungleidinngen (6) sSmtlich zugleich mit den Un^eichnngen (5) 
und (7) erfüllt sind. 

Ich bringe nnn die Gleichung (1) anf die Form 

(xx^Xt — 2a;,)" — x*ai^ • • • 4 — 4(a^ + H -f aj), 

aus welcher leicht 

(8) xXgXf , . .x^ — 2icJ -« x^XfXi . . . x^yx* — 4tpi 
hervorgeht, wobei 

ist Durch Vertauschung Ton mit x^ entsteht hieraus 

(10) xXgXf . ,,x^ — =» ^1^*«^ • • • ^nV^* '~^Pt (•=' 1. ». 3i • . . *> 

und 

Nun möge 

^ (Xf X^f X^f . . . x^ 

eine Gmndldsnng sein, welche dem Ungleichungen (7) genfigt. 
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Wegen der ün^'ehimgen (6) aiiid dann die Quadratwoneln, 
welche in den Gleichnngen (10) auftreten, nicht negativ, nnd nnier 
ümen gilt, wegen der üngleidiungen (7), die GrSBenfolge: 

(12) v^^Pt ^ y«* - 4a ^-'-^v^' -"4Är 

Dureh Addition der Gleichnngen (10) kommt 

nxxiXf • • • X, — 2(a?J + «} H l-apj) =- ac»«, • • x^iVx^ ~ 4|>j 

4-V«*-4a + .. H- V«» - 4pJ, 
und hieraus in Kücksicht auf die üleichong (1) 

(13) yP'^Pi + Vä^'^^^ + + yi?^4p. = (n - 2)«. 
Aas der Kombination yon (12) und (13) folgt 

nV^ - 4p, £ (n - 2)af, n^af« - 4j«|) ^ (» - 2) V, (» - l)ar» ^ i»»l>, 
oder, nach Gleichung (9), 

(14) (» - l)a^a|Ä« . . . 4 ^ »»(a? + J«S + • • + a^). 

Nach den Ungleichungen (7) ist femer 

4 + «ä+-aÄ^(i»-l)a4, 

w daft ans (14) 

(15) xx^...x^^n 

iierrorgeht. Endlich ergibt die üngieirliuug (5): 

2a^ ^ xXiXf — ic5 + «}H i-ai 

oder 

(16) ä^-Ä*^a5 + ... + ai 
Ans der Ungleichung (15) folgt, daß 

X, . . . X^ 

nur eine endliche Zahl von Wertsjstemen annehmen können. Für 
das einzelne dieser Wertsysteme kann dann, nach Ungleichung (16), 

(17) a^-apS-(^ + «i)(^-^) 

mr einen der Werte 0, 1, 2, • • (i^ H h ^ erhalten, aodaB auch 

Ihr Xi nnd Xf nnr «ne endliche Zahl Ton Werten sulSsrif^ sind. Denn 
dnen gegebenen poeitiven Wert nimmt der Anidmck (17) äberhanpt 
nur für endlich Tide Zahlenpaare j:^, an, den Wert NnU aber nnr 
dann, wenn x^ nnd x^ denselben, der Gleichung 

2^ + 4 4- • -h 4 — xi^x^ • X, 
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gonfigeiiden Wert liaben^ vand diem CHoi^dmiig genügt^ wenn flberhmapt, 
nur em pontirer guuDtaUiger Wert x^. 

Die AasaU der GrondUbiiuigen der Gleichung (1) iet alio in der 
Tai endlich. Zu ihrer Bestimmong stehen, außer der Gleichnng (1), 
die Ungleichungen (7), (14), (15), (16) «nr Verfügung. Biesen kann 
man noch eine weitere hinzufügen. Da nämlich — 4jjj reell iet^ 
80 muß 4|)j ^ x^, oder nach Gleichung (9) 

(18) + a:J + . • • + xl) ^ {xx^x^ • • • xj' 

sein. 

Ans den Grundlosnngen lassen eich nach S;itz 3. die sämtlichen 
L6eimgen der Gleichung (1) ableiten. DaA hierbei aber auch keine 
der Gnmdlöonngen entbehrt werden kann, geht aas dem folgenden 
Satse heiTw: 

Satß 5. Keim der OnmeBÖtmufen kam am ecner imdem abgdeüel 

Dem Beweise schicke ich zwei HiUsBaise Tornas. 

Hilfssatz 1. Zwei yachbarlosungen von gleicher Höhe sind identisch. 

Denn zwei Nacbbarlösungen stinirrKjij n der Unbekannten x und 
in « — 1 d^r Unbekannten x^^ . . . fiberein. Daher müssen sie 
auch in der letzten Unbekannten übereinstimmen, wenn ihnen derselbe 
Wert der Höhe .Cj -f j j -f • -f x„ zukommt. 

Hilfssats 2. Eine Löeimg i kann hödutens emm Ifachbam vm 
lUemerer Mike besiieen. 

Angenommen nämlich, es wiiren die Nachbarn l^'^ and beide 
TOD klonerer Höhe wie 4 °- ^» * • • ^ würde 

2jBf > xx^Xf •••«„■»jcJ + a^H f-a? 

24 > xxix^ • • X. -» -H 4 4 4-4 

sein, woraus durch Addition die widersinnige üi^eiehung 

2(a^ + 4)>2(.ti4-^5-f ••• + 4) 

folgen würde. 

Um nun eleu Satz 5. zu beweisen, zeige idi, daß die Aimalmie, 
eine Grundlösung w könne aus einer andern | abgeleitet werden, auf 
einen \\'iderspruch führt. 

Aus dieser Aimalitne Iblgt, daß eö eine Reibe von Luaimgen der 
Gleichung (1) t « « , « 

gibt, Ton welchen jede Nachbar der Torhergehenden ist. Ifan darf 
nun vürauBsetaen, daB in dieser Reihe nicht ein und dieeelhe Losung 
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mehr ab eiiimal auftritt. Denn wSra «twn tf » so könnte man in 
der Beilie die auf 0 folgenden Glieder bie % inkhuiTe untordracken. 
Zwei nebeneinander stehenden Gliedern der Reihe entsprechen dann naeh 
THifcMfcfa 1 Terscfaiedene Höhen. In der Reibe möge nnn der größte 
Höbenwerfc der Löeong 0 zukommen. Es fiUlt dann nioht mit i an- 
sammen, da | als Grandlöenng geringere Höhe hat wie 17; aas ent- 
sprechendem Ghronde fallt tf anoh nicht mit 0 ansammen. Folglieh 
steht iü der Reihe zwischen swei andeien Toneinander Tersehiedenen 
LSeongen. Diese würden aber beide an benachbart nnd Ton kleinerer 
Höhe wie 0 sein, worin ein Widersprach gegen den Hiliissatz 2. liegt. 

Ans diesem Hilfssate folgt noch eine bemerkenswerte Tatsache. 
Bedeutet | eine Losung der Gleichung (1), die nicht GrundlÖeung ist» 
so kann man die Reihe von liöanngen 

4, ^, 5, . . . » 

nach Hilfssatz 2. nur auf eim Weise so bestimmen, daß jede Lösung 
ein Nachbar der vorhergehenden und zugleich von niedrigerer Höhe 
als die vorhergehende ist. Jede Lösung der Gleichung (1) kann also 
im wesentlichen nur auf eine Weise aus einer Gnmdlösong abgeleitet 
werden. 

Aus den Ungleichungen, welche für die den Bedingungen (7) 
genOgenden Gruudlösungen gelten, will ich nun einige Folgerungen 
ziehen. 

Die Ungleichung (15) lehrt, daß der Wert von z in keiner 
Grundlöfiuug größer als n sein kann. Hieraus fol^^ weiter, in Rücksicht 
auf die Sätze 2 und H, daß es überhaupt keine L(>sung der Gleichung (1) 
gibt, für welche x > m wäre. Das heißt, es gilt «1er 

Satz 6. B((k'(U-f a rinf fiPfff-hnie positive ganse ZoiU, die größer 
als n ist f so besitzt die üiopiMntiackc ületdiutuf 

(W) 4 + *5 H + «5 — ax^x^ "Xn 

keimt ÄMfUmmg m pasUivm gamm ZtMm x^,x^,.».x^ 

Nimmt man an, daß die gaaam (m'cht notwendig posttiren) Zahlen 
x^,9s^,..x^ der Gleichung (19) geni^en, ao mfisaea dieselben oflimbar 
sbatUch Null sein, wenn es eine unter ihnen ist Falls dieselben ab« 
riteitlich Tun Null Tenefaieden wirm, so wördon ihre absoluten 
i^if \^t'"\^m} ebenfiJla der Gleichung (19) genflgen. 
Am dem Saifae 6. fdgt daher^ daß die Gleichung (19), abgeaehsn von 
der tiivialen Lösung — 2^1» • • - » ««i- 0, keine Aaflöfnng in gasien 
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Wenn in der Ungleichiuig (lö) 

TorausgeseUt wird, so kauu sie nur bestehen, falls 

iii Dann folgt aber aus üngleieliimg (14) 

also x^^l imd sodaim ani der Gleichung (1) aehlieBlich «| 1. 
Dem Werte « — « eufai|iridit denmadi die einzige GrondlÖBiing 

a; = M, a;j = = = • • • — a?„ 1, 

aua welcher alao die eamtlichen Lösungen der Gleichong (1), für 
welche j; ^ » iat, abgeleitet werden können. Es gilt mit anderen 
Worten der 

8aii 7, Die simäidien JJoamgm der Glekkimg 

xl-i h 4 — »^1^8 • ■ • ar« 

in pomtiom ganum Zahlen x^, «t, . < . lasaen sid^ am der einen Löeung 

«i — 4% — — «.= 1 

Für die Werte von «, die 10 nicht überschreiten, habe ich die 
CiiuLLclIüsungen der Gleichung (1) berechnet. Dabei habe ich außer 
den oben aufgestellten Ungleicliungen noch einige weitere aus ihnen 
hervorgehende benutzt, die ich zunächst ableiten will. 

Dividiert man die Ungleichung (14) durch die üngieichung ^ 1, 
80 ergibt sich 

(n — l)xixl • • • a;; < »=^(4 -f- 4 + • • 4), 

oder 

(20) [(» - 1 • • • arä - £ n«(4 +... + 4). 

Entweder ist nun 

(a) (n-l)^^" xi<n\ 
oder aber 

(b) (»-l)aj...aÄ>ii^. 

1) Die diopbantische Gleichang x\^{-scl'^xl'=3x^XfX^ behandelt A. Mar- 
koff is seiner Abbuidlmig „Sur Im foimes qnadratiqnes binaires ind^finies", 
Math. Annalen, Bd. 17 , 8. 896. Hazkoff bewmfi bier, daft die ilimtlidten 
Ldsongeii der Qleidimig ans der Lösung » x, ^ » i abgeleitat werdin 
kOnneoi alm den entopreohenden speiiellen FlaU de« Sateaa T. 
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Im letiterea Falle folgt aus (20), da < ist, 
[in - n'\4 < n\xl + Q), 

wo zor Abkflrzong 

C - arj + • • • + 4 

gesetzt ist. Da nun 

[(ii-l)a{...ar»-»T-»* + (»-l)a1---afJ-«U(»-l)^"-^-2»'J 
ist, 90 8cJiiie6t man aus der letzten Ungleichung 

oder endlich 

(21) (« ~ l)x« . . . ar! < «» + «>/n« + (n - l)x« • • • xl(xiT " • + xl). 

Diese unter der Voraussetzung (b) abgeleitete Ungleichung gilt 
a fortiori, wenn (a) stattfindet. Sie gilt daher in jedem Falle. 

Die Unglfliehiing (21) gibt eine obere Grenze für die Werte, 
welehe annehmen kann, nachdem x^, . . . x„ bestirn r t gewählt wind; 
sodann gibt die Ungleichung (20) eine obere Grenze ßlr die sulässigen 
Werte Ton x^, jedoch nur, wenn der Fall (b) vorliegt 

Ist beispielsweise d;^ — — 1, so ergibt die Ungleichnng (21) 

(» - 1)4 ^ »* + »]/»* +"(»"— 1 )i» - 3) - »* + ny Jin - 1/ 4-1. 

Die Aufstelhing der 6nmdldson|^ wird, snBsr dnreh die Un- 
gleichungen (20) und (21 anch noch dnreh die Tatsache erleichtert^ 
daB ▼on Ä ö ab in jeder Gmndldsnng mehrere der ZaUes x^, . . .x^ 
den Wert 1 besitwn. Es bestellt nimlich der 

SaU 8. Wenn n ^ 5 »sf und ix, x,, jt,, . . . xj etm den Jk^ 
dingungen (7) gewigende GrundUumng der Gleichung (\) bedeutet, *> 

htsitxen sicher die n — 2 — k ktzteti der Zahlen x^, x^, x^ den 

Wert 1. JJaUu btjsetchnd k dte durdt dte Ungleicimngen 

In der Tat kOnnea nicht mehr als i: der Zahlen ar^, . gröfier 
ab 1 ssin, weil aonst ihr PAninkt mindest«nji f^'-h 2* ' ^ » auMfaUeo 
wttrde, im Widenspradi mit der Ungkkbung zx^ . , . x^-^, n. Mao 
Qbsnengt sidi ftsncr leieht, dafl Ton » — 5 ab » 2 — > 0 ist. 

Ich sidls Bini die den Bedingunfzen (7 g^rnügendifo GrundJvtftmgen 
dtr (Heiehni^ (1) bis w 10 io der fo]^t:ttäfü Toi/tU*} /.un^tumt-o: 
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Tabelle der Grundldsniigeii. 



n 


X 


«1 


«t 




1 














'1 


a 

o 


1 


( 

1 


1 1 

1 














' ■' 




1 

i 


o 




1 o 
















4 






1 
1 


1 

1 


1 

1 


1 

X 








1 








1 

X 


9 


9 


1 9 


9 


















*t 


1 
1 


1 
1 


1 

1 ^ 
















5 




A 
t 


9 


1 


t 

X 




















1 
1 


A 


o 


a 

o 


















R 

Kf 


1 
1 


1 


1 

X 
















'i 




9 


9 


1 

X 




















7 


1 

X. 


1 

X 


1 

X 






















9 


1 
X 


1 

X 
















7 




o 


Q 


9 


1 

X 






















9 


9 


9 








i. 












1 
X 




9 


9 
















8 




Q 
O 


1 


1 

X 


1 
X 




















1 


4 


2 


2 






1 








»1 




9 


1 


1 


1 




















6 1 


2 


1 


1 




















10 


1 


1 


1 










1 










6 


3 


1 


1 
















10 




4 


2 


2 


1 


















2 


3 


2 


2 
















1 


4 


4 


3 i 


Iii 


1 1 1. 


1 i 


^ 1 





An dieee Tabelle kiiü|ifb ich nodi einige Bemerlnuigen. 

Nur in den FUUen fi"»3 und iii»4 kommt es tot, daß die 
Zahlen x^y . , . einer GnmdlÖBung einen allen gemeinsamen 
Teiler anftreisen. 

Man beweist nnn in der Tat leicht den 

Satjs 9. Wmn » > 4 ist, so gibt es kiim- LvsuH(f der Gleichung (1)^ 
m wekiwr jr , . x„ . . . eifun gemeinsamen Teiler besiteen. 

Angenommen nämlich, ee wäre 
8o wttrde 

30 + + • • •+ SÄ - ^ - * « • yi y, • • ' y, 

folgen. Nach Safa 6. müßte ntm 

9^-^x ^ n 
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ud, d» ^ c*-*, auch 

KiiL Diese Ungleichung int aber Ton »«-.5 ab Bichi «rfUlt 

Der Satz 9. laßt sich abrigens auch ohne Schwierigkeit aus dem 
Siiie 8. ableiten. 

Die Tabelle der Grundlösungen zeigt ferner, daß die Unbekannte x 
001 einen Teil der Werte ^ u annehmen kann. Naeh den ^izen 2. 

und 3. folgt hieraus der 

Snf: U). Bceirhmi a eine jmitice yanse Zahl, so besitei die 
divphaniuyche Gleichumj 

(22) a?; + + • • • -I- — ax^x^ *"X^ 

Auflösungen in positiven ganzen Zählen x,, a:,, . . . a:^ nur für a— 1 
Mu/ a = 3, faUs n = 3 ist; nur für a ■« 1 und a =*= 4, faUs n = 4 
mr für a — \ . a = 4 M«rf a = 5 , /o^/s n = 5 is/ ti. s. 

Für einen unbestimmten Wert von n dürlte es schwierig sein, 
diejenigen Werte von a ^ n all jre mein zu charakterisieren, für welche 
die Gleichung (22) Auflösungen in positiven ganzen Zahlen hesitzt. 

Die im vorstehpiiden ontwickelte Theorie der Gleichung (Ij läßt 
Mi ii 11 ( Ii in anUerer W«nse auffaäsen, wohei ihre Analogie mit der 
Zahlen tlaüijp der quadratischen Formen hervortritt. Die binären 
<iua ir itisrheu Formen von gegebener Deterniinjintc D sind eindeutig 
zugeordnet den Lösungen der diophantischen (ileichung 

(23) ai;-«^flr,-D. 

Die Eintt'ihuig der Formen in Klassen kommt also auf eine Einteilung 
der L(>Binig"( II der Gleichung (23) in Klassen hinaus, wol»ei zwei 
l.' HJiiLren 1 / , r„, ./■, ) und (x[, x^, x') dnnn m dieselhe Klasse gehören, 
weim die eme aus der andern dorch Gleichungen der Gestalt 

— x^afi + x^{ad + ßy) + x^yd 

abgeli'iti't werden kann, unter a, ß, y, 9 ganxe Zahlen der Detenninaaie 
tid — ßy=l verstanden. In jeder Klaaae Ton liÖrangen giht es eine 
.rsdnsierte'', durch Ungleichungen eharakteririerte Losung. Die Anzahl 
diflser reduzierten Lösungeai — und damit die ^««AI der Klassen — 
iit eine endliche. Hat man die reduiierten Lösungen der Oleiehung (38) 
anfjgestellt, so ergeben sioh aus ihnen aUe fihri^ Lösungen Termfige 
der Fonneln {24). 
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T 

In ganz eBispreobender Wiftise hat niaii nun ein« Binteilong d«r 
LSsimgen der Gleidmng (1) in Klanen, wenn nian swei IiSnogan 
dann in dieselbe Klasse redinefc, ftUs sie in dem oben festgeseteten 
Sinne auseinander al>geleitet werden können. In jeder soleben Klasee 
gibt es eine durcb Ungleichungen ofaarakierisierte |,redu2ierte'' Ldsuag^ 
nimlich die Orondlosung^ ans welehor sieh alle LSsungen der Klasse 
ableiten lassen. Die Ansalil der Klassen ▼on LSsungsn stimnit nut 
der Anzahl der GmndlSsung^ flberein und ist also, wie dieae^ endlieL 

Auch auf die Gleichung 

(26) -t -i -jrxl — xx^x^ • 2>, 

wo D eine gegebene ganze Zabl bedeutet^ iSfit sieb dieselbe Einteilung 
der LSsungen in Klassen in Anwendung bringen, wie auf die, dem 
Falle D «» 0 entsprechende Gleichung (1). Die ein und derselben 
Klasse angeliörenden Losungrai der Gleichung (26) stinunen dann 
wieder in dem Werte der Unbekannten z Qberein. Femer ergibt sieh 
durdi ahnlicbe Betnehtnngen, wie ich sie oben fttr die Gleichung (1) 
angestellt habe, daß fOr einen negativen Wert von D die Anzahl 
der Klassen endlich ist Dagegen ist dies nicht mehr allgemein der 
Fall, wenn D positiv ist, weil dann fllr ii<5 möglicherweise, fBr 
n ^ 5 aber stets Lösungen der Gleichung (20) existieren, in welchen 
eine der Unbekannten x^^ • • vdrsehwinde^ und für welche daher x 
jeden beliebigen Wert besitzen kann. Betrachtet man aber Dir den 
Fall 2> > 0 nur diejenigen Klassen, in welchen keine Lösung vorkommt 
für welche eine der Unbekannten x^, x^j. . . den Werft Null besitek» 
so ist die Anzahl dieser Klassen wieder endlich. 

Übrigens laßt sich im Falle eines negativen Wertes von D die 
Auflösung der Gleichung (26) auf die einer Gleichung der Form (1) 
zurfickftihreiL In der Tat, ist etwa 

JD — — »», 

so eiitsprech(>n die Lösungen der Gleichung (26) offenbar einzeln den- 
jenigen Lösungen der Gleichung 

+ «I + • • • + + a^S+i + • " + s^n^m ™ «*iaS| • • • • • • 

in weichen die Unbekaimten x„^xi " -9^^^ den Wert 1 besitzen. 
Zürich, d. 20. Dezember 190&. 
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Aafstellung einiger Krümmniigsforineln, die Integralfiäcken 
purtieller Differentialgleichiingeii erster Ordnimg betreffen. 

Von K 2oBAW8Ki in Enkaii. 

Diese kurze Abhandlung: enthält die Aufstellung einiger Formeln 
und Relationen, welche sich auf partielle Differentialgleichungen erster 
MriluuDg mit einer abhängigen und zwei unabhiingigen Veiünderlmben 
beziehen- Die hier durchgcfübrtt'n Betrachtungen bilden eine Anwendung 
desjenigen FormeLsystems der Kriimmuugsthcorie von Flächen, welche» 
in der sogenannten natürlichen Geometrie benutzt wird. 

1, Es sei im Räume ein rechtwinkliges Koordinatensystem z. 
Man betrachte eine Iläche und wähle auf' derselben ein orthogonales 
System von krummlinigen Koordinatenlinien. Man nenne Kurren- 
sebar 1 und Kurrenschar 2 zwei Kurvenscharen dieses Systems und 
bezeichne mit &^ and ^ die Bogenlängen der Kurven dieser Kurven- 
scharen. £s seien die positiven Halbtangenten derselben und die positive 
Flächennormale so gewählt, daß die HichtongskoBinnB dieser positiTOi 
Halbgeraden beziehongsweise die folgenden seien: 

dx dy de 
di^* d«^' 

dx dy de 

55i' äH* äi' ^ 

X ^ ~ — F — ^ ™ — — Z -~ ~ - — — — 

d«| d9g da^dsi* ~ dfg dt^ d$^ ' di^ d$^ ds^ dt^ ' 

Bei dieser Wahl ist das Trieder dieser Halbgeraden in der angegebenen 
Reihenfolge mit dem Trieder der positiven Halbachsen x, y, z kongruent. 

Es sei in der Tangentialebene der Fläche derjenige Sinn der 
Drehung positiv, in. welchem die positive Halbtangente der Kurven- 
schar 1 um ^ gedreht werden muß, um zur positiven Ualbtangente 

der Enrrenflchar 3 za gelangen. Eine dritte Kurrenschar auf der 
Hiebe kann dunsh den Winkel oi ihrer poaitiTen Halbtangenie mit der 
podtiTen Halbtangente der Kunrenschar 1 festgelegt werden. lat « die 
BogenUbige der Eurre dieser dritten EuTensehar, und wBchgt diese 

Bogenlänge in der liichtung der positiven Halbtaugente, so amd 
1« ' ^ RichtongskosinnB dieser positiTsn Halbtangente. Man betrachte 
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noch die orthogonalen Trajekfilrieii dieser Korrenschar; man bezeichne 
mit 0 die Bogenlänge derselben und setsse Toxaus^ daß die entaprechende 

pontive Halbtangente, deren Ricbtungskotmus ^ srnd, so 

gewählt woitlen ist, daU sie mit der positiven Halbtangeute der Kurven- 
flcbar 1 den Winicel n + ^ bildet Die awei letztgenannten Kurven- 

scharen wollen wir als Eturenseharen o und o + ^ beeeiclinen. 

Man bezeichne jetzt mit n, g und x die Normalkrümmnng, die 
geodätische Krümmung nnd die geodätische Torsion der Kurvenschar £d 
und nehme, um in bezug auf die Vorzeichen eine bestinirate Wahl zu 
treten, an^ daü diese Krümmungen durch die l^'ormehi: 



d*x _ ^Tldx d^x ^idx dX 

d$" ^~^d0di* * ^^^ d« dt 



bestunmt sind, wo das Suxunenzeidien anf drei Aohsen jp» zn er- 
strecken ist Dementsprechend wollen wir fOr die EorTensebaren 1 
und 2 solche Formeln gelten lassen, welche ans den angefUhrten Formeln 

durch die Anualinieii o) = 0 und = ^ hervorgehen. Man hat also 

für die Eurrenschar It 

v''*^ _ 'S^' **** 
•H^^^dfif» ^^~^d^dii' "i^^d^d^ 

und für die Kurvenschar 2: 

y (fx dx d*x (Ix (IX 

"« dsl > " ds^ di\ ' " ds^ d«. 

Es findet die Besiehung statt: 

+ = 0, 
nnd wir wollen die Bezeichnung: 

— 1?! =* T, W 

benutzen. Alsdann hat man für die Kurvenschar co die Formeln: 



(1) 



» — cos'o + 2m coso sina» + 

dn 

^ — ^1 cos o + ^, sin » 4- 

V — J (»1 — n,) sin 3o — f» eosSo. 



Endlich bemerke man, daß die Größen n^, n^f m, g^f den Beziebimgeu 
von Gauß und Mainardi>Oodazzi genügen, die unter Benutzung der 
hier angegebenen Bezeichnungen lauten: 
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2« Es aei jetefc die partielle DifferentiBlgleichoi^ erster Ordnimg: 

(3) F{x, y, z, p, q) ^Q 

gegeben, wo sor AbkflnuDg p, » q geeetsi ist Die chezak- 

teristiEchen Streifen dieser Dififerentialgleichang sind darch diese 
Differentialgleichung selbst und durch das System der gewöhnlichen 
DifTerentialgleichimgen : 

(ix dy dg dp dg 

^ " ^ " 1» i-V + « ^« ^ ~ ^« + p ^. " ~ F^TW, 

definicrty wo F mit dem TOiMbiedeiieii Indices die partieUen Difflimitial- 
qDotienten dar Fmiktion F in besTig auf die angeaeigten Veiinderlichen 
beieidmet Wenn man ▼onnaaet^ daß der Anadraek: 



R = Vii -^p')Fj + 2pqF,F^ + (1 + q^F} 

ftr Werisyateme Ton x, g, p, q, welche die Gleichung (3) beMedigeOy 
im allgemeinen nicht gleich Null ist» ao reduziert aieh die Gharakteriatik 
im allgemeinen nickt auf einen Punkt und ist keine MinimalkorTe. 
Bei der genannten Yorauaaetning in beai^ auf R hat der Auadmck: 
H^yi ■\-p^~^^r? dieaelbe Eigenadiafty d* h. diejenigen orthogonalen 
Trajektorien der Chankteriatiken^ welche auf den Flidienelementen der 
eharakteziatiaehen Streifen aenkrecbt atehen, aind im allgemeineQ keine 

MmirnftlTi Uff eW w 

Wir wollen nun aof jeder IntegraMüche der partiellen Differential- 
glleiehmig (3) die Schar der Charaktenatiken ala Kurrenachar 1 und 
die Schar der orthogonalen Tngektorien dereelben ola ETurreoachar 2 
aanehmen. Die Riditungen der Tangenten dieaer Kurrenacharen und 
der Normalen der Integralflaohe kdnnen ohne weiteres bestimmt werden 
and die fiichtnngskosinns der entsprechenden po8iti?en Halbgeraden 
können in Obeninatimmuig mit den Toranasetzungen und Beaeiehnungen 
der Nummer 1 gewählt werden. Es können nimlidi die Formeln: 



(4) 



dx dy dz l /^jp . « jp\ 
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und unter Benntsong der Beaeicbiiungen: 



(5) \f'-PQJ\ + (^+a')F,, 

die Formeln: 

/-v dx b dy CT dz^ _ _ c 

ftDgenomnien wetden. 

Wir wollen ans inniclist damit beediiftigen, die Ghröfien m 
imd §1 m beredmen. Zu dem Zwecke mdnen nocb einige andere 
Formeln angeffilirt werden. Ana den Differ^itialgleicliangm der 
Gharakterietiken folgen immittelbar die Werte: 

— i + p^'.>' --'s + «^.) . 

nnd wenn man zur Abkürzimg 
(7) 



- + pF.) II - {F, + 9F.) l[ -W,(f) 

setzt) so wird 

(8) ä{- - S W^W- 

Mau sieht ferner leicht, daÖ die Formel: 

gilt, und infolge der Formeln (4) und (b) kommt man auf folgende 
Ausdrücke: 

aij - -ji. [p TT. y +qw, (Fp - F,(F. + - + « Fj] 
-SiO'F, + ä.f;)Tr.(iJ), 

rf», aji' H'R ' 

dt, " H>H ' 
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Mit Hilfe dieser Ausdrücke und der früheren Formeln kommt mau nun 
leicht zur Aufstellung der Formeln für n^, m und g^. Wir erhalten 
nämlich: 

(») - a/fitW + 1»^.) + ^,(^, + »^•.)]. 

(10) m^-^-gdHFM + pFj-a{F, + iF;)], 

(11) A - ^ [F,W,{F,) - F,W,(F,)] + '-^ . 

Dies sind die Formeln für Normalkrümmung, geodfttisehe Torsion und 
geodätische KrSmmong der Charakteristiken.*) 

3. Wir gehen nnn zur Betrachtung der Werte der Ableitungen 

~ , Aber. Die Differentialgleichung (3) liefert durdi Differentiation 

nach Sg die Beziehung: 

und wenn man die Formeln (5), (6) und (10) ausnutzt, so läßt sieh 
diese Beziehung in der Form: 

(12) Z + ^, Ii - - «1». 

darstellen. Man bemerke jetzig daß sich längs einer jeden Charakteristik 
nnendlieh viele Int^fralflaehen berühren. Für ein gemeinsames Flächen- 
dement besitzen diese Integralflichen unendlidi viele von einander 
verschiedene Erümmnngselemente. Da aber die fraglichen Ableitungen 
von der Wahl der Krümmungselemente abhängig sind, so können für 
dieselben auf Grund der vorgelegten Differential^eichong Funktionen Ton 
Vt *t Pt 9. TBi^i erhalten werden, welche die Gesamtheit der Werte 
dieeer Ableitungen darstellen und keine weiteren veränderlichen Größen 
eaihslten. Man kann aber leicht zeigen, daß, wenn man zur Untei^ 
Scheidung der genannten Krflmmnngselemente die Normalkrümmung 14 
der orthogonalen Trajektorien der Charakteristiken wählt, man för die 
fraglichen Ableitungen mit Hilfe dieser Größe vollständig bestimmte 
Ausdrüde erhalten wird. Man hat nämlich die Formel: 

d^ - Ä 5^« « d i[ ~ 5:^7 ' 



1) Et msg bemerkt werden, da6 die Gleiehongen — 0 und m — 0 im 

Werke „Sopbas Lie, Geometrie der Berührungstransforiuationen durj^csteUt von 
Sophn« I.ie und Georg ^^rliofTi-rs", I,ciir/.i^' iROfi, S, 640 and 8. 667 angegeben aind. 

Archiv der MaÜMnwtik und Pb>»lk. III. B«itM. XL 14 
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wenn man aber die Belation: 

dx , Uu dz /V 

nacli 8, differenziert und die erhaltene Beuehimg aaflnatst, so bekonunt 
man die Formel: 

^ l fdp dx dq^ dy \ 
BKdg^ds^'^dt^ds^)' 

um weLcKer mit Benntzong der Formeln (6) die Gleieliimg: 
(13) -i^^a^-M'S», 

folgt. Die Gleichungen (12) und (13) können nun in bezog auf die 
Ableitungen ^'^^ und ao^elöst werden. Die Determinante dieees 



Systems ist It^j und man erhält die Formeln: 

Auf (irand dieser Formeln und der rormelu fß) kann nun der 
Ausdruck für die Ableitung einer beliebigen Funktion /' von ./ , q 
nach au%esteUt werden. > ührt man nämlich die Bezeichnung: 

(15; w.(f) - i - ü'm - „ (|r + |r) - c 1^ 

ein, so ist leicht su sehen, daß die folgende Formel stattfindet: 

Wir wollen hier noch die Formel für //« d. h für die geodätische 
Krümmung der orthogonalen Trajektorien der Charakteristiken aufstellen. 
Man bemerke, daß in folgender Weise daigestellt werden kann: 

Wird die erste luihe der Formeln (4j nach ditfereuziert, so folgt: 



(/ fdx\ 


1 


dFp 


1 ,iJ{ ,1t 






B 


r/v. 


Ji (i s, (/ij ' 




t/*-, \d»J 


1 

Ä 


dF,, 
ds. 


1 dh' dy 
Ii lis^ Jk, ' 




d (dz\ 
dSf \dsj 


1 

Ji 


äs. 


^ ^ P ds,^ ds. 


rf^X 1 dR dg 
a dSf) ~ Jt d», d\' 
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ftlso kann auf die Form: 

1 rdFp/dx . dz\ , dFuidy , dz\ , {-e, dp , dq\ dz-] 

gclir tcht werden. Wenn man aber berücksichtigt^ daß aus den Formeln (6) 
die Werte: 

folgen, und wenn man die Besielmng (12) Bowohl wie die Formel (16) 
ananntz^ so kommt müi zum Resultate: 

WO jP^i, 7''^^, I\ die Diflferentialquotienten zweiter Ordnung der Funktion F 
nach p und (/ bezeichnen. 

4. Unter 2. und H. beschäftigten wir uns mit don Norfiial- 
krüuimungeu und dfni c/eodätischen Krümmungen der Cliaraktonsiiken 
ond ihren orthogonalen Trajektorien luif IntegrüHlächen und mit der 
geodätischen Torsion dieser Kurvenscharen. Diese Größen müssen den 
<fleiehungen von Gauß und Mainardi- Codazzi Genüge leisten, und 
wir wollen nun 7-usehen, 7n welchem Resultat« hitr die Anwendung 
dieser Fuudameutabrelationeu der Flächentheorie führt. 

D*»r Klirre halber wird es bequem .sein, durch die Formel: 
= u -r ßn^ darzustellen, wo also et und ß die in flT) auftretenden 
AusdrHck*^ bezeichnen. Alsdann liefert die Anwendung der genannten 
Fuudameutalrelationen unter Berücksichtigung der Formehi (8) und (16) 
die Beziehungen: 

- T(IWM + W,(fi)n, + - (« + 

(18) ^ "'•("i* ~ T 1^ ~ T^} "» - i" "^»("»J 

Man bemerke jetzt, daß mit Ausnahme von alle in diesen Beziehungen 
Torkommenden Größen voilBtäudig bestimmte 1 uuktioueu von j, «, p, ^ 
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sind. Ans dieaen Begdehuiigeii kann aW nicht eine diskrete AhtaHI 
▼on Funktionen für die Oröße folgen. Darana eigibt sich, daß die 
Bweite dieser Bessiehungen bei beliebigem n, erfolli werden mofi, d. h. 
daß die Behitionoi: 

bestehen. Die dritte der Beziehimgen (18) findet sicher bei heliebigoni 
«, nicht statt, denn das erste Glied derselben kommt jedenfnlls in alK-ii 
möglichen Fällen vor. Diese Beziehung bildet eine partielle DiÜereuiiai- 
gleichung für vou der Form: 

(19) ^ WM + /J«{ + y«, + tf - 0, 

Yfo y und Ö folgende Ausdrücke bezeichnen : 

Endlich kann die erste der Beziehungen (18) nicht eine von (19) un- 
abhängige Diiferentialgleichung für M| sein, denn wir hatten alsdann 
für n, eine endliche lineare Gleichung, was ausgeschlossen ist. Demnach 
besteht rlifsp Bezieliimg ent^edtT bei beliebigem w,, oder sie ist eine 
bloße Folge der Difierentiuliileichung (19). Anders gesi^, für n, 
ergibt sich aus (18) bloß die Differentiaigleichnng (19)^ ond wir 
konstatieren^ daß noch die Relationen: 

5 w^.W') + ^ ^ - ^) + ». + a«/) - <»n 

i W,(.a) +gl + a'-y^ WM) + - ßd 

bestehen. 

6« Wir wollen noch einige Bemerkungen in besag auf die in 
diesem Artikel duehgefOhrten Entwicklungen hinsufügen. 
Wenn die Gleichungen: 

einen charakteristischen Strafen der Differentialgleichang (3) definieren, 
so kann die Gleichung (19) für die Flaehenelemente dieses Streifens 
in der Form: 
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dtxgestellt werden, wo A, B, C Funktionell yon u sind. Dies ist eine 
gewohnliclie DifferentialgleichuBg Tom Biecatisehen Typus, und aus 
denelben ergibt sich im aUgemeinra eine linear gebrochene Funktion 
der willkürlichen Kosetante mit Koeffizienten^ die beetimmte Funktionen 
Ton « sind. 

Ferner bemerke man, daß die Gleichung (19) dann und nur dann 
das Qlied mit fi| aieht enthalt, wenn 

und es ist klar, daß dies für solche und nur fOr solche partiellen 
Differentialgleichangen stattfindet, die auf eine oder mehrere in besug 
auf |) und q lineare Gleichungen zurückgefQhrt werden können. 

Zuletzt bemerke man, daß, wenn man für den Winkel (o, der 
unter 1 definiert wurde, eine Funktion von x, y, p, q wählt, 
damit auf jeder Integralfläche der Differentialgleichung (3) eine Kurven- 
schar gewählt wird. £s erhellt aus den Formeln i 1 ), daß di^^ Xonnal- 
krümmuDg der Kurrco. dieser Schar nur im Falle der Schar der 
charakteristischen Kurven von der Wahl der Krümmung n, unabhängig 
ist. Man sieht auch, daß die geodätische Torsion nur für die charak- 
tnistiachen Kurven und ilire orÜiogonalen Trajektorien von n., un- 
abhängig ist. Endlich sieht man lei<-lit ^'in, daß die geodätische 
Krümmung dann und nur dann von der Wahl der Krümmung xm- 
abhSngig ist, wenn die betreffende Kuivenschar entweder aus chank- 
temtischen Eurren besteht, oder wenn dieselbe die Relation: 

^ {F;F^ - 2F,F,F„ + FlFf) + F, g - - 0 
befriedigt Die letztere liefert für o den Ausdruck: 

VC eine Funktion ist, die dnreh Quadratur bestimmt werden kann, 
ond wo ^ eine wiUkOrUche Fünktioa ihrer Argumente beseiehnei 
Die Funktion kann im Falle einer DifibrentialgleiGhung, die auf 
eine oder mehrere in besug auf p und q lineare Gleichungen snrflek- 
f^rbar ist, gleich Null gesetet werden. Demnach bestehen fllr diese 
Kategorie der Differentialgleichungen die in Rede stehenden Eurren- 
scharen aus LiaienelementeD, die in jedem Ptmkte des Baumes dnen 
Kreiskegel bilden, dessen Achse das durch diesen Punkt hindurch- 
g^keude Linienelement der charakteristischen Eunre ist 

Krakau, den 10. Juni 1905. 
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4 

-/:.-»-f'-'-i^.i^--('-v)')j- 



X — » — 



i Ä « — 1 



Links erliilt man log r|i — Bcrhis eigibl Ebuomer I 
die Summe {na — ^ Elammer D ist ^eieh ~ ^ ^ 



4. ^ 



« Sf 



• -1 



1 + e » H he 



" +' 



-H«-l) / -/ 



(e-'-O 



1/ Siebe J. H. Graf, Einleifang in die Thmnie d« Gemmft-Fuiiktiou eie. 
8. dl, Formel (60). 
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1» « 

— 7ZI+— TT 



-7=1+ 



e» — 1 



, so daß man die Formui 



Setzt man in (l) na — 1 statt «, so folgt 

(3) log r(na) = I ^(na J'^^» 

muL subtrahiere man (3) Ton (2), dann hat mau 

l ^ 71 - 1 



\h log 



1=0 



r{na) 



f 



--(««-1)1 



der 



Man ersetze die untwe Integrslgrenze durch x und Ternachlassige alles, 
was anxgleich mit SP Tenchwindet. Vorerst folgt vom dritten Term in 

Klammer, wenn - — <| geaettt wird, 1 ~, 1 .ät^, 

n 

T i M e e n wir. den Index weg, nnd nelunen wir dieeen Term mit dem vierten 
süBammen, so ergibt sich 

9 a a 

In erster Annahenuig geht der Integnmd übei in f so daß 

man hat J^i-^lt^J— il'rf^-y/- i - (»a- 1) log^/+ log Konst. 

» 1 ' *^ " 

*■ -~ {na — ^) log if, wo log. Konst — 4- log n gesetzt ist 

Da nnn ^ ~ / > wenn — («ra — i) log » nach rechts 

genommen wird, 

j = »-1 
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oder wenn wieder 0 als untere Grenze gesetst wird, =(»—!) J, wo 

Nim muß J ausgewertet werden. 

In der Formel für J ersetzen wir t durch 2t , so hat man, wenn 
noch mit 2 multipliziert wird. 

Subtrahiert man (a) von (ß), dann ergibt sieh 

j daher 

0 ^ 

(*) i log 2 = i /* dt. 

Wird (d) von subtrahiert^ so hat man 

0 

Nun ist aber nach Formel (1) 

daher J - J log i' log r(|) = J log ä, { log 2ä. Dieser Wert 
wird in (ö) subBÜtuiert, Jaun ergibt sich 

1^ Pi«he J. H. Graf, Einleitung in die Theorie der Gaauna- Funktion, 8. -48, 



Uiyitized by Google 



r(n) r(a + F^a ^ . . r(a -^"^ ^ : r(»a). 209 

wonms x = n-i „^i 

r(a + ^) - (2«) « 'r(fia) 
odar a«i 

(6) r(a) r(a + i) . . . r(a + " - ') - 5;^^;- nna) . 

Der üansr des BcweiseB dieser Formel, hekiiunt unter dem Namen ./Ins 
Theorem von üauß'', folgt im Ani'aug dem Weg, welchen ScLlömilch 
in seinem Compendium der Analjsis, U. Auflage, S. 251, 252, gegeben hat, 
fthrt dann aber nach den Angaben L. SoklaefUe dorehane aelbstiuidig 
nun Ziel Man Tergleiehe hierttber aueli, was H. Schenkel in semer 
Dinertatioii: Eritiedi-hieiorieche Untenuehung Uber die Theorie der 
6«mroafunktion etc., S. 21 ff. n. S. 38 ff., aaigibi Für a^-l/i» folgt 
die einfachere Besiehnng: , ^ 

Wie Scbldxniloh anf Seite 253 loc. cit angibt, lafit lieh diese leiste 
Formel auch beweisen durch Anwendimir von r(n) PCI — n) — ■ ' 

Wir «tzen r Q r{^-) - d«m M 



X 



ADCr — ' i . J7^ ^ - » aiSO 

~n e ' —e " 1 — e " 



j V II — 1 

— 2ix ■ e " 



und wegen (x — e *)— aj*-*-|- H hl folgt 

1 = »— 1 ^'="~'/jt 

10 daß sich ergibt 
oder 

. ^. ^(4)r(|)-r(",'-).i^- 

me Torhin. 

Bern, im September luC4. 
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C. Iibkkkabb: 



Über die Erledigung des MalfattoBchen Problems mit den 
Hilfsmittoln der elementaren Planimetrie. 

Von C IsBHKKAHB in Trier. 

t 

Man kann schon eine ganze Reihe der fUr den Schul uniemchi 
geschriebenen Leit&dna durchblättorn, ohne das berühmte, „viel- 
umworbene'^ Taktionsproblem Maliuttia überhaupt erwähnt zu finden. 
Und wenn man es irgendwo antrifft, so zeigt sich, daß die Lösung»- 
methode entweder trigonometrisch') ist, oder — falls die rein plani- 
metrische Aufgabe auch ausschließlich mit planimetrischen Hilfrmittdn 
behandfit wird — daß der bekannte, Ton Steiner so diesem Zweck 
aufgestellte Lehrsatz zu Hil£e genommen wird'), ein Satz, dessen Ab- 
leitung tveü jcwetfe des Qynuiaaiainnterridiits liegt 

Auch einige in neimer Zeit erschienene, der genannten Aufgabe 
gewidmete Abhandlungen, s. B. die von Sachs, Davids und Pampuch, 
konnten — so gediegen und wertvoll sie in wissenschaftlicher Hinsicht 
sind — eben wegen des zur Lösung aufgebotenen wissenschaftlichen 
Apparates die Aufnahme des Problems in Schulbücher kaum empfehlen. 

Oeeigneter dürfte wohl ein Weg erscheinen, der im Folgendan 
eingesehlagen werden soll, und auf dem schon ein Gymnasialsekundaner 
mitkommen kann. Trigonomefarische Vorkenntnisse sind überhaupt 
nicht erforderlich; bei der sogenannten i^algebraischen Analjsis** werden 

1' \ er;;!, ii. a Ht-irf. TrigniinnK'tric. S. 18s und S(•h^s■prinp ,,Han'ii'rt 
gaben'*, S. 68. Heia verweist aut Crelleii luathematu^clie Aufsätze, uud Schwenng 

lOst nach Schellbaeh, Creile» Joamal Bd. 46, 8. 91. 

S) Vgl. v. a. Koppe^Diekmann, Geometrie II 8.43 und Jnnghans, Lahr» 
buch der Geometrie I S. 383. In letxtemn Buche wird außer der Stei Derschen 

Lömng rn^xVt firi'- \i>n AdnmB vorpfetraffPn , hei welcher die Konstruktion zwar 
zienilii h eiutach, der Beweiii aber n tlit komjdi/.iert ist Von AtifgabenBammluDgeu 
möge augetülirt werden die von Gustav Hoftmanu, welche die Steinersche 
LOeoog enthilt, uad die von Lieber und t. Lflbmaan, welche anSer der 
Stein ertcfaen noch die trigonomotriBch« von Gronert und v<w Schell back 
wiedergibt. — M. Kröger sagt in seiner nicht für den Schulgebrauch bestimmten 
Planimetrie (Hamlmr^' IROn, S. 3S7): „Man findet die MalfattiHche Aufgabe t» 
Lfhrbuehrrn s,lhn brhnndt jt. \s cil ihre l.fipnng bis jetzt entweder darauf gegründet 
wurde, daß mau dureu weitiautig« Berechnungen die Größe der Kadien in koo- 
•troierbsren Aiudrfleken fectitellte, oder ein trigonomelriidiee Terüftfaiea eio' 
•ddng.** Dann gibt er swei LOaungen, welche beide, mid swar die oxite asdi 
Petersen durch Kreispotenzsätze, die zweite nach Kunze durch Streekeu- 
berecbnnng enieit, salet«i auf die Steinersche Konitruktion binauelaufea. 
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nur wenige gaas elementare Sätce verwendet; auf planimetrischem 
6«biet nnd ronuagesetzt die Lehre von der Ähnlichkeit, die einfachsten 
Sitae Aber den Flächeninhalt des Dreiecks, über die Radien der Be- 
rlOmiiigakreise und der Ptolemäische Lehnats. 

Schon Binder liftt in aeiner henrorragenden Arbeit Aber das 
Malbttisdie Problem^) beiläufig einen Gedanken ausgesprochen, der 
unserem Ldsungsplan nahe kommt Er sagt: „Es sei hier gelegentlich 
bemerkt, daß man auf Terschiedene inieressanie und rein ffeotndrisck 
iSfAare Angaben gefOhrt wird, wenn man den Yersuch macht, das 
Problem smiiGfast auf die Konstruktion Mweier Kreise aurflekzufllhren. 
Mm kaon s. B. swei Kreise, die je awei Dreieekaseiten und einander 
berllluren, aeichnen, wenn gegeben die Summe oder die Difierm ihrer 
Hslbmesser; oder die Richtung ihrer Zentrale, oder der Abstand ihrer 
Berflhruiigspunkte auf der too beiden berfihrten Seite, oder der Punkt, 
in welchem diese Seite von der innam Tangente beider Kreiae ge« 
troffen wird; und dann die in diesen Aufgaben ala gegeben an- 
geoommenen Stficke für dm Fall sa beatimmen Buchen, daß die awei 
SresBe Hal&ttisehe Kreise werden aollen, wobei man dann freilich 
Sur (Hat die swei letzten FSlle auf einfache Beatimmungen kommen wird/' 

Schwering sieht bei seiner Besprechung der Maliattiaehen 
Av^be an An&ng auch nur zwei Kreise in Betracht, achlSgt mit 
diesen aber keinen von den fünf Wegeu ein, die Binder andeutet, 
sondern leitet bloB das Ergebnis ab, dafi die Projektion der Zentrale 
aaf die gemeinaebaftlicbe Tangente gleich dem doppelten Produkte 
ans den Wurzeln der Radien iai 

Im Folgenden aoU nun ein aechater, Ton Binder nicht an* 
gegebener Qedankeugang entwickelt werden, der tataachlich zu einer 
lehr einfachen Konatruktion äweiar IKal&ttiseher Kreise iDhrt. Sind 
diese erst fertig, so ist es offenbar eine geometrische Kleinigkeit, den 
dritten noch hinsuzufQgen. 

I. Das ursprüngliche VallMtiflche Problem. 

In }) ezug auf 1 Ii II' HiiHh<im schließe ich mich an Pampuch*) 
an mit nur einer Ausualimc. Pnmpuoh benutzt die Ortlioyofuiikrvisc 
der Mallattischen und bezeichnet die Kadien dt-r « i.steren mit r, ij, s, 
iie der letzteren mit , if^, Zy Wir haben die Orthogunalkreise gar 
oicht nötig} daher bedeuteu y, e die Kadien der Malfkttikreiäe, und 

1) Tfibmgen 1868, S. 17. 

2) «Dm Halfatti-SteiaexKsbe Ftoblem**. Programmabbandlang des O711UI« 
•a 8i Stephan so StraBbturg i B. 190S« S. 6. 
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zwar gehört x zum Winkel CABy ff va ABC, m zu BCA. — Der 
Eadins des Inkreises hei fit p. Dieser Kreis treust an seinen Berühmngs^ 
punkten die Hpitr AB c in die Stücke ^ und ^, BC = a in die 
Stücke Sf und GA = 5 in die Stflcke 5, und s^. Dabei liegt an ^ 
an 5, an C. Der Mittelpunkt des Inkreises wird mit 0, die 
Strecke AO mit BO mit 00 mit die Höhen mit h^t^fif^yt 
der Umfiiog des Dreiecks mit 2« bezeichnet. 

Die «Ir» G^fM^^letcftufi^: 

ergeben sich ans den einfachsten planimetriachen Fl&chensätsen ohne 
jede Sdiwierigkeit. Die Umwandlung dieser Gleichungen in lineare 
hat manchen Antoien große ICfihe gemacht Leicht gelingt sie, wenn 
man sich — was nicht bloB auf tr^onom^sofae, sondern auch auf 
rein planimetrische Weise bequem geschehen kann — drei ein&cbe 
Bektionen ableitet, nämlich folgende: 

^ htt 6s, p«, 

~ y ^ f ' 

2. hh = 9* + Q^f 

Mit diesen hat man dann auch ans der ersten die gleich gebildeten 

Ausdrücke für ^ und aus der zweiten solche für ^fi, and i^Sp 

aus der dritten solche Ar hßQ und cyif,^) Die Anwendung Ton 1. 
und 2. führt sehr schnell sn den linearen Gleichungen: 

1) Gleiche und ähnliche Relationen werden auch von Davids (Archiv filr 

Math. u. Phvs (ü) 18, S. 10 ff. 1895; (2^ 14. S. 27G fT. 1><0G. „Dreizehn AuflfiBTUippn 
dcB Malfatti-'^ix'ii Prol>lems'*' ohne l>eifüf»unjj einos Heweises an mehreren ^tfll«'u 
benotet, d&bei aber uichi überall richtig aot'geBchrieben. So steht S. 28 irrtiimiich 
«• ftvw . ^ stow 
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Durch Elimination Ton aus den beiden leisten und Anwendung 
der Rektion 3. ergibt deh: 

worauf man durch eine einfache plan i metrische Konstruktion diej^igen 
Strecken p und { erhält, welche die Gleichung: 

y 9 

befriedigen. — Damit ist keine der fttnf Funktionen, die Binder 
iDgibt^ sondern eine sechste, nävlieh das VerhäUma der Itadien zweier 
Mal&ttikreiBe bekannt Jetst diese Kreise selbst in das gegebene 
Dreieek hineinsuEeichnen, gelingt nach der etementaren ,,Ähnlichkeits- 
methode^ sofort Den dritten liefert sehlieBHch einer der einfachsten 
SondeiiSlle der Apollonischen Au^be. 

n. Du enrelterte Hallkttisebe ProbleoL 

In den seit ihrer Aufstellung vertios>Hnen hundert Jahren ist die 
Malfattische Aufcrabe schon auf mehrfache Weise erweitert und wu^Jtr 
eiiitrescliriinkl wordt-u. Pampueli umgreuzt sie') t'olgendermaÜen: 
,Jn f^'ner Ehcin' i/iil drei reelle Gerade B(\ CA, AB f/e;/ehm. Drei 
redle Kreise .sind so liersusteUen, daß jidtr die beiden iil/ri/fr-n mid zwri 
der drei Geraden berührt. iJalMi sollen unter diesen scdis Litmu kttne 
drei einen Büsdiel bilden:' 

Auch in dem durch dieae Fassung gekeunzeichaeteu größeren 
Umfange läßt sich das Problem mit elementarer Planimetrie vollstäüdig 
erledigen, Ajialyais und Konstruktion bewegen sich dabei stets genau 
parallel mit vorstehender Lüsung der einfachen Aufgube. Neu hiuüu- 
rukommen braucht nur noch die Determination. Grade diese ist es 
aber auch, worauf mehrere der bi.sliengen Bearbeiter besondere Auf- 
merksamkeit und zum Teil einen irroßen, ti«-{greifend* n wi--;. uscdiuftlichen 
Apparat verwendet hüben. Dennoch sind die Ergebni.-^se nicht immer 
einwandfrei geblieben. So schließt z. B. Pampuch beiue Programm- 
abhandlung von 1902 mit der Bemerkung: ,.Aus diesen 32 bereclmeten 
und gezeichneten Figuren geht auch ht-rvor, daß die :>2 Lösungen des 
Malfattiseheii Problems weder von Binder noch von Sachs in allen 
Fällen ( Vgl Nr. 6 — 8) richtig charakterisiert worden bind." 

In der genannten Arbeit hat Parapuch selbst eine eigene, korrekte 
Determination entwickelt, die aber wesentlich (dgebraisdier Natui- iät 

1) AnbiT für Math. q. Phvs (8) s, s 44, 1904. 
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C. IiKinxAn; 



Dieser möchte ich nun hier eine rdn plammetrische gegenüberstellen 
and scheue mich auch nicht, dabei einen Weg einzuschlagen, den 
Sachs ausdrflcklicli als ungeeignet bezeichnet hat, indem er schreibt'): 
«.Überhaupt erscheint die Wahl der Einteilung der Lösungen nach 
den Winkeln y in denen die Kreise liegen ^ als eine irmir/ glückliche; 

denn einmal werden dadurch offenbar 
▼erwandte Gestalten der Lösung Ton- 
einander getrennt, und sodann kommt 
es sehr häufin; vor, daß sich bei Ver> 
tauBchung der Winkel ß und C durch- 
aus nicht der entsprechende Fall der 
Lösung einstellt, der nach dem Scherns 
zu erwarten wäre/' 

Ich hingegen finde, daß grade diese 
80 naheliegende „Wahl der Einteilung" 
durchaus naturgemäß ist und anch voll- 
ständig zum Ziele fuhrt, wenn man ein 
zweites ebenso naturgemäßes Einteilungsprinzip hinzufügt. Dieses letztere 
besteht einfach in einer (jmaum J^iüerscheidung der verschicdttifn Art und 
Wd'^f . wie je ewei MalfatHsche Kreise sid^ Uberhaupi berühren lijitnen. 
Nehmen wir also zunächst dir- Haupteinteilung aller möglichen 
' Lösungen Tor und zwar „nach den Winkeln, in denen die Kreise liegen 
können". 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die Winkel, wie Fig. 1 es zeigt, 
mit den Nummern 1 bis 12. Die durch den Wortlaut der Au%ftbe 
Torgeschriebene Einschraokuug, wonach ,^reisbU8M** ausgeschlossen 
sind, hat zur Folge, daß alle diejenigen Lösungen außer Betracht zu 
bleiben haben, bei denen zwei Kreise — wie Binder das nennt — 
auf „entgegengesetzten Ufern" einer und derselben Dreiecksseite liegen. 
Im Kontaktfalle nämlich wflrde dann am Berflhmngspunkt ein „BQschel'^ 
entstehen. Die drei gegebenen Geraden dOrfen daher immer nur ab 
äußere gemeiuschaflliehe Tangenten auftreten. 

Bezeichnen wir nun mit denjenigen Kreis, der die Schenkel 
des Winkels Nr. I bertthrt, und mit Kf bis K^^ entsprechend die 
Übrigen Kreise, so kann offenbar nur kombiniert werden einersdts 
mit den Kreisen und K^, andererseits mit und JT,^ Auf 
dieselbe Weise ergeben sich als mögliche Temionen: K^K^K^^, 
KfK^ICiff K^IC^K^^f IC^K-jKnf JT^JS^iEj^ und weiter keiue mieAr. 



1) Dr. JoMpb SMhs „über die Aufgabe des Halfatti, ihn Brweitenmgen 
Qod Lainngen». Fieiburg 199», 8. «7. 
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Diese neben Ternionen Bofallen naiurgemfiB in drd Gruppe». 
Die erste derselben ist dadnrcb g^ennzdcbnet, daß ein Imieowiakel 
und swei Außenwinkel des Dreieeks dabei beteiligt sind. Dabin ge- 
bdien die drei Ternionen mit den Ziflfem 1, 5, 9 — 2, 6, 11 — 3, 8, 12. 

Die zweite Gruppe ist gekeniizeiclmot durch die Beteili<i;ung zweier 
Außenwinkel und eines Sclieitelwinktils. Dahin gehören ebenfalls drei 
Ternionen, nämlich 1, 0, 10 — 3, 11, 7 — 4, 8, 9. 

Die dritte Gruppe enthalt die drei Innenwinkel und also nur die 
eine Ternion 2, f), 12. 

Diese sieben, m drei Gruppen zusammenlegbaren Ternionen um- 
fassen samtlielie LoMingen de;? Problems, begründen deren aber nicht 
etwa bloß sieben, sfmdern 32 — eine Zahl Vermehrung und Zahl- 
abgrenzuiig, die sich ganz leicht ergibt, wenn man das schon erwähnte 
zweite Einteilungf'prin/ip hinzunimmt, nämlich di' \ erschiedeuen A'o»/fl/.'^- 
liiöylidUteiiifi je zucicr Kreise beachtet und die damit zugleich be- 
stimmten Mögli* lik itt n für die Lage des dritten. 

In den bisherigen mir ])ekannt gewordenen Determinationen finde 
ich diesen l'unkt nieht mit genügender Schärfe hervorgehoben und 
glaube auf denselben hier etwas näher, und zwar im eiozelnen eingehen 
la dürfen. 

Kontakte zwischen und K^. — Wir stellen uns vor, diese 
beiden Kreise wüchsen ans den Ecken Ä und B heraus und schritten 
in ihren Winkelräumen 1 und 5 allmählich vor. Dann können beide 
adi nicht eher berühren, als bis die Oröße des Inkreises in ABC 
erreicht hat Von diesem 
Augenblicke ab ist eine 
erste Berührung von außen 
mdghch. Hält man den 
Kreis au irgend einer 
SteUe fest und läßt iS; 
veiter wachsen, so entsteht 

mcb der ersten Berührung 

TOD außen zunächst ein 

(weiter Kontakt, der eine 

BerQhrung von innen, ein 

Bfisehelkontakt ist und abo für unsere Auf<jral)e nicht in Betracht 

komml Bevor aber der wachsende Kreis A'r sicii von A", ifänzlich 

bwmt^ entsteht nochmals eine Berührung von außen, ein l.et/.tkontakt. 

fig. 2 stellt alle drei Pälle dar. Der Let/,tkontakt volkiehL aich also 

durch Übergreifen von Kr, über A\. 
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C. Isskuahb: 



Auch Saehg spricht^) von FUleiii in denen ein Ereis den andern 
„übergreift'' oder ijenseiis des andern'' liegt, er hat aber den Untet^ 
sehied der KoHiakle uieht als maBgebendea Ektteihmi^ und Ordmmg9- 
pritmp dnrehgefübri Di^egen redet er an mehreren Stellen über die 
Notwendigkeit „naeh GröfiemerhäUmtsm der Badieißf* zn unterscheiden. 
Nun hat es allerdings gemäß Fig. 2 den Anschein, als ob onsere 
ünterscheidong nach Erst- und Letztkontakt nichts anderes wäre, als 
die von Sache betonte Unterscheidung nach dem Größenyerhaltnis der 
Radien; denn beim Erstkontakt ist dort augenscheinlich < K^, 
beim Letztkontakt AT^ > Aber bei näherer Überlegung erkennt 

man bald, daß die beiden Unterscheidungsarten doch wesentlich ver- 
schieden sind, da ja auch schon beim Erstkontakt ( wie mau beispiels- 
weise an Pampuch Ki^. iS sieht) A',, sein kann.*) 

Noch ein weiterer ümstand ist für den Unterbohietl zwibclieu 
Erst- und Let/lkuiitukl von Belang. 

IijS mögen die Berülirungspunkte beider Ivreise uul der genieiu- 
schaftlichen Tangente AB heißen bez. P^, die auf AC und BC 
liegenden Berührungspunkte Q. bez. der Bei lilu ungspunkt l)eiiler 
Kreise heiße R. Der in den V\ lukelraum Nr. 5 sich einschmiegeLtlt; 
Bogen ist alsu Br^Qy Dieser Bogen reielit nicht bis zum Punkte K 
beim Er^^tkoutukt. Beim Letztkontakt hinjjjegen greift er über R 
hinweg und enthält diesen Punkt in aich. J)a^ ist der wichtijjere 
und in späteren Überlegungen wiederkehrende Sachgrund, weshalb 
beim Letztkontakt als der „übergreifende'* Kjreis zu bezeichnen ist 



Bcrühnwfjen ^tr)<i/'hnt ff, und A'g. — Wachsen die Kreise Ä', und 
aus ihren Eckpunkten A und B heraus, so nähern sich die Be- 

1) lu der vurbiu erwähut^u Abhanuiuug S. 20 und 21. 

S) Nieht bloft fOr die DetemiiDatioii, ■ondem ichon für die Analjsis ist bai 
der Lfimng der Halimttuebeii Au^be die Untencbeidong iwisclieii Eni- vnd 

Letztkontakt von Wichtigkeit Denn grade die Art des Kontakiea, keineiwtgt 
aber daa „GröQenverhältuid der Kadien" übt auf die Fora» der QttMdgleichtmgm 
eiiidn wesentlicheu Kinflofi ama. 




) 



»ff. s. 



Flff. 4. 
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itiurongspinikte Qi und einander nnd dem Pnnkto C. Schon beTor 
einer Ton ilmen C erreicht, ist ein Erstkontakt mdglich, den Fig. 3 
aeigt Laßt man von da ab die JBjreiBe weiter wachsen, so kommt 



kein Biisehäkontaki aoatande. Soll ein solcher erzielt werden, so muß 
man nur einen, etwa waohsen, iQ aber soweit wieder abnehmen 
ood Korücktreten lassen, bis er mit dem Ankrem an BC identisch 
wird. bekommt daoii auch anf der ver- 
längerten AC einen Berührungspunkt, und / 
mit diesem kann Q^ und R gleichzeitig zu* / 
gammenfallen. Auf solche Weise bildet sich / 
ein Bdschelkontakt, bei dem Ki und I 
sich Ton außen berOhren. Fig. 4. 

Wenn aus dieser Lage heraus beide ^ — 
Kreise weiter wachsen, so kann auch, wie j Vv^ 
Fig. 5 zeigt, ein Letztkontakt entstehen, V ö J*^^^ 
ein LetjgtkatUalU durdi Übergreifm von Xj, B ' " — 

bei welchem über R hinausrQckt. n«. 7. 

Fig. 6 und 7 zeigen, wie umgekehrt 
durch Zurücktreten ron und Anwachsen Ton ein zweiter 
BfisehelkoDtakt und ein zweiter Letztkontakt n&mlich durch Über- 
fnifen wm entsteht. 

Beriämmgm swisdten JT, und Ky — Fig. S stellt dar, wie hierbei 
durch Anwachsen der Untertdued ron Erst*, Büschel- und Letstkontakt 

1) Zwucben ihrem Erst- und Letstkontakt wandern hier nicht, wie im 
▼origen ond allen folgenden Fällen, die Kreise durcheinander hindurch, sondern 
gleiten beim Bi'bcbt-Ikontakt aneinander Hxißerlicb vorbei. Anch diese Besonder» 
heit kommt bei den „Grundgleichungen^'^ ssum Ausdruck. 

Anhiv (Ur lUUiwiwtik uad fbysik. HL Heib«. XI. lü 




VI«. 6. 



Hfl. «. 
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entsteht. Die folgenden Figuren zeigen, daß drei verschiedene LeUU 
hmtakte vorkommen können. Bei Fig. 9 liegt R zwischen Pj und ^j, 
nicht aber zwischen und es ist also vorhanden ein Letztkontakt 
dEtrch Übeigieifen von JE^. Fig. 10 liellt aaf entsprechende Weise 




JNf . «. JHff. t. 



den Letztkontakt durch Übergreifen von jKj dar. Fig. 11 zeigt, wie 
dnrch genügendes Anwachsen beider Kreise eine dritte Art von Letzt- 
kontakt entstehen kann, bei welchem — und das ist besonders be- 
merkenswert — sowohl ait aiuh übergreifende Kreiae sind. 




»f. ui. «t- u. 



Die JBerakrwngen der iMgen Kreispaare bieten wenig AnlaB mehr 
zn weiteren Bemerktmgen. Zwischen und stimmen die Kontakte 
in allen Eigenschaften fiberein mit denen zwischen nnd K^. 

Bei den Berfihmngen s wischen IT, nnd Kf ist ein AnBeu- nnd 
ein Scheitelwinkel beteiligt Die Arten des Eontakts sind denen bei 
IT, und ebenfalls sehr ahnlieh. £s gibt einen Erst-, einen, fittschel- 
ond einen Letstkontakt Bei diesem ist der Auflenwinkd K^ der 
fibergreifende. Fig. 12. 
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Di« Kreise und können einen Erst-, zweierlei Büschel- 
und zweierlei Letztkontakte eingehen, den eiaen durch Übergreifen 
Ton K^f Fig. V6f den andern dureh Übergreifen von Fig. 14. 




Fig. IS. 



Die Berühnuigeii Ton und JTg stimmen ToUstandig Qberein 
mit denen zwischen und A'.. 

Hiennit sind alle durch die Fassung der Aufgabe zugelassenen 
Verbindui^^ Ton je Mwei Kreisen erledigt; es bleibt also nur noch 
der letzte Schritt übrig, nSm- 
lieh die Untersuchung, wo 
nnd wie jedesmal der dritte 
hinzntreten kann. — 

Unter den drei Ternionen 
der ersten Gruppe wShUn wir, 
weil die Kontakte swisdtoi 

nnd soeben be- 

sprochen worden sind, die 
Tendon EgK^Kit» 

a) Stehen nnd im Erstkontakt, so sperren sie 
in dem Flachenraom des Winkels K^^ ein yon zwei geraden 
und zwei krummen Linien rings umgrenztes Viereck CQ^BQ^C 
sb. Fig. 13. Innerhalb desselben sind Bogenstücke von 

nnd anzutreffen, also ksnn der Kreis f",, in 
dieses Viereck hineingdegt werden; er steht dann mit JT^ 
und im Erstkontakt. Zweitens kann aber auch außerhalb 
jenes Vierecks in dem freien Winkelraum des Winkek 12 liegen; 
denn auch dort sind Bogenstflcke Ton und yorhanden. In 

15* 




n«. 1«. 
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diesem Falle steht jr„ mit beiden anderen Kreisen im Letztkontaki 
Andere Möglichkeiten, also etwa Erstkontakt mit und zugleieh 
Letetkontakt mit JT«, oder umgekehrt, aind offenbar auageachlotsen. 

b) Setsen wir nnd JT^ in Letetkontakt mit flbergreifendem K,, 
80 ist wiederom ein Viereck, nimlich CQ^R'Q^C abgeqierrt, Fig. 13, 
und aus dem vorhin angegebenen Grande kann dorm liegen, im 
Elratkontakt mit JT, und Außerhalb aber, im ofoien Winkel- 
raum 12, gibt es nur vom ühe^;reifenden Kreise K^, nicht aber Ton 
Kg ein Bogenstück; also kann dort nicht liegen, weil er dort nicht 
hwk anderen Kreise berühren kann. Außer der angegebenen enten 
gibt es demnach für K„ keine mögliche Lage mehr. 

c) Gans ebenso liegt die Sache, wenn wir JTg gegen som 
übergreifenden &eifle machen; auch dann gibt es nur eine Lösung. — 

Au!» der zweiten Gruppe wählen wir zur Besprecliunj^ die Teriuun 

a) Steht TT, mit A'. im Erstkontakt, so i«?t im Sclieitolwinkel 
Nr. 10 ein Viereck abgeschlossen, welches begrenzt wird durch die 
Schenkel dieses Wiiikels» und zwei Stücke der Bügen H(^^ und 
Fig. 3. fnnerhulh dieses Vierecks besitzen uiso beide Kreise Bogen- 
stück i imd erhiuben (lern Kreise A'^^ somit den Malt';ittisclien Kontakt. 
Derselbe ist beidemal ein llrstkoutakt. Zweitens ;ii)er sind im freien 
Auüenraum iles Scheitulwinkels 10 ebenfalls BogeiistQcke von Ä'^ 
und A'g vorhanden; also gibt es auch dort eine niilgliche Lage für K^^ 
und die Kontakte mit und sind auch m diesem Falle £nt' 
kontakte. 

h] Wir set/.en nun A'j zu A,; in Letztkontakt mit übergreifendem Ky 
Dann sind wiederum in dem abgeschlossenen Viereck (Fig. 5) Bogen- 
Btücke beider Kreise vorhanden. Dort kann also K^q liegen, im Erst- 
kontakt mit im Letztknntakt mit dem übergreifenden Kreise 
Da der Kreis in den freien äußeren VVinkelraum 10 nioht hinem- 
dnngt, so ist K^^ dort unmöglich. 

c) Im dritten Falle, beim Übergreifen Ton Uber (Fig. T) 
gibt es eben&lU nur eine Losung. — 

Die driUe Oruppe enthftlt nur die Temion K^K^K^ 
a) Stehen und ^5 im Erstkontakt, so haben wir wiedenus 
das umgrenzte Viereek CQ^RQ^C, Fig. 15. Innerhalb desselben, 
sowie auch im freien Außenranm des Winkels 12 sind Bogenstfloks 
beider Kreise Torhanden. Also gibt es flir A'',, zwei mögliche Lagen- 
Bei der ersten steht K^^ mit nnd im Erstkontakt, bei ^ 
xweiten mit beiden in abelgreifendem Letztkontakt 
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Steht A\ übergreilend mit A'j im Letztkontakt, so ist von der 
Betrachtinig '^nes umschlossenen Vierecks abzusehen. Die mö<(lic'heii 
Lagen voü K^^ ergehen sich hier aus ((er leicht zu gewinnenden 
Einsicht, daß in diesem Falle zwischen Aj^ und R\ kein ErsfkontnH 
pirifr. fen kann. Zu solchem Kretkontakt würde nämlich erforderlich 
sein, daß der Kreis A\ auf der Dreiecks 
Seite ÄC einen Berührungspunkt hätte, 
der zwischen A und C läge, Fig. 9, and daß 
der Kreis K^^ die nämliche Dreiecksseite AC 
irgendwo eicischen C und berühren müßte. 
Geschähe das aber^ so würde A',, die Mal- 
fattische Forderung eines isLontakts auch 
mit dem Kreise — der ja doch in 
einem anderen, gänzlich abgetrennten Teile 
des Dreieckn ABC liegt — offenbar un- 
möglich eif&llen können. Ist somit ein 
Erstkontakt zwischen und A'^^ ausgesohlonen, so bleiben fUr 
den letzteren £reis bloß zwei Möglichkeiten übrig, nämlieh: 

1) Letztkontakt mit Kf und Entkontakt mit K^, 

2) Letztkontalct mit beiden. 

c» Steht umgLkelirt A^ übergreifend mit im Letztknntakt, so 
«Tgiht .sich auf gleiche Weise wie eben, daß wiederum nur zwei Fälle 
möglich sind: K^^ hat mit A^ Letztkontakt und dabei mit Krst- 
oder Letztkontakt. 

d) Nun ist noch der interessante Fall übrig, daß A'o und A'- in 
beührsrits übergreifendem Letztkontakt stehen. Fig. 11. Dann ist im 
Winkelraum Nr. 12 wiederum ein abgeschlossenes Viereck vorhanden, 
begrenzt von den Schenkeln dieses Winkels und Stücken der beiden 
Bogen RQ^ und RQy Lmerhalb sowohl wie außerhalb die.ser Um- 
grenzung sind Teile von und anzatreifen. Es gibt also für 
den Kreis K^^ zwei Lagen: 

1) Liegt er innerhalb des Vierecks^ so stehen and fiber- 
gteifend zn ihm in Letsticontakt. 

2) Liegt er außerhalb, so stehen alle dm Kreise aneinander in 
doppelt flbergreifendem Letztkontakt. 

Hiermit sind die in Betracht kommenden Fälle sämtlich erledigt, 
ond es ei^bt sich folgende: 

JDäeminaUoH der mö^idtm Lmtngm des MälfaUieehen Problems, 
Bei der ersten Temionengmppe sind möglich: 
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in der Abteüimg a) zwei, 
in b) einei 
in c) eine, 

im ganzen also vier Lösungen. Da die Ghruppe diei gleichartige Ter- 
niMien enthSlt» so ist die Atuahl der in ihr mög^dien I<Ö8imgen firäy. 

Bei der gweüen Gruppe sind möglich: 

in der Abteilang a) zwei, 

in b) eine, 

in c) eine, 

iui ganzen also wiederum vier Lösungen. Die Gruppe enthält «-benfalls 
drei gleichartige Ternionen, also ist die Anzahl der hier möglichen j 
Lösungen auch zwölf. j 

Bei der dritten Gruppe sind möglich: 

in der Abteilung a) zwei, 

in b) zwei, 

in c) swei, 

in d) zwei, 

im ganzen also acht Lösonj?en Bi^ (iruppe enthält nur eine Temioo. 

Die Anzahl aller Lösungen de» l*roblem?? hei der eingangs? fest- 
gestellten Umgrenzung desselben ist mithin 32, und jn/e rifuelne 
Lösung iftt durch die An nahe der Winkel, in denrn die Kreise liegen, 
und Keunzeichnani dn- KoyüaktaH, in Welcher sie einander paarweim 
berühnn, (jnuiH vhanifderisit rt. 

Die gleiche Ziü'er 32 hat sir-)i auch ergeben bei der auf alfjebraiseh' 
Erwägungen gestützten Determination, die Pamjjuch in seiner oben 
/.itirrton Abhandlung entwickelt, und zwar erscheint sie dort als 
Produkt aus 4 mal 8. 

Fnsrre geometrische Determination führt zu einer ganz ;Tnf!er»'n 
Lintel lung. Es befinden ^ich nämlich unter der (Tesamtzal!l li-r 
Lösungen zwei ganz eigenartige, welche die besondere Eigenschaft 
haben, daß sie durcb zyklische Vertauschung der Ecken, Winkel etc. 
des Dreiecks wieder in sich selbst übergehen. Das ist erstens die 
Lösung TTIal, bei wplclier die drei Tnuenwinkelkreise im Erstkoutakt, 
zweiten» Illd2, bei der dieselben Kreise im doppelt übergreifenden 
Letztkontakt stehen. Die 30 übrigen Lösungen gehen sämtlich dur h 
zyklische A ertauschung zu je dreien ineinander iiber. Die5?er Umstand 
tritt bei den Gruppen I und 11 schon durch die Dreizahl der Ternionen 
zutage, die in jeder von ihnen enthalten sind. Aber auch bei der 
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Gruppe III erkennt man leicht, daß bl and cl zyklisch in 9,2 , Bowie 
dafi c2 und dl in b 2 übergehen. 

Die Ziffer 32 stellt Bich hier also natuxgemäfi dar ala das Er- 
gebnis ▼on 2 + 310. 

Die eigentümliche Natur der Lösang llld2 gibt sieb auch bei 
der von Sachs gewählten Anordnung zu erkennen: aber die Art, wie 
er sie charakterisiert, ist unscharf. Er sagt darüber S. 20: ,,Beim 
Falle 4 — damit ist eben onsere IIId2 gemeint — liegen alle drei 
Kreise in den Innenwinkeln des Dreiecks und berühren einander mit 
den im Innern des Dreiecks liegenden Segmenten." — Diese Angaben 
sind freilich richtig, aber sie treffen sii nicht bloß bei Illd2, sondern 
bei edlen acht JJisungen der dritten Gruppe. Dot j,doppelt übergreifende 
Letzikontakt aller drei Kreise^' hingegen kennzeichnet Illd2 ein- 
deutig. 

Die Überschrift: J[)reiädm Auflösungen des Malfsttischen Pro- 
blems'*, die Davids seiner oben angeführten Abhandlung gegeben, konnte 
n der Frage veranlassen, ob etwa jene 13 in nnsem 32 enthalten 
seien. Allein das Wort „Auflösung^* bedeutet bei Davids nicht, wie 
das Wort „Lösung" bei Sachs, Pampuch und andern das Ergebnis, 
wndem die Metitode der mathematischen Behandlung. Davids leitet 
aus denselben drei Grundgleichungen dos ursprünglkJten Malfattischen 
Problems auf zwölferlei algebraische Art Ausdrücke für die Kreisradien 
ab. Die dreizehnte Auflösung ist eine „Begründung der Konstruktion 
von Steiner". Das erweiterte Malfattische Problem, dem unsere 
32 Lösungen angehören, behandelt er Oberhaupt nicht. 

Es ist mir interessant erschienen, die 32 Lösungen, wie sie TOr- 
stehend gruppiert worden sind, mit denen zu identifisieren, die 
Pampuch und Sachs in ihren Systemen aufführen. Die YOThandmen 
tlbereinstimmungen zeigt die Tabelle auf folgender Seite. 

Ebenso, wie die geometrischen Schulbücher bekanntlich aus dem 
Apollonischeu Taktionsproblero eine Reihe von Einzeiiällen gesondert 
zn behandeln pflegen, kann auch jede einzelne der 32 Lösungen des 
Malfattischen als besondere Aufgabe hingestellt und mit den Hilfs- 
mitteln der elementaren Planimetrie erledigt werden. Dabei sind je 
nsch Lage der Kreise die drei auf Seite 212 angegebenen Relationen zu 
ersetzen durch drei ähnlich gebildete andere, in denen der Inkreis 
durch einen Ankreis vertreten wird. Auch hinsichtlich der Konstruktion 
ergeben sich gewisse Verschiedenheiten, aber ein und derselbe Grund- 
gedanke ist durchführbar bei allen. 
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8. Letztkontakt des 3. Kreises 






b) 1. Erstkontaki dea 3. Kreises 
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2. Letztkontakt des 3. Kreises 
d) 1. Erstkontakt des 8. Kreises 
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2. Letztkoniakt des 3. Kreises 
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Diese konen Hinweise mögen liier genügen. Die ausfUhtMe 
Darlegung aämtliclier in ▼oretehenden Erörterongen nur angedeuteten 
Operationen mochte ich, weil sie ein wesentlich didaktisches lateresM 
hat^ mir für eine deninSdistige Programmabhandlnng ') Torbehalten. 

Trier, 28. Sept. 1905. 



1) Dient'lbe ist inzwischen scbun erschienen ab wi^fKcnscbaltliche Beilage 
zum Jahresbericht des Königlichen Kaiser- Wilhelms Gymnasiums in Trier, 
Ostern 1808. 
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Ober drei Sätze von Dr. P. Zeeman Gm, 

Von J. Neubebo (Lflttich). 

In den Wukitiidi{fe Cpgaven^) hat Heir P. Zeeman (Delft) drei 
bemorkensweiie S&iaie votgelegt, rem denen man Beweise in Deel YDl, 
Seite 305 und 396, nnd in Deel IX, Seite 168, findet 

Die anregenden und lehrreichen Ablianclliingen Ton Fr. Meyer: 
Sani und das Wesen des Neuen in der Ma&iemaHk (dieses AtcUt (3), 
Vm, S. 287), Cher die Böhm des Tetraeders (ibid., S. 135), haben 
mich bewogen hier meine Beweise*) der Zeem ansehen Sätze zn Ter- 
öffimiüchen. Diese Sitze scheinen mir geeignet^ als ErlSntenmgen zn 
Aussagen meines gelebrten Kollegen zu dienen. Bestehen ein- 
&€he analytisi^e Beweise, wdche mehr als sdiliehte Bestätigungen 
rind? Kann man aus diesen Sitzen oder aus den Beweisen allgemeinere 
Wahrheiten ableiten? 

1, Wenn Ton Tier in derselben Ebene liegenden Geraden 
eine zur Yerbindungslinie Ton Hdhenschnitt und Sehwer- 
pankt des Ton den drei andern gebildeten Dreiecks parallel 
ist, so hat jede der Tier Geraden dieselbe Eigenschaft in 
bezog auf die drei übrigen. (Zeeman). 

Foltrendeu Beweis dieses Satzet» habe ich Bchon m Mathesis, 19üü, 
Seite 6U, veröffentlicht. 

Die vier Geraden Tiiögeii a, h, r, d heißen und die drei ersten 
das Dreieck A IKJ bilden mit dem Ilöhenschnitt H und dem Schwer- 
punkte »S'; die (ierade HS ist also i.w d parallel. Die algebraische 
Summe der ans den Scheiteln A, 1>. C auf die Linie IIS gefällten 
Lote ist gleich Null. Diese Lote haben nun die Werte AJI cos ad, 
BH cos hd, CH cos rd: die Strecken Alf, B H , CII sind aber gleich 
2/i cos hc, 2R cos Cfi, J l! cos ah, wenn Ii den l{adiui> der Kreislinie 
ABC bezeichnet. Folglich besteht die Gleichheit 

CM ad ' c(M be CO& bd ' eoB ca cos eä • cos ai «- 0, 

w«ldie symmetrisch in bezog auf die Bichtungen der Tier Geraden 
a,hj Cf d ht-^ somit ist der obige Satz bewiesen. 



1) Heimndiwihe Zeiitoluift, hersnigegebea tob dec msÜHmatiieken GeMll- 
•Aaftniit dem Wihlipmeh: Ben onvermoeide arbetd koint allef te boven. 
i) Sie diid gaas Tenchieden von den oben erwfthntoit 
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Bedeuten a, ß, y,d die Winkel der Geraden a, h, d mit eiiMr 
Achse X*Xf ao kann Torige QJeichiiag aneh folgende Foim aanehmen: 

cos j^a — ß) cos (y — d) 4- cos (« — y) cos {ß — d) + cos (« — 6} cos {ß — y) «0. 

Addiert man hienra die bekannte Identitit 

sin (« — ß) sin (y — d) -f sin (a — y) sin (d — ^ j 4- sin (a — d) sin (jJ — y) — 0, 

80 erhalt man: 

008 (tf — /I — y -H d) -f coB (« — y — d + /J) + co§ (« — d — /I +y) - 0. 

Mithin haben die Kosinus der Hunimen der gegen Uberliegfii i -ii 
Wmkel des vollständigen Vierseits ah cd eino verschwindende Suimue. 

2. Ich ^schalte hier planimetrische Entwicklungen ein alf Vor- 
bereitung zu einem zweiten Zeenuiuschen Satze; auch bieten sie von 
selbst ein gewisses Xnteresse^ da sie einen kiassiscJien Gegenstand be* 
rühren. 

Bedeuttn (x, y), (x, , t/J, (rj, y^), (.r^, y,) die rechtwinkligen kar- 
tesischen Koordinaten von vier Punkten Ä^, A^, einer Kreialiiiie^ 
80 hat man bekanntlich: 

af» + y« Ä jf 1| 

xf + y« Xj y, Ij^^ 

k + yj y» li 

Ich werde im Nachtrag diese Gleichheit so umgestalten, da£ 
man in derselben den Sirosonschen Satz lesen kann. Ich löne 
hier, wohl etwas mühsam, die umgekehrte Aufgabe, nämlich: die 
Gleichung, welche ausdrückt, daß die Projektionen B^, i/,, li^ dos 
Punktes --1 auf die Seiten des Dreiecks AiA^A^ in einer geraden 
Linie liegen, auf die symmetrische*) Form (1) zu bringen. Diese 
Aulgabe entspricht folirendem Satze: 

Sind vier in '^iiit r Ebene liegende Punkte so beschaffpn. 
dt^& die Projektionen eines dieser Punkte auf die Seiten des 
durch die drei übrigen bestimmten DicifMks kollinear sind, 
danu kommt diese Eigenschaft jedem der vier Punkte zu. 

1) Dm Wort symmetriprh pilt hier nnr fVir He abpnlTit*'!! Worte der 
Fnnktionen. In diesem Sinne ist die später betrachtete Lk-t-eniiinauto J sjm- 
tuetriitcb in heiug auf die drei Punkte A^, Ag^ erleidet jedoch eiaeu ZeichMI- 
weeteal bei Tertaiisclraiig twi swei Z^fam, 



Digitized by Google 



Üb«r drai flUM fon Dr. P. Zeemvi Om, 
Zum Bew«Be aeise ich 



^ ift ^ 
^ ih h 

^5 *5 



und beseidme mit X^, T^, 2^, . . * die ünterdetermiiiaiitftii Ton 
Auch lei 

Wenn x^y^z laufende Koordinaten sind, hüben die Geraden Ä^Ä^ 
Ä^A^f Ä^A^ respektive die Gleichungen dj == 0, d, — 0, 0. 

Die Koordinaten irgend eines Punktes der zu dj ««• 0 senkrechten 
Linie AB^ sind x -\- X^X^, y-f^, F,; setzt man sie ein in die 
Gleichung == 0, so findet man den Wert von A, im Punkte aus 
*i + -H ^!) - 0, alao - - d, : (XJ + Y»), mnr. 

Sind die Punkte B^, koUinear, so muß man haben 

+ y4-A,r, 1 
oder nach Vereinibchung 



-0, 



A, 

A-i =0. 



Die zur dritten Spalte dieser Determinante gehörigen Minoren 
ledosieren sieh auf Jz^^ Jz^, Jz^\ somit kommt nach Einführung 
der Werte von Ai, Aj, A,: 

(U) (jq + r5)j,d, + (jq + iD»,*» + (Xj + J^d.d, - o, 

was die bekannte Gleichung des Kreises J^^jI, in barjzentrischen 

Koordinaten ist. 

Die Gleichungen (I) und (II) sind in den Koordinaten von 
A^ bezüglich vom vierten und sechsten Grade; sie können sich 
voneinander unterscheiden nur durch einen Faktor, welcher eine sym- 
metrisclie Funktion zweiten Grades dieser Koordinaten ist; diese 
Funktion ist wahrscheinlich ^. Uni diese W-rniutung zu bestätigen, 
ordne ich die Gleichung (II) nach x und y und schreibe dafür; 

-4«» + V + Ä«y + Ca? + (Ty + 2> 0» 
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Auch bemerk© ich von vom herein die Gleichheiten; 

wo das Summenzeichen sich nur auf die Zeiger 1> 2, 3 erstreckt. 
Mau hat alsdaiiii: 

^ - ^ XI x\ \\ + s r f X, X, = X, X, X, V X, + y; {x, - x^y x, 

-i:x*Xi(X, + X,) - 2i;a:,a^X,X, ^ 

Sa^^ - 2£a?,«,2(; JiC, - J*, 

woraus man ^1 = ^1' — • — z/* schlieüt. Ferner findet inau: 

- S X. + 2.) + s r, r,3i(r. + 

- 2i;(a^a^ + yty.)(X,Z, + X,Z,). 

Ereeist man irg 4^ dureh A — und Ji^ + Jl^ durch — X,, 
■o kommt: 

C7- ^v^^j + - 2V4X,Z. - 2N:.r,.,(X,Z3 + X,^) 

- i^Hyi i'i^i - 2i:y,y,(X,z, + X3Z,) 

- -^'S W + y?)^ - ^ - 25:^1 TxZyi^i; 

also C ^ z/X;(ari -r i/i) ^1 , C - (x; + y») IV 
Znletst hat maa: 

Nach Streichung des i^aktors — ^1 wird die Gleichaug (I^ 
identißch mit (I). 

Wünschenswert wäre es^ diese Identität einfacher und eleganter 
XU beweisen. 

3. Sind fflnf Punkte ^-1, ^-1^. A^, A^, A^ so beschaffen, daß 
die Projektionen des Punktes A auf die Eboiien des Tetra- 
ed e r s A^ 

iu einer £bene liegen, so genielit jeder der 
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fttnf Pnnkte dieselbe Eigenschaft in bezug auf d«s durch die 
nbrigen Punkte bestimmte Tetraeder. (Zeeman). 

Dip rff-htwinkligeii kartesischen Koordiuateü der Puuktr A,A,,... 
Seiten u:it \x, y, z), t jTj, y^^ jSj), . . . bezeicHnet, die ersteu Miuoreii der 
D^termiuante 



Vi 



^ S^t 

«4 »4, 



mit X^f Z^, T^j Xi, . . auch äetze man: 

sodaß z. B. dj = 0 die Ebene A^A^A^ darstellt, wenn jf, » laufende 
Koordinaten sind. 

Verfahrt man wie in (II); so bekommt man für die Gleichung 
des Ortes eines Pnnktes, dessen Projektioncoi auf die £benen des 
Teiraeders A^A^A^A^ koplanar sind: 



0. 



Dieser bekannte Ort nuige die Sims ansehe F Lache des Tetraeders 
\A^A^A^ beißen; 8ie enthält die sechs Kauten. 

Wir beseichnen jetat mit (/j, f^, die Inhalte der Seitenflächen 
des Tetraeders A^A^A^A^, mit {h^, h,, h^, die üöhen desselben, mit 
(e^p a,, tt^, die normalen Koordinaten des Punktes A in besag auf 
das Tetraeder. Alsdann, hat man: 

dl - \AA^A^A^'' \f^tt^, . . 

and die (ileichung (I) kann folgende Form bekommen: 

(H) 

Avdk bemerke man die (bekannte) Identität: 



«lA ^ «4*4-" 



P) 



«> I [ I » \^ 

*i *» *4 



Zur grSßaren Klarheit gebe ich dem Zoem ansehen Saiie fol- 
genden Ausdruck: 
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Ist A\ «n hdidnger Punkt der Simsonsdim FUukc dtv Tetraedm 
A^AfA^A^, so ist auch A^ ei» Funkt der Simsonsehen Flockt da 
Tetroeden Al^A^A^A^^) 

hl andeam Worten, wenn die Gldehnng (II) bettebi, ao htk man auch: 

^ a'h^ «,'/«,' «/ä; " ^' 

wo h'y h'^ die Höhen des Tetraeders A^A^A^A^ und a[, ct,'«^ 

die normalen Koordinaten des Punktes A^ in bezog auf diesea Tetraeder 
bezeichnen. 

Um diea m beweisen, drfieke man die geatriehelten GiOßen dmrek 
die ungeetriclielten ans. 

Die Höhen h[, h^, h^, sind pofitiTe GrSAen. Offenbar hat man 
A| » ± ofiy db jedenfalls a^kl — a^h^. 

Die Ebene A'^A^A^, auf das Tetraeder A^A^A^A^ bezogen, hat 
zur Gleichung, w«m tu • * • hinwende Koordinaten bedeuten: 

li«f - lt«i - 0. 

uud Bind die Abstände der Punkte Jj ( A,, 0, 0, 0), .^^(O, A^O, Oj 
von dieser Ebene; ihre Werte ergebeu sicli aas der Formel 

wo den Abstand des Punktes 4 von der Ebene «: ^ 0 und c^^ den 
Kosinus des inneren Fl flehen Winkels zwischen den Ebenen li'^Q, 1^ — 0 
bezeichnet Also hat man 

«' — f^ : -^ ' M . 

Der zweiten Quadratwurzel p;ebe man das Vorzeichen, welches posi- 
tiven Wert beilejit; setzt man dasselbe Zeichen ror die erste Wurzel. 
Bo hat Huch das Vorzeichen, welches dieser Größe als Koordinate 
zukommt Somit ist 

und die Ersetzung des Zeigers 2 durch 3 oder 4 liefert die Werte der 
Produkte «^A^, a>;. 



1) Die beidm Flftehsn sind vsnehisden; sontt wOrden de alle von A^^A^t 
amgeheaden Geraden entlislteD. 
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Üb«r dz«i SIIm toh Di. P. ZMmftn Gi. 231 
Hienus folgt fflr das linke Glied toh (IV) der Ausdruck 

I A, ^ ^ «4*4^ U, ^ *b ^ *«y 

Die zweite Klunmery nach (III), ist gleich 1 — die letkte Elemmer 

nach dem Projektionssatze /*, = fnC^^ + faCy^ + f\€^t, wo . /j, 
durch ^r*' ersetzt werdeu, reduziert sich zu /»i"'. Also 

vereinfacht sich der Aiuidruck (V) zu 

Somit ist l)ewiesen, daß die Gleichungen (II) und (lY) sich gegen- 
seitig bedingen. 

Der Beweis ruht wesentlich auf der Identität: 

twiBchen den Elementen tob swei Tetraedern ÄiA^A^A^f A'AfÄ^A^ 
mit gemeinsehaftlicher Baals A^A^A^ oder auch «wischen flinf Ptnkten 
Ä^, A^, A^, Ag, 

4. Wenn Ton fflnf Punkten A, J^, A^, A^, 4« einer, A, auf 
dem Hdhenhjperboloid des durch die Tier Übrigen be- 
stimmten Tetraeders, A^A^A^A^^ Hegt, so kommt diese Eigen- 
schaft jedem der fflnf Punkte in bezug auf die Tier andern au. 

(Zeeman). 

leih fluche zuers^ mit den im Eingang Ton Nr. % gebrauchten Be- 
tsiehnungen, die Gleichung dee Ortes einer Geraden welche die drei 
Hdhen A^H^f -^t^tt Tetraeders A^A^A^A^ trifft 

Die Glmchungen der Hdhe A^H^ sind: 



i\x «— «I _ y — yi 

-xr^YT — ZT' 

oder auch: 

A = (y - STi) - (i» - 'i) ^1 - 0 , 
(n) B, = (#-f,)Xi^(*-iq)Zi-o, 

Bedeutet A den gemeinsamen Wert der Brüche (I) in einem 
Punkte Ton so sind die Koordinaten dieses Punktes 

(lu) + Ä + ir„ M^ + xz,. 
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Ich nenne jetzt {x, ff, ä) die Koordinaten irgend einet Pnoktes 

Ton gj (a, ß, y) die Richtungskosinas dieser Geraden, {B^, B|, ibe 

Treffpunkte mit J^H^, A^E^j A^B^, Da die Eoordhiaten Ton £^ 
sowohl durch die Ansdrficke (III) als durch 

X + ()«, y -r e ■i' QY 
darstellbar sind, hat man die Gleichheiten 

aus denen man die Hilfsgrößen p, X eliminieren kann. Auf diesem 
Wege findet man die Bedingung: 

^X — X^ X| i 



(IV) 



ß 

Y 



0. 



Die Entwicklung nach der dritten Spalte gibt 

(V) «^ + ^B, + y(7,-0. 

Ahnlicherweise erhält man die Bedingungen, daB g die Höhen 
Ä^H^f Ä^H^ treffe: 

(VI) «^,-i-/3.B,-f aJ«+^^ + yC;,-0, 

wo die neuen Bezeichnungen selbstrerstandlich sind. 

Durch Elimination yon ce, y zwischen (V) und (VI) hekommt 
man die gesuchte Gleichung des Ortes von gx 

(Vü) ^Ä^ B, C, 

Jt -ß» ^» 

welche scheinbar Tom dritten Grade in x, g, g ist] aber die Gliedir 
der höchsten Ordnung Terschwinden. 

Die Gleichung (VII) kann die symmetrisdie Form: 

■A ^1 ^ i , 
^ ^ C, 1 

C, 1 

S, 1 



0, 



-0 



a in« hnion: denn addiert man zur vierten Zeile die drei anderen, so 
iiudet man (VII) wieder, da 

C7i + C, + <?« + C?4sO. 
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Hiermit ist bewiesen, daß die vier Höhen des Tetraeden auf dfunpelben 
Hyperboloid liegen. 

Um nan den Zee manschen Satz zn beweisen, mnltipUziere ieh 
die Gleichung (VII) mit der Ton Null Terschiedenen Determinante 

IX. r, z. 



2. r. z. 



Om Ergebnii iit 

(VUI) 

wenn man 



h 



11 



»»I 



21 "SS "83 

Kl ht ^ 



Ü. 



wtst. Da Ai, B^^, die ziur dritten Spalte der Determinante (IV) 
gehörigen Minoren rind, hat man 



Kl 



X 



^1 -^'l ^1 

y-sTx Yi 



0, iht 



Man eutvvickle /ijj nach der ersten Spalte uiul bemerke, clali die 
zugehörigen Minoren als rnterdeterminanten des z.u J reziproken 
Systems den entspreciieiuleii komplementären Unterdeterminaiiten 
Ton ^ gleich sind bis auf den Faktor z/. Demnach ist 

So findet man auch Äj, = 0, li^^ = 0, und überhaupt 

- ^{(a? - x^ix^ - a;^ + (y - y,)(y, - + (* - - O), 

weon I, Ar, l irgend eine it^iilienfolge di r ZahK'ii 1, 2, 3 bedentet. 
Die Gleichung ^^VIII) ist somit von der i'orm 

Die in ihr enthaltenen Koordinaten x, y, z beziehe man jetzt auf 
den Punkt A. Beachtet man aber, daß bei Vertauschun«^ von ./. ?/. 

'^^AJ '^i) Größen A^^, A.,,,, /V,, in /',._,. /^j^, h^^ übergehen und 
umgekehrt, so bleibt die Gleiehuiio; (IX) un;_reändert. Somit it<t be- 
wiesen, daß, wenn der l'unkt A auf dem llr)heiihyperboloid des Tetra- 
«iers A^A^A^A^ lies?t, der Punkt auch auf dem Höhenhyperboloid 
d«8 Tetraeders AA^A^A^ liegt. 

AnUv dw MMbtoMtik «ad «tysik. IIL Ballw. XL 16 
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Bezeidmen mi,mf,m^ die Geraden AÄ^, AA^ AAg und n, 
die Geraden A^A^, A^A^, A^A^, eo fließt ans (IX) die Gleichheit 

cos tn^n^ • COB m^fii • cos m^n^ «- oos m^n^ • cos rn^n^ . cos m^t^. 

5. Die in Nr. 4 enthaltenen Entwicklungen geben Anlaß zn «nigoi 
BemerküDgeu, welche TieUeicht mancheni Leser ala willkommene Beigabe 
Bnr vorigen Abhandlung erscheinen werden. 

1. Ersetzt man in (V) die gewöhnlichen Koordinaten x, y, 2 

durch ^> f ~, d. k führt mau homogene kartesische K.oordiDateii 

fff g, t 9m, 80 nimmt diese Gleichung die Form iÜ^ 0 an, wo P 
eine Funktion dea zweiten Grades in x, y, g, i ist. Die Gleichung (T) 
in homogener Form stellt also das Höhenhyperboloid in Verbindung 
mit der unendlich entfernten Ebene dar. 

2. ~ ^ ™^ ^ ~ ^ Gleichungen der durch die Punkte 
Ä^, Af zur Geraden A^A^ senkrecht gelegten Ebenen. Ähnliches gili 
für die Gleichungen h^^ ^O^h^^ 0, usw* 

Die Gleichung (IX) »agt aus: Das Produkt der Abstände einet 
Punktes des Höhen hyperboloids des Tetraeders AyA^A^A^ von 
den Ebenen A^,, h^^, Ji^^ ist gleich dem Produkte seiner Ab- 
stände von den Ebenen Ki, h.^^, /<],. 

3. Die Gleichung (IX) hat offenbar die neun Lösungen: 

Aii-0, A„-0; Ä^i-O, A„-.0; 

Ä„»0; A«-0, *t,-0; A,i - 0, Ä„ - 0. 

Die drei ersten Lösungen df finieren die unendlich entfernten Geraden, 
welche in den zu den Kanten A^A^, A^A^, A^A^ senkrechten Ebenen 
liegen; die zweite Gruppe bezieht sich auf die Höhen A^U^, A^H^, 
A^H^; die dritte gibt die lu den Höhenschnitten der Dreiecke A^A^Ay 
A^A^A^, ^4^^-15 zu den entsprechenden Tetraederebenen errichtet*'D 
Senkrechten. J)« ninacli zerfällt der Ort (IX) in die uneudlicli entfernte 
Ebene (wie seluin in 5, 1 benu-rkt wurile) und in ein Hyperboloid, 
welches die Hölit n dt s Tetraedcrt> und die in den liöheuachuitteü der 
Tetraederdreiecke errichteten Senkrechten i mliiilt. 

4. Mau multipliziere die Gleichung ^Viij) mit der Determinante 

y-Vt ^-'J 

P= Ä-j?, y-y, g-g^ , 

1*-^« y-y, g — g^ 
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welche sich leieht auf 



nrfickfahzt; die Gleichung P — 0 stallt mithin die Ebene A^Ä^A^ dar. 
Seist man 

so ist das Kesultat: 



M„ 



^13 



= 0. 



Man ersieht sofort, daß M 



Ii 



der Determinante 



0 ist. ist gleich 



welche man leicht in 



1 1 

y Vi 



0 1 
^ «I 

-^1 ^% 



amformen kann. Da letztere Determinante ▼eradAwindet, wenn man 
fSr X, y, t die Werte x^, y^, oder j„ y^, fs^ oder a^j + AX^, y^ + A T^, 
+ A-^t einsefest, ist 3fi, = 0 die Gleichung der Ebeue Ay^A^H^* 
Abniiche Deutungen gelten fQr die Gleichungen Jf^, <» 0, 0, . . . 

Die Gleichung (X) hat die Fenn 

3fii JCm Jf,j — i^lf^i^; 

•ie läßt folgende Lösungen zu; 

^«-0, Jtf^^Oj JM„-0, J£„-0; Jf,j - 0, Jlf„ - 0; 

3/^, = 0, 3/,3 0; 3/,3 = 0, 3f,, 0; J/,, = 0, J/„ = 0; 
Jfi, - 0, jM„ = 0; J/tt = 0, itfi, - 0} Jtf„ - 0, M^^ - 0. 

Die drei eiat«! entsprechen den Eanten A^A^, ™^ 
fol{^<di dem eingeführten Faktor P; die drei folgenden geben die 
HShen A^ffi, A^St, A^S^\ die drei letzten dinieren die Schnitt- 
te« 
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geraden der £benenpaare {A^A^H^, A^A^Hg), (A^AgH^, A^A^H^ 
(AgAiiBg, A^A^Eg)f also diei NAaihöfien. 

5. AUgemein, sind p^, />, drei firzeugende eines Syfltens 
eines Hyperboloids und 9$, 9, drei Erzeugende des nndera Systema, ' 
und beseichset man mit (piq^) = 0 die durch die Geraden p^, gelegte 
EbenOi bo ist das Hyperboloid in Verbindung mit ein«r durch die 
Punkte Pg^if PtOM, Pt^g gelegten Ebene dorch die Gleidiong: 

I 

darstellbar, bei geeigneter Wahl der Konstante L 

i 
i 

Nacfitrag. I 

1. Über die FUlche dritter Ordnung, die ioli Simsonsdte Ftädue 1 
eines Tetraedern nenne^ findet man einige Literatamachweise im JftMr 
(3) if 276; es wäre wünschenswert, sie zu Terrollstandigen. 

In den Nonrelles Ann^ales de Mathematiques, 1870, S. 410, 
habe idi den wünschenswerten Satz Steiners (Archiv, loc. cit, S. 275) 
bewiesoiy nämlich: Bei einem Hyperboloid, dessen HalbachisJi 

der Bedingung = genügen, liegen die Fnßpnnkte 

der auB dem Mittelpunkt fler Fläche auf die Ebenen eines 
Poltetraeders pel'iillteu Perpendikel iü einer Khene. In 
andern Worten: Der Ort der Mittelpunkte eines solchen Hyper- 
boloids, das ein festes Poltetraeder zuläßt, ist die zu diesem 
Tetraeder gehörige Sinisonsche Fläche. Uas Analogen in der 
Ebene lautet: Bei jeder gleie h seitigen Hyperbel geht der 
einem Poidreiecke um beschriebene Kreis durch den Mittel- 
punkt der Knr?e. 

In einer Abhandlung des Herrn Geiser {^Grelle, LXIX, S. 197 — 221) 
tritt die Simsonscho Fläche auf als Ort der zu den Punkten im Un 
endliehen iäogonal konjugierten') (winkeltreuen) Punkte, oder auch als 
Ort der Brennpunkte der dem Tetraeder einbeschriebeueu Hotations- 
paraboloide. Sie kommt auch vor in der wertvollen Abhandlung 
von Hm. Fr. Meyer: l'her die einem Tetraeder einhesckriebenen Motatiom- 
flädien zweiten (irades Archiv (K) 4, S. 16s*— -ITöY 

2. Den Lemoiueschen Punkt dts Tetraeders Jitidet mau wohl 
zuerst in den Elemenia danaly^e par Simon Lhu iiier. S. 297. In 
meinem Memoire mr le täraedre habe ich wohl bemerkt, daß dieser 

1) Zwei Ponkte, mit den Nomalkoordiaataa («j, a,, a,, aj, («,', a^, a^, aj. 
heilSen isogonal verwandt oderGegenpnnkte in betog anf du Qnmdtefemeder, 
wenn a,' sb «»b er, a ^ » A^iit«. 
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Punkt und der Schwerpunkt isogonal verwandt und die zwei Brenn- 
pnnkte einer dem Tetraeder e ingeschriebenen Rotationsquadrik sind; 
iber der schöne Sata von Hm, Meyer (Siehe Über die Höhen des 
Tetraeders), daß die BerQhmngBptmkte der Tetraederebenen in die 
Fnßpunkte der Höhen fallen, war mir entgangen. 

In der Soutdle Correspomkmce nuuh^nuUique, Band IV (1878), 
S.223, wnrde der folgende Sate Toigelegt: 

Die vier Geraden, welche die Ecken eine« Tetraedere 
AiJ^Ä^A^ mit den Polen P^, P,, P,, P« der gegenfiber- 
liegenden Ebenen in bezng auf die umbesohriebene Kugel 
Terbinden, sind Erzeugende eines Hyperboloide ff, deseen 
Mittelpunkt der Lemoineaehe Punkt des Tetraeders ist 

Der Beweis ist niemals erfolgt. Wenn die drei Produkte der 
gegenflberliegenden Seiten gleich sind, gehen die Geraden A^P^, A^P^ 
A^P^ dundi einen und denselben Punkt, welcher nicht der 
Lemoinesche Punkt ist Das genügt, um die Falschheit des Satzes 
»1 beweisen. Es w&n interessant, den Mittelpunkt des Hyperboloids H 
im sllgemeinen Tetraeder geometrisch und analytisch zu bestimmen. 

3. Um den sogcjuinntcü Simsonschen Satz aus der Gleichung (I), 
Nr. 2, abzuleiten, nenne ich D die Determinante (1) uui vier beliebige 
koplanare Punkte Aj A^y A^, A^ bezogen, und setze 

^Ä— «i«» + y<Ä* -^-4« -«II ^A-«i» AA^^' 

Bezeichnen dann jttj, fi^, fi^ die absoluten barjzeiitrisehen Koordinaten 
lies Punktes A in bezug aui' das Dreieck A^A^A^, ao da.^ 

80 kann man achreiben: 

^t^i^Mi Vx y> 2/3 j' 

(2;/*)« 1 1 1 i 

oder einfacher, indem man ron der eisten Spalte die drei andern, re- 
Bpekti?e mit fi{ multipliziert, abzieht: 

• 22:/*,^i^(»„ p„ ^„ 1 
, ^f^iihivi '\' yt) Ä Vi 
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AuB den Gleichheiten 

ergeben nxch Werte von p,,, welche ich m vorige DetermiMote 
einsetze; daun kommt: 

^-SjtjftiOi, + ^*,) - 22?a;|i,Mi ^11 9u 9» 

" ^ihyiith ih) Vi STt Ä 

+ III 

Subtrahiert man endlich von der ersten Spalte die folgenden, re- 
spektiTe mii ^{^-^ ^i»), fi^i^ + ^t,), |i,(f4i + ft) mnltipliaiert, so er 
hält man 

Z) - - 22;o;ft,fi4 • 2T, 

wo T, 7„ T, die Inhalte der Dreiecke A^A^Ä^ A^A^f A^A^ 
AA^A^ bedeaten. 

Geht man zu NormaUcoordinsien «i, Oi, «i ftber mittela der Formda 

/u, ' ' 't s<> findet man leicht: 

(1) D « - SÜ^Zo^K^ sin 

Nun ist der Inhalt dee Faßpimktdrmeoln B^B^B^ des Punktes A 
in be/ug auf das Dreieck A^A^A^ gleich ^2.^,0(3 bin J^; folglich sini 
die Punkte B^, B^, B^ koUinear, wenn D^O^ d. h. wenn die Punkte 
Alt ^Ui konzyklisch sind. 

Sind diese Punkte beliebige und beseidmet man mit t, i^, t^, die 
Inhalte der Fafipunktdreieoke der Punkte A, A^, A^, A^ in bezug sof 
das von den drei andern Punkten gebildete Dreieck und mit R^, i^, 
Bf die Radien der Umkreise dieser Dreiecke, so schlieflt man aus (1): 
Jl^t ^ B^^ti I'lt^ Ü^t^, Diese Relationen sind vielleielit neu; sie 6^ 
innem an die Staudtschen Clleicbheiten J 7> = p T = — jjj = j), 2\ --- 

P) Vv Pv Pi ^® Potenzen der Punkte A, A^j A^ in. bezug aaf 
die Kreise A^A^A^, A^A^A^ usw. bedeuten. 

LUttich, Juni 1905. 
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Eine neue Methode zur Zerlegung einer periodisclien 
Knrre In ihre HannoniBchen« 

Von £. H. Haoa in Delft.') 

Die Frage, wie man eine willkürliche p< riodisohe FuDktion in ihre 
sinusförmigen harmonischen (rrinul- und Oberwellen zerlegen kann, ist 
fiim rein matheniatische. JeH f h ist di<'f;es Prohlem in der Wechsel- 
stronitechnik ftlr Mrom und bpauunnys-kurven hiiufi^r /u lösen Diese 
Kurven, mit dem OHzillo^riiphen aufgenommen, zeigen oft große Ab- 
weichungen von der SinuBform. Es i8l nun von ^aoßer Wichtigkeit, 
die einfachen zusammensetzenden Sinuskurven nach einer kurzen und 
eenauen Methode nufzufinden. Üief i«?t im folgenden mittels einer 
graphischen Konstruktion oder eiu^-r einfachen Iiechuung ermöglicht. 

Um ZU dieser Üonstruktioa za kommen, zerlegt man die Fourier- 
reihe: 

+ <i sia (x + 9j) -1- <j sin (^x + + • • • 
(A) ^ sin X -\- Pf mii2x -\-p^ sin nx-k- *, . 

+ 5o + ^/i * + 2s 2a; + . . . -f- tf« cos + 
io 4 Teile: 

*\ -= sina; -f-^j sin Ha: + . . . -f Pf^^.i 8in(2w + + . . . 

S ^ fft + & Sa: + . . . + ft,^.t «»»(^^ + 1)ä + . ♦ , 
ig sin 2ar + P4 sin 4« + . . . -1- /)3^ 8in2«ap + . . . 

** ~ äo + 2j 04 4x -i- . . . -f cos + . . . , 

lefast in die Fonriorreihe (A) die Werte der sinne und oosinus ein 
ftlr: X, (x — x), in -j- x), {^2% — x) und bekommt dann: 

^ — h + ^ + h + 

1) MitZuBätzen vetBehener Al ulxuck aus Elektrotechnik und MaBcliinen- 
bau, 24m, 762—763. Vgl. hierzu Kunge, Xheohe und Prasie der Reihen, 
Gdieheii. Ued. 
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also: 

1) t, - iLL±>^.?lrJ. -^'^-^ » sio a? + p. Bin 3a: -i- . . . 

2) i, - (i'-ZiiT.') T±iL+f - Cosa: + 3, cos3x + . . . 

4) » ^ -tZil^-L q^^^ eoB2x + c<w4a? + . . . 




Die imbekaonten Größen p und q findet man durch Ein^o'tzung 
der Werte Yoa. i in den Gleichnngen 1) bis 4) {Ür: ^ * ^ > 

j^, and Üudet dano graphisch oder rechnerisch io einfacher VVeiBe: 

Pt9 Plt ••' P»3 7l» ^tt • • • flil» 

also bis znr achten Harmonischen. Will man eine Kurve bis zar 
sechzehnten Harmonischrn zerlej^en. so setüt mau die Wert© von i 

in den Gleichungen 1) bis 4) ein für; *, g, ^, ^» \l 

und Die Rechnung wird dann etwas komplixierter; jedocli wird das 

Resultat, iliis Hiiin ftir die K'aistrnktioj» brauolit, noch sehr einfach. 
und das ^iinzo Problem ist mit niiutle^uiis dorsclht'n rechnerischen oder 
graphischen Genauigkeit küraer und bequemer gelöst als mit je einer 
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der bisher üblichen Methoden. Ein Voxteü diwer Methode ist »ach, 
daß sie für innerhalb einer Periode ganz nnsjrametrische Knrren gilt. 
Die Kechnung und die Konstruktion gestalten sieh nun fo^{ender- 
maßen: 

£8 sei z. B. eine binsichtUeh der AbssissenachBe symmetrisobe 
Kurre bin zor achten Harmonischen zu zarlegen. Es sind dann: 

». = ~W und = 

also mach. 8) und 4): 

^ — 0 und « 0, 

das heißt: alle Koefifizienten (p,, p«, ... q^f q^, .».) der geraden Sinus- 
und Kosinnslunktionen sind NulL Die Gleichungen 1) und 2) argeben: 

1) — jP^ — jj^sin« +|)^ sin 3« -i-p^ sin5dp+j»| 8in7d!| 

2) — — — j-*--'- — Ji oosa; + 7, cosSa: + eos5a; + q^ eoslx. 

Man nimmt jetzt flb* 1; die Tier Werte ^ , , \* und * , und bo- 

7,eichn*'t die zugehörigen Werte von /, mit Jj, «/,, J, und J^, die von 
*y mit c/^^ «/t> «/| und J^. Daun ist: 

Jj - sin ^Cft + cos 2(j>i +!>») 
- cos ICpi + i^,) - sin ^(^i?, + ^)) 

*'«-(i»i~a)-(a-a) 

odor 

Pi-\- 2h=^ «/i »in ^ + Jg 008 ^ = ^ 

A -i*? = v + cos^ =- C, 

Ä + I'fc = t/i eoB J — Ji sin ^ =- £j 

also: 

— § f — -| — , Pt — — j — Pb — • 
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Ebenso bekommt mao aaa der Formel fOr 4: 

3i + 2t - «^i siö ^ " ^ 

fli - flt - </^;ooe| -I- /,'8in| - 

flb + fli-- 

- 36 - «^1 sin ^ - «/i'cosi = 2>,, 

also: 

5i — — l — I 9i ■ - j - > 9» — — s > Qt — 1 

Weiter iet: e — Vp* + j ■ und tg9>il.; aas diesen Koe£6zi«iten p 

und q ist also die ein&che Fonrierreihe leieht zn bestimmen. 

Die konstanten Koeffizienten Ton xi-iw. kann man sich entweder 
in einigen Dezimalen notieren und sofort für die Berechnung verwenden, 
in welchem Fall die .Methode rechnerisch sehr schnell zum Ziel führt, 
oder man kann die ganze Konstruktion graphisch durchführen. Mau 
muli jedoch stets ans der Kurve die Werte usw. entnehmen. 
Immerhin braucht mau nicht die ganzen /j- und «j-Kurren zu kon- 
struieren, sondern nur die Punkte e/j, J, , </, usw. 

Wenn mau mehr als acht Oberwellen finden will, wird die «graphische 
Lösung ungenau, weil meistens die Koeffizienten p und q zu klein 
werden und deshalb praktisch auch gar keine Bedeutung mehr hahen 
Will man aus theoretischen nriinden noch weiter gehen mit der Aualvse. 
so kann man l)is zur sechzehnten Harmonischen die R^chniniL: durch- 
führen. Auch dann wird man in koraer Zeit mit sehr großer 
Genauigkeit die Kurve zerlegen. 

Auch für ganz beliebige periodische Kmren gilt diese Methode 
ohne Annahemngen oder Vernachlässigungen. Die Bestimmung Ton 
Pit 9i> P»} 9t l>lA^b^ miTeräadert. Die Koeffisienten der gecaden 
Sinnsweite ergeben sieb b. B. ans: 

— - — »g — ^^sin 4u; -f . . . 

— i L SS t^' gm 2x p^Bm6x . . , 
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Mut bildet jetst wiedenun die Werte Ton und i^' fDr :p « ^ 

and ^, und findet dann 

Ebenio fOr die Koeffizienten der geTBd€n Eoeiniiewerte: 

^ L ,^ „ 2^ 4- g^C0B4j; 4- . . . 

|-i 1. 1. t^' = ^oo(i2d;+ jßcosöa; + • • 



wonns 



2 cos ^ 

Die Figur gibt die erste von mir in dieser Weise bis zur achten 
Harmonischen zerlegte Byrnmetrische Kurve mit der Konstruktion. 

Fdr ^ und ^ar — bekommt man die Summe der Ordinaten 2t^ und 

die Differenz 2*7^, also auch die halbe Summe und Differenz Jg und 
durch Übertragung m der rechten Figur, wo OL die Gerade für 

tg9«>0'6 ist. Dann mufi konstruiert werden ans J^sin^ und 
J^cos was mittels der Geraden OM und CN letoht geschehen kann. 

Ebenso findet mau ^ ^ + J^eoBj mittels der Geraden OF und OQ. 

(OR - also 08 - und schliefilich - + usw. 
Ee ergab sich: 

t — 71*5 sina; + 90 sin 3^ + Oosiuöx — 01amlx-\- ll'öcos«— Scos^x 
- l-5oo85a: - O-doos 7a; - 72'9wn{wi+m0') + 12-48k(3i0< + 220«30') 

+ 1-6 sin (5m;^ + 251060') - 1 15 sin (7 wt + 52»). 

Nimmt man f(lr die Werte: ^} ^ und -| an, so wird die 
IWJinnng aehr Tereinfscht. 
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Man bezeichnet ebenfalls die zugehörigen Werte von \ mit 
J^, J| und J^i die Ton 4 mit J^, J^, J^^ und «7^, so wird: 

Ist weiter: 

: i « 2/^ - : iV^2 - 1,414 J. - B,, 

j; : 1/3 - l,lö5Ji - : 1. «r« - A> 

dann hts^en sich die A; Ptt A A ^^^^ ^ ^^^^^ OleichuDgen sehr 
leicht bestimmen. 

^-D,-3a, A + ^t- 2a -A, 

- - 2i>, - 1>„ 5» - - - 2a - A- 

Sbenao für ^: 

0 « ?! + ^3 + ?6 + «7; — fV^C^i - ?Ä - Qt), 

: \Vl - i,iööj; - j; = i> 2 = i,4i4 =5;, j, : i ^ 2 = c;. 

Dann findet man: 

c; «-2(/, + g3, ^; --22, + ^,. 

Xacli Abschluß dieser Arbeit habe ieh in der Veröffentlichoog 
TOn Herrn Ern^^t Orlich (,^ufhahme und Analyae ycm Wechsel- 
B^mkorven*', Februar 1900, Brannsohweig, Vieweg n. S.), auf Seite 76 
eine |,«rithmetiflche Analyse** gefdnden. In dieaer wird nieht die 
Treimimg der ungeraden Sinns- und Kosinnswerte Toigenommen, die 
hier au der einfochen graphiachen Konatruktton führt 
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Die geometrisclie Resolvente 
der algebraisclLeii Qieickung mit einer Unbekannten. 

Von 0. KoBEB in HolzmindeiL 

YoB den Punkten X^Xiix^'^XfiXt desEegelechnittef K^x^x^—^^^O 
gehdrm jedeemal die m Paare, die einer algebraieelien Gleichung 

genQgen, zu den Punkten 
der Kurve mter Ordnung 

die man als »weiten Ort der auf JT 0 liegenden Punkte f{X) » 0 
die geomdrisdie Beu^vente dieeer Gleichung nennen kann. 

Die swei Punkte i^A* 4- A + — 0 dee Kegelaohnittee l'^x^ 
trSgt) weil in ihnen 1*: X:l ^ x^: x^: sich verhält, die Gerade 

welche die beiden Punktt- 

a^x^ + a^x^'-O, Ä^ — 0, o^^ + Os^ — O, — 0 
Terbindet Die Tier Punkte 

o^A* + fli + «2'^' -f ajA + =» 0 
der Reihe A — : Xj = a;, : erhält der Kegelscbriiii A ^ j-j — = 0 
durch : : A* : A : 1 — icj : x^x^ : x^x^ : : xl von einem zweiten 
Kegelschnitte 

H ^a^xl + ajZiaTj 4- a^x^x^ t a^x^r^ + a^xj — 0, 

den der Schnittpunkt der beiden Strahlen 

+ OiXt + ffto^a;^ — 0, (1 — fi)ai«i + «»«i + «4*« " 0 
beaehreiht. Dieselben drehen sieh nm die beiden Punkte 

"I" = =- 0; a^j-., + a^dJg = 0, .r, = 0 

und hinterlassen auf dem iStr&hlenpaare x^Xg — 0 zwei Sparen 

deren YorbindungsUnie jedesmal der Strahl 

(1 — fAjWiOjJ-i + a^a^x^ + nHfa^x^ == 0 
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ist. Da letEterar den Sdinittpunkt der drei Eekenstrahlea 

— 1 : OiX, + Oja:, = 0 

enthält, so ist der Punkt, vfeleher den Kegelschnitt — U beschreibt, 
die dritte Ecke des um die drei Punkte 

x^iXfiXf^e^^i — a^zO 

SU Ii (höhenden, mit zwei Eckeu iiuf .>\ .r^^0 bleibenden Dreiseiteg. 
Kiri dritter Kegelschnitt derselben Punkte U — kK — 0 zerfällt, wenn 
seine Diäkrimiuuute 

2ao, ttj, «8 — ^' 



ist. Durch diese Gleichuiig wird die geometrieclie Beaolveiite in ge- 
rade Linien aerleg^ daher ist sie die algd/roisd» ReaolTente. Sie liefert 
die drei Werte 

^'i = «0 + K) {K K)r ö| - A, = öo {hK + ^1^4); 

A-, = U3 + A,) (Aj + Aj , ttj, — A-, - (A,A, 4- A,AJ, 
— 0^ (Aj -t- A J f Ag + AJ , fl, — A'3 = % (Aj A, 4- AjAj, 

die man hraucht, am die Wurzeln der Gleichung f{k) = 0 paarweise 
SU berechnen. Im Falle Oq^O ist der Faadamentalpimkt 

ein Punkt der ResolTente, mithin A » 00 die vierte Wurzel der kubischen 
Gleiehnng ^ - . ^ ^ ^ _ 0 . 

Ist aofierdem Oi — 0, so zerfallt if 0 in die beiden Strahlen 

% — 0, a,iP, +as^ + <»4^8 — 0; 

jener enthält von den Punkten der l{4iiiiü l : u\ ^ x.^ wieder 
den Punkt Ä = 00, dieser die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

a^A' + rtjA -f O4 — 0. 

So lange also eine algebraiscKe GleUskung den vierten Grad nidU «fter- 
steigtf isi die KomtrvJäion ihrer geomebrisfken Itcsolvente linear. 

In rechtwinkligen Koordinaten läßt sich ein Bild der Kurve ^—0 
In jedem Falle leicht entwerfen. Die Punkte 
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tragt beispielweise die Parabel y^-jt*, ihre Punkte 

also die Ujperbei 

die jedeamal in der Bichtang des Strahles 

+ + — 0 

eine Asymptote uiid in der KicMung der a;-Aclü>e ihre übrigen Asymptoten 

hei Ebenso liegen tod den Punkten 

A — l+y:» — a?;l — y 

des Kreises -r ir ™ 1 die m Paare 
in den m Ästen der Hyperbel 

^1 «.(i4-yr +«,(i +yr-'(i-y) + - -+«2.,-8(i+i/)a-yr'-H««».a-yr ft 

die wieder eine schräge Asymptoto in der lliclitunj^ 

x'.l—y^{a^ - Oj 4- »4 O-K — + " * ') 

und in der Aohsenrichtung 1 ± y 0 die anderen Asymptoten 

«, (1 + y)*"-^ + • • • + a,^_, (1 ~ y)"*-' - 0 

hat. Difc .Mt trhaltenen Punkte f{X) 0 werden V)oi jener Annaiinie 
durch die Öirahlea k ^ x, bei dieser Annahme durch den Büsi-hel 
/. = : 1 — v in die Punkte fix) = 0 auf die r Achse projiziert. Die 
geometrische ttesoivente einer algebraischen Gleichung x -\- (p {x'^) =- 0 

ist also jedesmal die Hyperbel fl? + y(y) =»0 oder + 9^(1 ^ ^» 

▼on der im ersten Falle die Parabel y = üfl, im zweiten Falle der Kreis 

j— y j m den Öcheitelprojektionen der gesuchten Punkte 

^mmx -\- 9(0^ — 0 geschnitten wird. Auf diese Weise ist eine Kon- 
struktion der regdmäfiigm VieMe aus den Abszissengleichungen der 
Eckenpaare 2x + 9>(4jc') — 0 in jedem Falle möglieh, durch Hyperbeln 
1. oder 2. Ordnung aber nur dann, wenn die Anzahl der Eckenpaare 
keinen höheren Primfaktor als 2 oder 3 hat (Grelles Journal XXIY 
and LXXV, Archir IX). 

Sagau, Herbstferien 1906. 
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Möhr, Otto^ Abhandlungen aus dem Gebiete der teohnisclien Mecbamk. 
IV u. 459 8. 8*. Berlin 1906, Wilhelm Ernst und Bohn. M 16,50. 

Das vorliegeDde Werk*) gibt in neuer, /usamDienfassender Bearbeitung 
die Terscluedeiieii Beitrige dm rlllnnlidi bekanntMi Yerfassers rar tedmitthen 
Medianik und stellt so einen beti^litlichen Teil der Entwicklung dar, welche 
di^e Wissensdiaft im letzten Drittel des vergangenen Jahrhnnderts in 

Deutschland genommen hat. 

Auch heute noch, wo der wertvolle Inhalt der einzelntn Abhaii'HungeB 
in das gebräuchliche Handwerkszeug der technischen Mechaiak übergegangen 
ist, dessen tSgliche Anwendung kaum noeb die Erinnerung an seine Er^ 
findor weekt, rufen die einzelnen Teile des Werkes aueh bei kundigen Lesern 
tieferes Interesse hervor. Wer der technischen Mechanik femer stdlt, dem 
wirrl fla^ Huch mit seinem reichen Inhalt ein kuiidicjcr Führer sein, wenn 
er Ideeukreis und Machthereich der tecbiiischen Mechanik von erhöhtem 
btandpuukty aus Überblicken will. Vor allem aber wird der in der Aus- 
bildong begriffene Ingnüenr aus dem Budie leijpen können, da flberall siiie 
möglichst elementare Behandlung seihst schwieriger Fragen angestrebt ist 

Wird also ein Leäcr, der das Badi ohne die Pflicht verantwortlicher 
Äußerung zur Hand nimmt, os auch meistens mit Verirnücjen lesen, 
vorausgesetzt daß er nicht nn mehreri'n spiitcr zu erwähnenden recht un- 
sachlichen Stellen Anstoß nimmt, so beiludet sich der Kritiker wenigstens 
einzelnen Teilen des Werkes gegenüber in einer gewissen Sobwierigkwt Ds 
nimlich in vielen Kapiteln die Entwickelung auf einfachen Voraassetsmigen 
aufgebaut und mit den elementarsten Hilftmitteln durchgefBhrt wird, so ist 
es oft recht schwer, eine reinliche Scheidung de^^en, was spezielles Eigeutum 
des Verfassers ist, von dem bisherigen Besitzstand d^r Wissenschaft vor- 
zunehmen. Das hätte nun nichts zu sagen, wenn der Verfasser der land- 
läufigen Meinung wäre, daß bei clement4iren Dingen die Feststellung von 
Priorit&ten im weitesten Sinne des Wortes eine Danaidenarbeit ist, ^e sm 
besten unterbleibt. Aber Hohr denkt anders, wie ein augenlsUiges Beiapi«! 
sofort zeigen wird. Wem überhanpt der Begriff der Beschleunigung klar 
geworden i*^* , muß ohne weiteres einsehen, daß, wenn die Geschwindigkeit 
eines Punktes durch einen Vektor 0 \ dargestellt wird, die Beschleunigung 



1) Diese Besprechung ist abaefaßt, bevor der otfene Urief des Herrn Mobr 
ertchienen war. Derselbe hätte ^>er ohnedies unberückdichtigt bleiben müssen, 
weil es im Interesse aller Beteiligten, namentKch aber des Herrn Mohr eeü'st 
liegt, daß dieses nach Inhalt und Ton eigenartige iScbriftätück als nicht vorhaadeo 
be&acbtet werde. 
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Ton P nichts anderes ist als die Geschwindigkeit von V. Deshalb hat 
meines Erachtens niemand das Recht, diesen Gedanken als sein besonderes 
Eigentum in Anspruch za uehiueu, und niemand die Pflicht, um die Zu- 
weisung desselben an einen alteren Autor sich ängstlich zu berntthen. D»- 
gegea hslt Mohr folgend« literarische Notiz für nötig: 

ffiie im Abschnitt 6 dargelegte Auffassung der Beschleunigung eines 
Punktes als die Geschwindigkeit des Endpunktes seiner Geschwindigkeitsstrecke 
findet sich bei Schell S. 462 iiufl offnihar unuhhnngxr; bei Mehmke S. 425." 

Wh- der Verfasser sich lutsr ali/u gewissenhaft bestrebt, für ein All- 
gemeinguL uuieu Entdecker festzustellen, so wacht er auch mit Strenge über 
die Gebiete, auf welchen er seine Fkhne aufgepflanzt hat, und ganz im 
Gegensatz zu dem schönen Glauben an die Menschheit, der in dem eben 
erwähnten Ausbrach Herrn Mehmke zugute kommt, läßt er sich bei der 
YrrteidiOTOfr seiner Ansprüche zu Urteilen über die Arbeitsweise hochan- 
gesebener Eacbgenossen verleiten, die von Unbefangenen nicht anders 
denn aU ungerecht bezeichnet werden können. 

In der Literatnrangabe zur Abhandlung IV Uber die Bewegung ebener 
Getriebe, weldier wir das obige Zitat entnommen haben, sagt Mohr selbst, 
liiß Williot im Jahre 1877 die Aufgabe gelöst habe, aus den Tj&ngen- 
auJerangen der Stäbe die Formänderunf: eine;? Fachwerkes gi-aphisch zu be- 
stimmen, d. h. einen Verschiebungsplan herausteUeu. Nun beschränkt sich 
ja allerdings Williot auf den Fall, daß das Fachwerk aus einer Reihe von 
Stsbdreiecken besteht, TOn denen jedes «nzehae mit dem Torhergehenden eine 
Seite gemeittsobaftlidi hat Aber die Ausdehnung auf die allgemeiueren 
F&Ue ist so selbstrerstibidlidit daß es nidit der Hand eines Meisters liedarf, 
im dieselbe vorzunehmen. Wer die gnindloj^ende Williotsche Idee erfaßt 
bat, wird bei mStiiger mathematischer Begabung all die weiteren Aufgaben 
lösen, ohne daß er Möhrs Führung bedarf. Auf das Prinzip kommt es hier 
aa, da die Durchführung fast selbstverständlich ist Dedialb hat M III 1er- 
Breelau durchaus Beeht, wenn er das ganze Verfahren nach Williot benennt 

Und da eine einfache Überlegung zeigt, daß man von den Geschwindig- 
keiten in derselben Weise zu den Beschleunigungen übcrgel)en kann, wie 
Tom Fachwerk 7nni Vprschiebunfrsplan, so ist Müller-Breslaus Charakteristik: 
„Mohr: Vhei ( lescüwindigkeilsplüue und Beschieunigungspläne, Zivilingenieur 
1887, 2eigt die Anwendung des Williotschen Verfahrens auf die Darstellung 
der Geschwindigkeiten und schließlich der Beschleunigungen kinematischer 
Ketten" dnnüiaus zutreffend. Wenn Mohr im Gegensatz dazu glaubt die 
Tatsache betonen zu müssen, daß Williot von Beschleunigungen und Be- 
^chleunigungsplnnen nicht spricht, so liest er aus ihn Worten Müller- 
Breslaus etwas heraus, was meines Krachtens iu denselben nicht steht. 

Nach dem Gesagten muß ich den von Mohr — unter Hinweis auf 
«inige Figuren im zweiten Bande von Ualler-Breslaus Statik der Ban- 
^ uätraktionen — gegen den verdienten Meister der technischen Mechanik er- 
hobenen Vorwurf, er habe Mohrsche Zerlegungen und Zusammensetzungen 
benutzt. .,ohne seine Quelle ati/ugeljeu". für ^rnn/ unnnfrebracht halten, irleieh- 
^«1 oh Möhrs Abhandlungen oder Müll. r Hruslaus Lösungen d. r be- 
treffenden Aufgaben älter sind. Es läge doch auch durchaus nicht im Int^iresse 
^ Wissenschaft, wenn eia Forscher bezflgUch irgend einer Hilftaufgabe, 
«leren LSsung aus iRngst bekannten Prämissen ihm &st selbstverstBndlich ffießt« 

AKUT in MkOMiftlk «ad Phrdk. IZLSaIhfl. XL 17 
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IQ der in Boldmn fftJß» doch hSehst imSkonomiadioii ArlMit eitiM literatudiw 
Qoellenstudiums gesfrangen Min sollte.^) 

So sind wir mm raedins in res gpraten \im\ müssen, um einp 
ordnete Übersicht über don Inhalt des ganzen Werkes zu erhalten, zuoicbst 
den Inhalt der eisten drei Abschnitte in Kürze angeben. 

AUumdlung I iMhanddt daa Oleichgewicht und die nnendlkh kteiiMn 
fiewegungea eines starren Körpers. Sie gibt im wesentiiehen den Inlnlt 
einer vom Verfasser im Jahrgang 1888 des Zivüingenieurs ▼erOffentlicbten Ab- 
handlung ttbt r StrfMjkensystoine. Nadidom der Verfasspr zunHchst die grund- 
Ifgonden Begriff« dur Öchubgeschwiudigkeit und des stati.schen Momentes 
eingeführt hat, wird die Gleichwertigkeit von Streckensystainen — welche 
Drehungsgeschwindigkeiten oder Krftite darstellen können — definiert Sodann 
werden die Streckensysteme durch die sechs Koordinaten hezttglieh wm 
Tetraeders festgelegt, und zwar wird vorausgesetst, daß aneSdce des Tetraedeit 
vollständig rechtwinklig ist, und daß die von ihr ausgehenden Kanten 
gleich lang sind. Der Abstand einer solchen Kante ¥on der gegenttberliegendoi 
wird IUI Längeneinheit gemacht 

Hat nun ein Kraftsjstem die sechs Koordinaten 

X, Zf X f Y t Z f 
und ein Drehimgssystem die Bestimmungsstflcke 

«I 9t y\ x'i 

so ist die Arbeit 

Da nun die Arbeit offenbar gleich ^«ull ist, wenn die Drehung um die 
Wirkungslinie erfolgt, so besteht swischen den sechs Koordinaten einer 
Einaolstrecke die Gleichung 

Strecken lassen sich zu einer Einzelstrecke und einem Streckenpaare zu- 
sauuuenfasseu. Die Komponenten der Einzels trecke sind 

i+cr-z-)^. r+(z'-zi^^, z+(r-r)|^, 

und das Verschwinden diesr-r Ausdrücke ist die Bedingung dafür, daß eiu 
Kraftsjstem sich in ein Kiiiltepaar oder ein Drehungssystem in eine Ver- 
schiebung :£U!iaminenzieht. Zum Schluß behandelt der Verfasser die ver- 
schiedenen Null^steme, d. h. diejenigen Systeme von Strecken, welche flbr 
jedes andere System das Moment Null geben, und leitet danus die Be- 
ziehungen her, welche zwischen den Nullsystemen von iwei bis sieben 
Strecken bestehen. 



1) Naohti^licher Zusatz: Schon vor dem Erfchmnen der Mohr sehen Ab- 
handlung hat Mnller-Breelnu anf die Möglichkeit hingewiesen, die Theorie dei 
Fachwerkrt mit Hilfe de» WilliotBchen VerfahrenB zu behandeln. Wer den DingM 
nicht einseitig nnd befangen gegenübersteht, muß aus dieser Bemerkung mit 
Sicherheit schHeSen, daß Miiller-HreHlau unabhängig von Mohr die hier in 
Frage kommenden Sätze und Konstruktionen gefunden hat, zumal die «päterea 
Ausführungen Müller-Breslaus weit über diejenigen von Mohr hinaasnichea. 



Digitized by LiOOgle 



Üezea&iuuen. 



261 



Die zweite Abhandlung ist eine Einfähnmg in die graphische Statik, 
bei welcher als besonders eigenartig uns die Lösung der Aufgabe, ein Seil- 
poljgon durch drei Punkte zu Ipcren, entgegentritt, welche ursprünglich 
im Zivilingenieur 1886 S. 535 erschieuon ist. Sie ist von den Konstruk- 
tionen, welche auf Anwendung der Culmann sehen Geraden beruhmi, die kou- 
seqnanteste, weil bei ihr ohne Biosehaltung eines Seüpolygons, weldiee nur 
einen Teil der zu befriedigenden Bedingungen erfüllt, direkt die Calmannsche 
Gerade für das auf gut Glück gezeichnete und für das gesuchte Seilpolygon 
bestimmt wird. Der zweite T^il der Abhandlung beschüftiu't sich mit der 
Lösung riiumlicher Probleme und steht im engsten Zusammeuhaog mit den 
in der ersten Abhandlung besprochenen Prinzipien. 

In der Abhandlung JULi — Geometrie der Massen betitelt — gibt der 
Verfottw nndi eintr kiumi ISnldtong fiber die statisehw Komenta und 
den Sefawerpnnkt TOn Maasen seine interessante Behandlung des Zasanunen- 
bangs der Momente zweiter Ordnung ebener Massensy.steme mit Hilfe des 

Tragheitsschwerpnnktes. Das Studium der entsprechenden rüumlieheu Ver- 
hältnisse geht aus von dem Zeutril'ugalmumente des Mstsscnsystemä in 
bezug auf zwei Ebenen, welche beide diu-ch den Koordinatenanfangspunkt 
gehen sollen. H&lt man eine dieser Ebenen fest und läßt die andere nach- 
einander mit den drei Eoordinatenebenen snsanuneoiUlen, so erb&lt man 
drei Werte, welche, als Koordinaten eines Punktes B benutzt, sämtliohe 
Zentrifugalinomente liefeni bezüglich der festgehaltenen und einer beliebigen 
anderen Ebene. Beschreibt man nämlich eine Kugel, deren Durchmesser 
AR ist, so ist das Zentrit'ugalmoment für die ieata Ebene und eine andere 
durch Ä hindurchgehende Ebene das Stück, welches die Kugel auf dem in 
Ä rar beweglichen Ebene eniehteten Lote afaselineidei 

PaUan beide Ebenen xnsammen, so geht das Zentrifogalinoment in das 
TrSgfaettamonient besflglieh der Doppelebene Ober. Für Wenigen Ebenen, 
welche die Gerade AR enthalten, ist das Zentrilogalmoment gleich NnU; 
dieselben sind konjugiert zu der festen Ebene. Nun geht der Verfasser 
Aber zur rechnerischen Bestimmung der Hauptrichtungen, d h. derjenigen 
Bichtungen ÄR^ welche auf den zugehörigen Ebenen senkrecht stehen, ver- 
nütteb trigonometriseher Auflösung der kabiscben Olmchung Itlr die Hanpt- 
trtlgheitamomente. Die Abhandlung schliefit mit einer intereraanten Kon« 
struktion des Trägheitsmomentes filr eine beliebige Ebene und des Neigongs* 
Winkels ihrer Strecke zu ihrem I^ote aus den drei Hauptträgheitsmomenten. 

Auf der geraden Linie 0P^2C-f Y -\- Z werden die Strecken ÖY— X, 
= F, OZ ^ Z abgetragen und über XY sowie YZ als Durchmesser 
Kreise beschriHben , deren Mittelpunkte B und C sein sollen. Auf den 
Umfangen dieser Kreise liegen die Punkte J) und welche durch die 
Grttfie der Winkel OBD und POE beatimmt sind, die doppelt so groß 
nod als die Winkel, welche das Lot der fraglichen Ebene mit der Achse 
and der _-- Achse einschlieBt. Dann wird mit CD um C und mit 7? 7^7 um 
B je ein Halbkreis beschrieben, deren Schnittpunkt F heißen soll. Dann 
ist die Strecke Ali, FOB der Winkel qp, welchen .4 7? mit dem Lot 
der Ebene einschließt} und also ist die Projektion OG von OF auf OP 
das Trigheitsmoment in bezug auf die Ebene und endlich Q-F das Trftg- 
heitsmooient in besug auf die senkrecht au ihr stehende Achse. 

17* 
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Rezensionen. 



Was den Inhalt der vierten Abbaadlung ausmacht, ist schon oben 
angedeutet worden. Nachdem für ebene Getriebe die Priniipien flir die 
Entwerfung des Gcschwindigkeits- und des Beschleunigungsplans auseinander- 
gesetzt sind, werden di» st- Regeln auf einige Beispiele und Au^abeo an- 
gewendet und die Lösung der letzteren erlftutert Femer wird auch uoch 
fttr die Bewhleimigung zweiter Ordnung ein Plan entworfen. Alidiiui be* 
spricht der YerGuser die ErOnmung der Bahn und die Bahnevolnt» «nes 
äit einem Oetriebegliede verbundenen Punktes und geht schließlieh in dim 
xweiten Teil der Abhandlung zur Kinetik ebener Getriebe über. 

Einen ganz anderen Inhalt hat die fünfte Abhandlnn^ mit der Üher- 
schrift: Welche Umstände bedingen die ElastizitStsgiLü^e und den Bruch 
eines Materials?'^ Nachdem der Verfasser den Zusammeabang zwischen 
den Spannungen all der Flftchenelemente, welche eine Hauptriditung eot> 
halten, aiuf die elementar ahmieitenden Gleidbnngen 

mrflckgeführt und die sich von selbst darbietende geometrische Kon- 
struktion mit Hilfe eines Kreises besehrieben hat, behandelt er tthnlieh wie 

bei den Triigheitsmomenten den Zosanunenhang swischen den Spannungen 

simtlicher Fläehenelemente eines Punktes. 

Dann wf-rden die älteren Hypothesen über die Erreichung der Elasti- 
zitätsgrenze und des Eintretens einos Bruches besprochen. Die älteste 
Hypothese, welche die Erreicuaug der Bruchgreuze anuahni, wenn outweder 
die grOBte Normalspannung einen gewissen positiren Wert (Zugfestigkät) 
oder die kleinste Spannung einen hestinunten negativen Wert (Dmekfestig- 
keit) erreicht, wird abgelehnt, weil daraus die zur Erfahrung im Gegen- 
satz stehende Beziehun<r folgen würde, daß die Schubfestigkeit das geom^- 
trisclie Mittel aus der Zug- und aus der Druckfestigkeit seiu müßte. Eine 
andere Hypothese iht die, daß die Lia^ilxzitätägreuze überschritten würde, 
wenn die größte Dehnung «nen Grenswert fibersehreitet; hieraus wibdt 
nlmlich folgen, daß Zug, Druck oder Sdiub sor Erreichnng der ElasttatttB* 
grenze in dem Verbältnisse 1:4: 0,8 stehen, was mit den wfahrungsmiißigeD 
Yerbältniszahlen 1:1: 0,5 nicht stimmt. Etwas haltbarer wird diese 
Hypothese, wenn sie dadurch ergänzt wird, daß nicht nur die größte Dila- 
tation unterhalb einer gewissen Grenze bleiben solle, sondern auch eine 
etwa auftretende KontraJction Mnen gewissen Wwt nicht ttbersteigen dfiife. 
Auch die Hypothese, welche nicht die grOßte Hauptspannung selbst, sondern 
die Differenz zwischen den beiden äußeren Hauptspannungen als maßgebend 
für die Erreichung der Grenze ansieht , erscheint dem Verfasser nicht all- 
gemein znliLssig, weil die zur Charakteristik des 8pannungs7.ustandes ge- 
hörenden hLfeise für die hauptsächlichsten Grenzfälie erfabrungsmäßig gau^ 
versdiiedene GrOße haben. 

Der Verfasser drftckt nun seine Auffassung dahin ans, da6 in einem 
Grensfalle die Schubspannung au der Gleitfläche einen von der Normal» 
Spannung und der ^laterialbescbaffenheit abliängigen Großen wert haben 
müsse. Deshalb sind < lleittiiirben nur solche Fiäcbeneleineute, welche die 
Hichtung des mittleren Hauptdrucks enthalten, und die Beziehung für eiuen 
GrensfaU wird an einer Bniehung zwischen den beiden äußeren Haupt 
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dnusken. Weiter gestaltet sieh die Saehe geometrisch folgendennaBeiu 
Mas benntte die Normalkomponente des Drucks gegen ein Fltchenelement 

der eben bezeichneten Art als Abszisse, die Tangenüalkomponente als 
Ordinate eines dem Fliicli*>nt:l('mcnte zugeorduHtfii PunkU-s. T>\c GosamUinit 
dif^ser Punkte ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Abszissenachse lifgt 
und durch seine Schnittpunkte mit der Abszissenacbse die beiden äußeren 
Haoptäpannangen mu-kiert Die oben gekennzeichnete Beziehung zwischen 
Noimalspaimung und Tangentialspannung in einem Qrencfalle wird sich 
geometrisch durdi eine zur Abssössenachse symmetrisch lie^'ende Eor?e 
darstellen. Wenn nun ein Spannnngszustand unterhalb der Bruchgrenze 
liegen soll, so muß jonor Kreis ganz, innerhalb der Ijezoichneten Kurve 
liegen; nähert sich ah^r »ier Ziisturirl mehr und mehr der Bruchi^Tfnze, so 
rückt auch der Kruibumt'ang mehi- und mehi* an die Kurve heran, um sie 
dann, wenn der Grenasustand ezreidit ist, la berflhren. Die beiden Kreise, 
welche der Grenzbeansprachnng auf Zug und auf Druck entsprechen, gehen 
darch den Koordinatenanfangspunkt. Und zwar liegt der Mittelpunkt des 
*»r*fterpn auf dor positiven Seite der Abszissen, wtthrend der andere auf der 
negativen Seite der Abszissenachse liegt. Für diejenig''n UrenzzustSnde, 
welchti /wischen diesen ebenbezeichneten liegen, wird luun mindestens 
niheningaweise annehmen dürfen, daß die Hflllkarve in eia Paar gerader 
lanien aerftllt, die dann also die gemeinschaftlichen Tangenten dw eben 
bezeichneten Kreise sein werden. Bei der Verdrohinigsfcstigkeit werden die 
beiden äußeren Spannungen einander entgegfngcset/t gl< ich, der Mittelpunkt 
des Kreises rückt in den Nnllpnnkt. und die Hauptspannung wird das Lot, 
welches man vom Nullpunkt auf die gemeinschaftlichen Tangenten fällen 
kann. Die SduiMestigkeit wird das Stäek, welches die Tangentm vcm der 
Ordinatenaebse abeehneiden. Darant ergeben sieb swiseben der Zug», Dmek-, 
Verdrehnngs- und Sohabfeatigkeit folgende swei Besiehnngen: 

An der Hand des vorliegenden Versuchsmaterials prüft der Verfasser 
seine Ergebnisse and findet unter anderem s. 6. in den B achschen Er- 
gebnissen für Gnfieisen A^i => 16, — • 75, » 13 eine bemerkenswerte Be- 

- , k-k. 16 76 1200 . . 

stotigung, msofem als ^ = ^ = = 18 ist. 

Nun folgt aU sechste Abhandlung des \ erta.ssers graphostatische Dar- 
stellung der ^^eueren^^ Lehre vom Erddruck, d. h. der von Bankine in die 
Wineuchaft eingelQhrtan Theorie des Drucks im unbegrensten Erdreich. 
Die Abhandlung beginnt mit einer abweisraden Kritik der Coulomb sehen 
Theorie, welcher ich um so weniger zustimmen kann, weil meines Erachtens 
die Coulombschf Theorie in Verbindung mit der von Poncelet in so geist- 
ToUer Weise gtomctrisch begründeten Konstruktion alles das leistet, was 
in der vorliegenden Abhandlung geboten wird. 

Die Gonlombsdie Theorie beantwortet die IVage nadi dem Wider» 
Stande, welchen eine Mauer im Falle des OleichgewuitB gegen den Drude 
<ler Erde muß kisten können, indem sie zun&chst die Richtung des Erd- 
•Irucks als gegebpn annimmt. Solange Oltnehgp wicht herrscht — das ist 
Coulombs physikalische Grundvorstelluug, über die auch Kankine später 
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üb«r den Spannungssziitand zu einer zweiten .Näherung übergehen. Der 
Yflrfiuaar betraditet eineii T«il des Bftlkens, wekhtr durch iwei um Ht 
Toneüiandflr entfernte Qaersehiiitte und eine anf dem einen Qoersduiitt senk- 
redit ^^ Ii nde, der Biegnng^achse parallele Ebene begrenzt wird. Die drei 
Gleich gewichtsbedingungon, nSmlich die Bedingungen, daß die beiden 
KoraponeDtensummen und die Momentensumme gleich Null sein müssen, 
liefern drei Beziehungen für die zweite Näherang des Bpannungszustande:». 
Die Momentengleichung liefert die Gleichung der Ober die Breite des Balkens 
genommenen Schiibspannnngsresnitante für den Balkenqnenclmitfc und die 
senkrecht darauf stehende E])ene. Wollte man nun mit dem Vet&sser still- 
schweigend annehmpn, daß fiir die Normalspannnng die Genatiigkeif der 
ersten Näherung noch über lirößeu zweiter Ordnung hinausgeht, so blieben 
tatsächlich nur noch zwei Größen zu bestimmen, nämlich jene eben er- 
wähnte Schubspannungsresultante und die über die Breite des Balkens ge- 
nommene Normalspannong an der zur Biegungsacbse parallelen Ebene. 
Dann würden also die beiden noch zur Verfügung stehenden Gleichungen 
ausreichen. Aber meines Erachtens ist durch nichts bewiesen, daß die 
Normalspannung des Querschnitts beim Übergang zur zweiten Näherung 
keine in lietiacht kommende Änderung erfährt. Das ist jedoch nicht das 
einzige Bedetiken, welches ich gegen die Ableitung des Verfassers hege. 
Beim Ansatz der Gleichungen Ar die zweite NShenmg hätte meiner Meinnng 
naek berflcksiohtigt werden müssen, daß durch die Bi^ng die beiden be> 
nachbarten Querschnitte gi geneinander geneigt werden, so daß die Spannungen 
erster Ordnung für beide *}M« r-:i hnitte nieht dieselbe Richtimg behalten, und 
daß iufulgedesseti iVic^v droßi-ii aueli anf die Normalspauoung der zum 
Querschnitt senkreeaten Flächen wirken. 

Die achte und die neunte Abhandlung gehören eng snsammeii; beide 
gilmi ans yon der Differentialgleieknng EJ^ — — M der dastischen 
Linie. In der ersteren bildet die Bestimr iiu: der Stützmomente eines kon- 
tinuierlichen Balkens den hauptsächliehcn (legenstand. Den Mittelpunkt 
dieser Bestimmung bildet wie immer die gewöhnlich mit dem Nameu Cla 
pejrons bezeichnete Beziehung zwischen drei aufeinander folgenden ätütz- 
momevteB, welche der Vwfiuser Mae ableitet. Im Literataniaeliwwi bebt 
Mohr hscTor, daB die Ton Clapejron im Jahre 1857 mitgeteilte Fcxmsl 
schon von Bertot 1855 veröffentlicht sei, und daß dieselbe sich nur auf 
den besonderen Fall gleicher Stützonhöhe beziehe: die allgemeinere Formel, 
welche die Höhenunterschiede der »Stützen lierilcksiehtigt , nimmt der Ver- 
fasser für sich in Anspruch. In der Abhandlung Nr. IX wird die elastische 
Linie sie Beilkurye angesehen und von diesem Gesichtspunkt aus graphiach 
behandelt. Denn wird die Senkung, welche eine irgendwo befindliche Last 1 
an einem festen Punkt C des Balkens hervorruft, aufgefaßt als Funktion 
der Abszisse der Relastnngsstelle und als Ordinate an der ßelastnngsstelle 
aufgetragen^ so erhält man ein Bild der verschiedenen Senkurt'^en, welche 
eine über den Balken wandernde Last in dem Punkte C hervorruft, eine 
sogenannte Einflußlinie der Senkung im Punkt« C für eine über den Balken 
wandernde Last Dieses Hüfimittol der Dinflufilinie, welches qiiter in der 
Statik der Baukonstruktionen zu so großer Bedeutung gelangt ist^ wird dann 
noch auf einige hierher gehörende Aufgaben angewandt. 

Nachdem nun noch in Abhandlung X der voilwandige Bogentrftgcr mit 
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Min, und dM Problem der GleitflSchenbestimmuDg kommt auf den einen 
Spnderfall hinaus, daB die Hintoneite der Mauer vertikal und die Bicbtung 
des Erddmeks parallel der QelKndefläehe ist. Die Dniek?ertei]un<,% auf 
welche wir so gefübri werden, ist aber gerade diejenige, welcbe Rankine 
bei der Betrachtung d^s nnbe^^ronzton Erdreichs behandelt. Alles was sich 
mit dieser Theorie erreiclu u läßt, liegt demnach innerhalb des Machtbereichs 
der Coulomb sehen Theorie und der Ponceletschen Konstruktion. Der 
Terflueer gibt hier eine auf die Betrachtung dea SpannnngBkreiaea gestfltzte 
graphische Behandlung der Theorie von Rankine und untersiicht dann ihre 
Anwendbarkeit auf das Problem der Druckbestimmung ftlr Mauern. Nach 
seiner ^ffinniifT reicht die letztere nur soweit, nl-; die Flftohen des größeren 
Normaldrurks MautT und (rplRnde wirklich sehn i ti. 

Ist für diese Bedingung die Wand nicht weil genug nach vom geneigt, 
SO sehligt der Ywhaaer ein InterpolationsTa^hren ein, welehes dem Beferentni 
recht bedenklich erscheint 

Durch den FuB der Mauer werden mehrere Ebenen gelegt, welche als 
Hiuterseite von Mauern pedacht dftn Mnrhtbereich der Rankineschen Theorie 
angehören. In ihren oberen Endpunkten nverde senkrecht zur GelHndeflSche 
der Erddruck aufgetragen. Dem Endpunkt der durch den Fuß der Mauer 
gelegten FUche oatBrlioher BOschung wird die Ordinate Null beigelegt Die 
so gewonnenen Punkte werden durch eine InterpolatioiuliBie Terbnnden, 
welche dann, so unbestimmt sie auch gerade fUr das in Betracht kommende 
Oebit't wird, dio '?röße des Erddnirks liefern soll. Als Richtung des Drucks 
vdrd auch hier die Senkrechte zur .Mauer genommen, und der AngriflFspunkt 
soll ebenso wie auch sonst im oberen Endpunkt des unteren Drittels der 
Mauer angreifen. Wie weit das nun aUes miteinander Yereinbar ist, untere 
sndit der Verfasser nicht weiter. 

Die Spannungen im prismatischen Balken werden in der siebenten 
Abhandlung mit Hilfe der in der Gpometrie der Massen (Abhandhing III) 
abgeleiteten Begriffe bebandelt. Mit Hilfe des Mohrseben Kreises und des 
TrSgheitsschwerpunktes wird zunächst die Beziehung zwischen Nullinie und 
Kfaftangrifl^punkt ermittelt^ die auf die Bestimmung des Kerns als der Oe- 
sanfheit der Angri&punkte hinaudiuft, f&r welche die Nullinie nicht in 
des Innere des Querschnitts eindringt. 

Nachdem dann noch der Fall behandelt ist, daß drr Ancr ^ i'nnkt außer- 
halb des Kernes liegt und der Körper keine Zugkratt aufzuhalten vermag, 
geht der Verfasser zu einer Bestimmung der mit der Biegung verbundenen 
Schub- und Nebenkrtfte ttber, die ich ftr hOehst bedeaklMli halte. Bn der 
gewdhnlichai Bi^j^gstheorie erhKlt man die erste Nfthemng fllr den 
Bpaonungasustand , indem man die bekannte Hypothese zugrunde legt, dafi 
jeder Querschnitt eben bleibt und jede Längsfaser eine den Querschnitt 
unter rechtem Winkel schneidende Kurv. mrd. J^ie Flüohenelemente des 
Qnerschnittes erfahren normale Spannung, alle Fiacheuelemente, welche dazu 
senkrecht stehen, erftbren die Spannung Null. Da man über zwei Größen ver- 
fllgn kann ^ Dilatation und Krtbnraungaradins der Schwerpwnktslinie — , so 
kum man aa<di swei von den drei statischen Bedingungen für den von einem 
Querschnitt begrenzten Balkenteil befriedigen; man erreicht, daß das Moment 
ttnd die Normalkraft die richtigen Werte erhalten. Will man noch die dritte 
statische Gleichung befriedigen, so muß man von der ersten Nähenugsannahme 
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sind die Löngpiiflnderungen in den überzBtliu'en Stäben lineare Fuulrtionpii 
der anderen T.änrrpnilnflf^nmgpn. Dir Kopffizienten des Systems der statißcWü 
Gleichungen köimie man graphisch durch Kräftepltiue, die des anderen durch 
Venchkbiiiigaplftne feBtstellen. DrOokt maii dann die LingeotiideruDgeo 
slmtlidi durch die Bpenmu^n and die letsteren wieder dnrdi diejraig«D 
der überzilhligen Stäbe aus, so mfifite man die hinreichende Anxahl von 
Gleicfiu 121 n fitr die gesuchten Größen erhalten. Der Fortschritt, welcher 
hier gemacht ist, besteht also in der Erkenntnis, daß die Koeffizipntpii der 
statischen und der kinematischen Gleichungen dieselben sind, so daii umi 
eubreder nur die Kraftpläne odw die YersdiielNmgspläne tu seiehnen hat 
Aber dieae Arlieitsenpeniis ist nieht eimnal dee Wi^tigtfte; erst am dieMr 
Ko^fisientengleichheit fließt für den Yerfuser als Folge jener berflhmte 
Sat7 von Castii'liano über <las Minimum äer Defonnationsarbeit, der j» in 
der neuereu Fat liwprktheorip o'ino so hervorragende Bedeutung gewonnen hat 
Meiner Überzeugung nach ist eine andere Beibenfolge die bessere, weil 
man Castiglianos Friiudp ans dem allgemeinen FHniäp der Tirtnellen T<r* 
rfieknngen viel leiditer ableiten kann, wenn man sidi nidit errt anf «iiie 
Iftogere Untersuchung über die formelmäßige Daretellimg der stattfindenden 
Zusammenhänge zwischen den in Betracht kommenden Größen einlifit. Abs 
dem Prinzip der virtuellen Vt^rrückungen 

folgt sofort, daB, wenn P^ + d'P^, S^-^i'Sf ein sweites Gleichgewidilr 
•jstem von Krftften nnd Spannungen ftr unser Fkohwerk betevbnet, wt/k 

ist. Sind nun a*, die Verlängerungen der StSbe. die Verschiebungeii, 
welche dureh die I\ und die Temperaturänderurtgen hervorgerufen werden, 
SO sind GrOBen, welebe den für 6p^ aufgestellteii Bedingungen 

geniigen, und folglicb gilt die Qleichnng: 

Lißi nmn die (5'/'^ — 0 werden, so bezeichnen die 6' ugtiid welche tmi 
den statischen Beziehungen vereinbare Variationen der Größen und für 
alle diese Yaiiationen ist also der Ansdmek 

Die bfiden Großen tind S^ stehen in fw^^m von der Temperatur mit- 
bestimmten Zusammenhang, man kann entweder .V als Fimktion von r, nnd / 
oder umgekehrt auch J:^ als Fuuktiun von S^ und t ansehen; mit Rücksicht 
darauf ddrfen wir schreiben 

t 

t 

Bedenken wir nun noeli, daB der Ansdraok A^Z f*S^d»^ die DefonDttioM' 
arbeit ist, welehe bei der Temperatur t erf<nrderlioli ist| um das i'aokirirk 
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ri< dorn Znstand (a,) ir. flpn Zustand (>•) überzufiihren, so erhalten wir den 
Satz: itir jede mit den statischen Bedingungen des Gleichgewichts verein- 
bare Variation der Spannongen iBt die erste Variation des als Funktion der 
Spannungen aufgeüaßUm Auadmekf 

B -» Sx^St — Ä 

gltieh NnU. 

Diese Wendung ist deshalb besoudors wichtig, weil sie erkennen IftBt, 
daß der Satz vom Minimum der Detbnnationsarljeit keineswegs an den 
koi>\ogen -linearen Zusamnnuhang geknüpft ist, daß sich vielmehr, wie 
Sommerfeld gelegentlich bemerkt hat, für jeden funktionalen Zusammen- 
hang zwischen Spannung und Ausdehnung ein zu der DeformatioDsarbeit in 
dflludier Bexiehiii^ stehender Amdrock fioden lißt, welcher — Irorx ge- 
agt — fOr dai richtige System der Spaanimgen ein Minimum wird. Bei 
homogen -linearem Znsammenhang von der Form .r = a,<^, wird B = A^ d. h. 
die Deformationsarbf it wird seihst ein Minimum. Wird aber die Temperatur 
berficksichtigt^ daß der Zusammenhang zwar noch lineaTf aber jucht mehr 
homogen ist, wie er sich in der Formel 

toapticht, so gelangt man m 

« - 2 © + "m) -2' t = S + ^'m) 

und zu der von Müller-Breslan vorgenonimenen Ausdehnung des Satzes 
vom Minimum der Deformationsarbeit auf die damals sogenannte ideelle 
IMbnnationsarbelt 

Ol^leich nun die auf den Fall der Temperaturberttcksichtigung be- 
iflglichen Mo brachen Gleichungen (19) auf den ersten Blick als die gleich 
Noll gesetzten Ableitungen des Ausdrucks B nach den überzähligen Span- 
nungen zu eiki'iinon sind, geht Mohr achtlos nn dem eben erwilhnten 
Satze vorüher. Das müßte unbegreiflich erscheinen, wenn man nicht wüßte, 
wie eblehnoid lieh Mohr von yomherein gegen die ,tEI<^B^^t&t^ verhalten 
hat, welche die Deformationsarbeit unter den Binden MflUer-Breslane nach 
Möhrs Meinung uni^ulSflrigerweise hierbei entwickelt habe. Aber gerade die 
Erweiterungsfiihigkeit eines Bogriffs ist doch häufig genug die Quelle seiner 
wissenschaftlichen Brauchbarkeit. Und wenn Müllf r-Breslau den erweiterten 
Satz, luit dem iSamen Castiglianos belegt, so kommt darin wohl die be- 
rechtigte Anerkennung fremden Verdienstes, aber nimmermehr ein ungereohi- 
fertigtee Beetreben snm Ansdroek, ,J^bntt8e der dentsohen WisBenschaft 
Aoslfindern zuzueignen". Keinesfalls hat Mohr auf den in Frage stehenden 
Satz irgendeinen berechtigten Prioritätsanspruch. 

Ebenso wie bezüglich dieses Berflhrungspunktes von Möhrs Arbeiten 
mit dem Castiglianoscbcn Satz, steht es um ihre sachliche Inhalts- 
gemeinachaft mit der um 10 Jahre Klteren, knapp gehaltenen üntersadiung 
▼on Maxwall. Um das so beweiwn, mflssen wir in Kflrze auf den In« 
kalt des letsteren eingehen. Wie Kohr ganz richtig ai^ht, gebt Maxwell 
SU Ton der nach Clapejron benannten Gleichung 
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Wenn man nun ein einfaches, statisch liostiiuintes Fachwerk betracht«^ 
von welchem nur ein Knotenpunkt durch eine Kraft K beansprucht wird, 
BO sind die Spannungen S statisdi durch die Krtfte K Tollstfto^ bcvtiiniiiL 
Je gröBer man nnn fttr einen einseinen Stab den Faktor £F macht, 

desto geringer wird seine Verlängerung und mit ihr da* Produkt SJs. 
Man kann s'vh dann fliese Größe fflr alle Stabf^ bis auf einen «lin^kt ha 
auf Null hcrabgedrückt denken. Dann bleibt ancb rechtü nur ein Glied 

Ist nun 0 die Spannung, welche die Kraft 1 in dem betracbteten Stab« 

hervorruft, so ruft umgekehrt die Längeniinderung 1 dos ?tab»s in 
Richtung der Kraft die Knot<'ni(Uuktsvpr«chie]nin<.' ic = a hervor. Von hieraus 
kumrat man dann unmittelbar zu der Erkenntnis, (iaä, wenn q die Spannung 
ist, welche dvreb die Spannung 1 eines ftbon&hligeo Stabes in irgend eiiuni 
der nicbt llberzfthligen Stilbe berrorgernf^n wird, die Verlingerang 1 des 
letsteren die Verlängerung q des ersteren hrrvormfL Das ist dann aber 
geradeau der Inhalt dw Gleichung (13) von Mohr: 

^(O - - - »n'^h 

welche wir eben als den Kern und den eigentlichen Mittelpunkt der 
Mohr sehen Theorie beaeichnet haben. 

Was sind denn auch die Inri- betrachteten Längeidaderungen der 

pinrolnf n Stäbe mit den dur< h -ie bewirkten Verlängerungen und W- 
s( hi»'bungen anderes als virtuflle Veränderungen? Nur macht sich 
Maxwell wegen des von ihm gewählten Ausgangspunktes die Mühe, über 
ihre physikalische Bealiaierbarkeit Betrachtungen amnstollen. Wenn Mohr 
ferner meint, durch die Worte 

„die Natur des Glapeyronschen Theorems gestattet nicht ohne weiteres, dit 
Betraditang auf die Bestimmung der Temperatnreinwirkungen aossndehneD" 

die Tragweite der Maxwellschen Ableitung unter die seinige hinabdrttck« 

zu können, so befindet er sieh meines Erachtens im Irrtum. Denn sowohl 
dip von den übpr/.iihli^:t''n S|)ann\ini,'fn und den Jlnßerfri Krilfton in dtni Stäl^^n 
des einfachfu Karins «rke.s herv()rf;<!nifenfn Spannungen als auch di» von d^-n 
Stabverlängerungen des einfachen Fachwerkes hervorgebrachten Verlängerungen 
der flbertlhligen SUbe und Verschiebungen an den Knotenpunkten sind dodi 
durchaus unabhängig von dem physikalischen Zusammenhange zwi^clien 
Spannung und Dilatation. Sie können deshalb, wie auch immer d> r Zu- 
sammenhang beschafTen sei, genau so, vne es Maxwell vorgemacht hat, an 
einem Fachwerk realisiert werden, bei welchem Spannung und Dilatation 
proportional sind, und mfolgedesüeu auch Clapejrons Gleichung gilt Damit 
ist aber die Gftltigkeit des Beweises von Maxwell auch für den aUgemeineB 
fall gesichert. 

Unmöglich kann ferner Mohr dem großen englischen Physiker Mai well 
mtranen, daß ihm der eigentliche Inhalt seiner Gleichung 

entgangen sein sollte. Und dieser Inhalt ist dfenbar das Arheitsprintip flr 
eine Gruppe der Kräfte, aus welchen das allgemeine ßjstem /.usammengeeettt 
weiden kann, in besug anf jede der besonderen virtuellen Verrachnngea, 
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ans dtnen die allgemeinste virtuelle TerrtUdcung sowohl ak die tatsächlich 
stattfindende sich durch einfache Komposition erL'il f Deshalb meine ich, 
Müll er- Breslau betindet sich durchaus im Recht, wenn er hei der Bezeich- 
nung der grundlegenden Gleichungen itir die Theorie des Fachwerks den 
Namen Max well ta Ehren bringt, weil diese Gleielrnngeii den von Maxwell 
merrt entdeckten Znsunmenliang sum Ausdrack bringen. 

Und Mohr — wie groß auch seine von uns willig anerkannten Ver- 
dienste um den Ausbau I i Fachwerktheorie sein mögen — hat nicht das 
Recht, auf (rrund seiner um zehn Jahr© jüngeren Abhandlung gegen diese 
Bezeichnung zu protestieren, weil es sich um eine £rrungen8ohaft deutscher 
WisMDBcbaft bandde. 

Am Sohhuae tmaererBesprecbimg angelangt, geben wir der festen Zoversidit 
Ausdruck, dafi das vorliegende Werk rieht bald eine zweite Auflage erlebe, 
damit es dann — befreit von den Bchlacken unsachlicher Bemerkungen - bei 
den Lesern ungetrübte Freude an dem geistvollen Schaffen des Verfass<>rs ^vecke« 

üerlin. FuiTZ Koi Tütt. 

E. Sclmmann, Iiolurbneli der ebonan Oeomatrle tüte die eisten 

drei Jahre geometcisehen Unterrichts an höheren Schulen. Mit 
87 Textfiguren. IX u. 202 ö. Stuttgart und Berlin 1904, Fr. Grab. 

Preis gebunden 2,20. 

Das Buch umfaßt das planimetrische Pensum bis tu der Kreismessuiig, 
den Proportionen am Kreise und dem Taktiousproblem des Apollonius. 
lUa mertt ihm auf jeder Seite an, daß es ans der ünterriebtspraxis beraue 
«ntstandMi ist lOt Erörterongen, denen der Schaler kein Verstftndnis ab- 
gewinnen kann, bSlt es sich nicbt auf, sondern wendet sich lieber an seine 
naive Auffassung und strebt vor allem das Lösen von Aufsahen an, von 
denen ein reiches Übungsmaterial in vortrefflicher Auswalil geboten wird. 
Vielleicht ist der Verfasser aber in seinen Einschränkungen zu weit ge- 
gangen. Dafi s. B. die Inkommensarabilität keine eingebende Behandlung 
erfthrt, wird man wobl allgemein billigen; daß aber das Exbaustionsver- 
fahren zur Berechnung von x nnr mit wenigen Worten angedeutet wird, 
mag manchem bedenklich erscheinen. Vielleicht läßt sich der Verfasser herbei, 
bei einer späteren Auflage dieses Kapitel in einem Anhange anzufügen. Die 
Lehrsätze erhalten für ihre Anwendung geeignete abgekürzte Bezeichnungen. 
Zam Vergleieh der verschiedenen Konstruktionen einer Aufgabe in bezug 
tttf ihre Einfadibeit wird swar niolit Lern o ine a Geometrograplue heran* 
gezogen, deren Konstruktionen Verfasser ^fitk verbltiffend elegant" nennt; 
wa})! aber wird häufig (wie auch schon von anderer Seite geschc'hen) die 
Zahl der nutwendigen Konstruktion.slinieu als Maßstab für die Einfachheit 
der Konstruktion gewählt. Einige unbedeutende Ausstellungen mögen er- 
wlhnt wadten: Figur 16 ist durdi eine andere an ersetsen; Seite 40, Zeile 2 v. u. 
muß es wohl .^albatrahr heißen, ferner Seite 70, § 115 DG* statt A0\ 

md in Figur 68^ statt Seite 58 kommt abwechselnd „Lot auf der 

Tangente^' und „auf die Taugente** vor. Auf guten und knappen Ausdruck 
ist liel Gewidit gelegt. Das Buch eradietnt vorzüglich geeignet, dem An- 
ftagsontemeht in der Planimetrie zugrunde gelegt zu werden. 

Berlin. B. Gümtsobb. 
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l^ric G^rard, Le^ona sur IMleotricit^. II. Bd. 7. Aultoge, 888 Seit«, 

12 fr. uiippb Paris 1905, (Jauthier Villars. 

Während der erste Band sich mit den theoretischen Grundlagen und 
der Erzeugung von Elektrizität im großen bofaBte, behandelt der zweite 
Band in acht Abschnitten die Übeitraguug {1} und Vwieilung (II) dar 
•lektriselien Energie, die AnwendiuigeD auf Telegraphie (m), Tdephonit 
(IV), Beleuchtung (V), auf die eigentliche Kraft Verteilung durch Elektro- 
motoren (VI), femer den elektrischen Bahnbetrieb (VU), die Oalvanoplastik, 
Elektrochemie und Elektrometallurgie ^VILL). 

Dieser zweite Band, der mit dem ersten in nunmehr siebenter Aulkge 
erscheint, verdient die Anerkennimg, die wir seinem Vorlinfer bereits 
gesollt haben, in noch erhöhtem MaJBe doreh die einheitliehe und ebn^ 
mäfiige Bearbeitung des äußerer Ii lieh vielgestaltigen Gebietes der sa* 
gewandten Elektrotechnik. Der Verfasser hat die hier sehr schwierige 
Aufgabe gelöst, in klarer eleganter Darstelluntr iihernll nur das Wesentliche 
hervorzuheben und durch passende Figuren und Diagramme zu beleuchtea; 
trotz der Masse der Einzelheiten wird das Interesse des Lesers wachgehaltsn 
und auf den lUtehsten Abschnitt gespannt. 

Das Werk hat von Auflage zu Auflage den noaetten Staad der wissen- 
schaftliehen und industriellen Fortschritte eingenommen und gewahrt ein 
im wesentlii^hen vollstHmiiges Bild des Zustandes, wie ihn die Entwicklung 
der Elektrotechnik eiuschlieülich der neuesten Ertiuduugeu geschaffen hat 
Dabei ist es nicht etwa eine Sammlung von Bildern mit begleitendem 
Text, sondern es geht stets auf die theoretisdiea Gmndli^en und Hall' 
berechnungen zurtlek und erhärtet die Formeln durch Ausrechnung prak- 
tischer Beispiele. Das Werk dient dem Verfasser als Hilfsmittel bei seinen 
Vorlesungen als Professor und Vorstand des elektroteolmis^^htM! Instituts der 
Universitst Lüttich. Die lange Lehrerfahrung hat einen wesentlichen Anteil 
an dieser reifen Schöpfung. 

Im einseinen erwihnen wir, daB in äfft Besdueibung (p. 43001) 
▼on Photometem meist fransflaisehea Ursprungs das viel gebrauchte und 
vortreffliche Photometer von Lummer und Brodhun fehlt. Bei der Schwung- 
radberechnnng eines Asynchronmotor** ' p 689 ff.) würden wir es für zweck- 
müßiger halten, nicht von den Leistungen in I'fmxlestärkeu auszugehen, di« 
erst mit einer noch unbekannten Tuuienzahl gerechnet werden müssen, 
tondeni Ton den ürehnMmenten an der Ifototaehse, die ganx unabhängig 
▼on der Tourensahl sich ans dem Belastungsdiagramm Fig. 385 ergeben. 

Dieses Belastungsdiagramm für eine Arbeitsperiode ist das ursprüngUch 
gegebene; dann erst kann aus dem Drehinojnenf i^»'SHt/ des Motors und (hr 
d}'n3mii?cheu Orundgleichung für drehende Bewegungen der Anteil Jer 
Leistung getiennt werden, der auf das Schwungiad und auf den Motor ftUt 

Wir lassen eine kurae InhaltsObersitifat folgen, die nur flfiobtig den 
reichen Stoff shissieren kion. Der sweite Band aerfUlt in acht Ahschattte 
▼on insgesamt 46 Kapiteln. 

Der erste Abschnitt ist den ruhenden Transform ntoren gewidmet, die 
hochgespannte Wechselströme in solche niedriger Spannung umwandeln und 
umgekehrt. Zunächst werden die physikalisch« Wirkungsweise, die Kon- 
ttmktioasmerkmile und das Verhalten bei PiraUelachaltnag behandelt, an«h 
das Arbeits^gramm des Transformators ftr Strombelastung, Spanauags- 
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abfall und Phasenverschiebung gaMiolmet; wir mOehten hur wie tpftter die 

Mathematiker auf die Vorzüge der graphischen vor der rechnerischen Be- 
handlung von Wechselstromerscheinungen hinweisen. Hierauf wird ein 
fertiger Translbrniator geprüft und gemessen und ein neuer Entwurf voU- 
ständig durchgerechnet. Daran fügt sich die Betrachtung der Induktiüus- 
spolw mit offenem magnetiBchen KreiB, die ja Ar die Weilentelegraphie 
große Bedeutung erlangt haben. 

Die Fernleitung and Verfeeilling der elektrischen Energie ist Gegenstand 
des zweiten Abscliuittes. Spannungsabfall und Wärmeverlust und der Einfluß 
des Widerstandes, kombiniert mit Selbstinduktion und Kapazität, werden 
MS den Dimensionen der Leitung berechnet. Daun folgen die konstruktiven 
AaBflUmngmi der ffilfsapparate wie Schalter, Blitsableiter, SidteraDgen mid 
üne ^ifutÜM Anordnung an der Sehalttafel einer mittterm Zentrale. Die 
TUiduedtnen Yerteifamgssjstome, Serien* und Parallelschaltung mit Speise- 
pnnkten. werden gegeneinander abgewogen und die Wichtigkeit der Akku- 
mulatoren für Helastungsausgleieb beleuchtet. Bisher drehte es sich nur 
um Gleichstrom. Bei Wechselätrömen ist nur Farullelschaltung der Strom- 
•nenger und -Verbraucher in Anwendung. Nunmehr folgt die Berechnung 
der Oleieh« und Weduelatromnetse mit Speiaepunkten und Au^gleiehs- 
Intnngen. Die Femleitung der Elektrizität kann oberirdisch durch Drähte 
auf Masten oder unterirdisch durch Kabel geschehen; beide Konstruktionen 
werden durch die Anwendung hoher Spannungen auch in geringen Details 
sehr beeinflußt und deshalb durch zahlreiche Zeichnungen aus der Praxis 
beleuchtet, äehr starke Ströme bei geiinger Spannung, wie sie bei der 
Verkeilung im Innern der Stidtei Torkommen, erfordern MiaBnalimoa ganx 
anderer Art« insbesondmiB was ^belfabrikatüm und •▼erlegnng anlügt. 
Die Telegraphen- und Telepbonleitangen werden als eine eigene Elaaee 
«lektrischer Leitungen einer besonderen Besprechung gewürdigt. Ein wichtiges 
Element aller StromfÜhnmgen ist die Isolation; die Mittel sie herzostellen 
and zu prüfen, werden eingehend erörtert. 

Der dritte Abadinitt bebandelt die Telegraphie. Der aehfidliobe Einfluß 
dtr Kapautftt auf die Übertragung elektriacher Zeiohen wird dureh eine 
??<irangte mathematische EntwicUnng nachgewiesen. Die Einfiftchtelegrapbie 
niit Morsetaster und -empfiinger gewährt das typische Schema einer Tele- 
graphenleitung mit allen Nebenapparaten. Darauf werden die Mehrfach- 
telegrapheu und automatischen Apparate von Hughes, Baudot u. a. beschrieben. 
Bei der submarinen Telegraphie ist der Sjphonreoorder von Lord Seifin 
md das Spiegelgalvanometer als Geber und Empftnger in Oebrauoh. Die 
W&chtliche Erhöhung der Leistung der Telegraplienlinien durch die Patente 
'on Pupin findet noch Ei-wähnung, der die Kapazität durch Einschaltung 
^on Induktionsspuleü an bestimmten Stellen der Leitung teilweise neutralisiert. 

Der vierte Abschnitt enthält die Telephonie. Die Telephone von Bell, 
^jSDMas u. a., werden beschrieben, und besonders eingehend das Mikrophon, 
<Ue ErBndung von Hughes, nach Konstruktion und Schaltung erlüirt. Dann 
folgt die Einrichtung einer Telephonstation mit den Kabelschaltungen. 
Hierauf werden die Erfindungen in gleichzeitiger Telegraphie und Telephonie 

demselben Draht gewürdigt. Ein Kapitel über die Einrichtung von 
Telephonzentralen und die verschiedenen Vielfachnmschaltersysteme und ein 
^■HW Abriß der Telegraphie ohne Draht uach Maicoui bildet den Schluü. 
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Der Abschnitt V über elektrische Beleuchtung schildert zueilt die 
verschiedenen Lampen, die KohlentadengIühlam]>e. das Nernst- und Osroiti!!!- 
licht. <!ie Qnpcksi Iberlampe tou Hewltt und di»' gewöhnliche Boti-'nlarcp- 
Ulli iiLeguliei'uiechaiiiäiituä. llieraui lulgen die theoretischen (.iiiindiagta der 
Hiotometrie nnd eine BeBcbreibiing gebrtachlicber Fhotometer. Duo 
werden die praktiBcheii Daleii Aber LichtstSrke und -verteiltiiig der eimdiMD 
Lampen gegeben iind die Gefdditspankte für die Projektierung einer 
leucbtung ins Feld geführt. Daran schließt sich ein Kapitel über Elektrintlti- 
itähler und die Aufstellung Ton Stromtarifen. 

Der Abschnitt Vi über elektrische Kraftanlagen in Fabnkeo x&- 
breitet sidi mnftei»t ttber die Wirkungsweise von Oleieb^arcMDUBotcoeii, ihr 
Yerbalten in besug auf Ökonomie, Tonrenregnlianing, Aber die Anlafiappanie 
und •methoden. Darauf folgen die asynchronen Wecbselstronundupbasen- 
motorcn, verschiedpuu Konstruktionstjpen werden besthrieben, und eine 
einfache Theorie ihrer Arbeitsweise, sowie AnlaB- und Begulierwiderstände 
gegeben. Nun wird das Kreisdiagramm des Dreiphasenmotors genauer ent 
wickelt, und parallel dazu werden die charakteristischen Gröfien nach der 
symbolischen Methode (komplex- imaginSre Zahlen als Yektoron anfgefiiftt) 
berechnet. Die Beschreibung dtf asynchronen Einpbasenmotoren, derBepvlflOaS' 
und Wechselstromserienmotoren schließt das Kapitel ftbear die asynchronen 
Wechselstrommotoren. 

Die .Vrbeitsweise der Öyncbroninotorfn bei Über- und Untererregung 
uud bei ParaUelschaltung wird graphisch dargestellt Nun folgen spexielle 
Apparate und Schaltungen wie drehbare Transformatoren aar Spsanooga- 
erhöhung, Wechselstrom- Gleichstromumformer mit gemeinsamer Wu^migf 
die Soottsche Schaltung aus Zweiphasen- in Dreiphasenstrom, Frequeni- 
Umformer, und die Scbaltuni'on und Wicklungen von Heyland zur KompeD- 
sation der PhasenverKSfdneljting und des Spannungsabfalls. 

Des weiteren werden die aiigemeinen Kriterien klargelegt, welche 
Spannung und Frequenz, ob Gleich- oder Wechselstrom im eimtelnen lUÜ 
zu wfthlen ist Hohe Spannungen machen eine Fernleitung Ton Elektrizittt 
erst möglich durch Ersparnis an Leitungskupfer. Bei Gleichstrom bietet 
nur die Serienschaltunp von Thury in eiTv/ ducn Fallen eine Lösung. Ein 
typisches Beispiel für eine Hochspanniingswtchselstromzentrale sind die 
Niagarawerke. Wenn die Transportkosten von Elektrizität und Kohle gleich 
werden, ist d«r wirtschaftliche Wirkungsradius eines Elektrizitätswerkes in 
allgemeinen erreicht. Nun folgen spezielle Winke fttr elektrische Krtft- 
anlagen in Fabriken und deren Prüfung. Sparschaltungen mit weitgehender 
TouronrcgTilieiung. wie sie b<'i der Fördening ans Bergwerken verlangt 
wird, sind bei rileic.'hstioui durch Spanimngsroguliorung auf verschiedene 
Weise möglich. Bei Wochselstromternieitungen bietet bis jetzt nur die 
Umwandlung in Oleichstrom nach Patent Ilgen eine praktische LOsoog- 
Der Hoohspannungsasynchronmotor, der die Gleichstrommaschine antz«ibt| vA 
mit einem Schwungrad gekuppelt, dessen lebendige Kraft, komlnniert niit 
einem erhöhten Schlupf des Asynchronmotors, eine gleicbmüßlge Beanspruchung 
der Zentrale trnt^!; äußerst unregeimäBigen Kraftbedarfs seitens des Förder- 
motors ermöglicht. 

Der Abschnitt VII über elektrische Bahnen beschreibt die gebräuchlidies 
Typen ?on StraBenbahnmotoren und ihren Einbau in das Wageng«8t«N> 
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wmAtit sieh daiui vxt Sinriehtiuig lud Sebtltuig der Koiitroll«r und gibt 
ein typisches Schema Ar die StnnnfÜhrung Tom Leitungsdraht bis cur 

Schiene mit allen Nebenapparaten; die Tourenreguliening durch Serien- 
parallelschaltanp «^pr Motoren und durch Widerstände wird dabei f*rlä'itfrt. 
Dann folgen die konstruktiven Details iIhs Oberleitung*?- und verschiedener 
unterirdischer Stromzuführungäsjsteme mit geächlitzten Kanälen. Auch der 
rsine AkknmnlatoreDbetriel» wird beurteilt Elektriaoher FembeJmbetrieb 
bietet uehere Enpamiiae nur bei Vorbandeaeein yon WasserkiSften und 
Verwendung von Wecbsebtrom. Die Yersuohe einzelner Finnen not ein« 
phasigHH Wechselstromserienmof oren und speziell deutsf'lier Finnen mit 
Drehsti uimnotoren werden eingehend beschneben. Besrntiere konstruktive 
Maßnahmen erfordert der elektrische Betrieb von Grubenbahnen in Berg- 
wedken. 

Den Scbliifl des Werket bildet der Abidmitt Ym ttber Slektroehemie 
ud •metallurgie, der die elektrolytischen ProMne, die Wirkung des Flamm- 
bogens im ^loktrischen Ofen, die Gewlnnnnsr von Aluminium und anderen 
Metallen auf elektrischem Wege zum Gegensland hat. Die Galvanoplastik, 
die elektrische BchweiBung, die elektromagnetische Aufbereitung von i^rzea 
finden Hier ihren Ort Die Bescbreibang der elektrolytisdien Herstellnng 
Tflrtehiedener ehemisober Stoffe, wie Chlor, Sauerstoff, Wasserstoff , Oson, 
Kakiumkarbit, beendet diesen letzten Abidmitt des Tielseitigen und dodi 
einfi&ch and aasiebend geschriebenen Werkes. 

München. JELuib LnnaaDuunt. 



ttnriee d* Oeagne. Le oalonl aimplifld par loa piooddda m^oani* 

ques et graphdques. Hietoire et description sommaire des In- 
struments et machineB a calouler, tables, sbaques ot nomo- 
graminoö. a edition, entiörement refondue ©t ooneiderablement 
augmentöe. Paris 1905, Gautbier-VilJars. VIII + 228 S. gr. 8"*. 

Der durch beine nomograpbibchen Arbeiten rühmlichst bekannte Ver- 
&sser gibt in dem vorliegend«!, sehr lesenswerten Boche eine gedrSngte 
Übersieht über die nuumi^alttgen Arten von Vomebtnngen, weldM erdacht 
worden sind, um die Gedankenarbeit bdm fieebnea su erleiditem, an ver^ 
mindern oder ganz überflüssig zu machen. 

Nach einem kurzen Blick auf die Leistungen der historisch bekannt 
gewordenen liechentalente, die durch ihre meist unbewuüt geübte Gabe, mit 
Zahlen sn operieren, ihre Zeitgenossen in Erstaunen Tersetst haben, geht 
A'Oeegne zu den einfachsten Becheninstnunoiten ohne besondem Heehanismus 
Uber. Hier schildert er die schon im Altertum bekannten und noch heute 
in Rußland, China und Japan üblichen Refhenbretter, die zum Addieren 
gobrauchtfu Rechenlineale, die Naj)i ersehen Kechenstöcke zum Multiplizieren 
mehrateiUger Multiplikanden mit eiiiütt'lligen Multiplikatoren, sowie die auf 
ioDielben Prins%» bwnhenden Apparate von Genaille und von Troncet 

Die beiden nlehsten Abschnitte sind den eigentlichen Bechnunaschinen, 
gewidmet, die Hebel, Zahnr&der oder sonstige Meohanisuien bmfltaen. Hier 
Wird znn-i hst die älteste Rechenmaschine zum Addieren besprochen, die 
Pascal als 18 jähriger Jüngling konstruiert hat; die AbRndernngen und Ver- 
Werungen au dieser Maschine sowie verwandte Apparate werden mehr oder 
AivUt 4*t MMbMiaUk imd Pbjralk. HL fiaih«. XI. 1% 
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weniger eingehend, zum TeU mir der VoUstftndigkeit halber mit bloßer Namen«- 
nennung aufgeführt. Einen TerhKltaimiftßig breiten Raum nimmt die Be- 
handlung dpf Multiplikationsmftcchinen ein, die Verf. in solehf srhpidot, welche 
die Multiplikation durch AMedfi holte Addition leisten, wie es die Maschioen 
Leibniz, Tboma:», Maurel (der sog. Arithmaurel), Tächebjschef und 
Odhner tun, und in solche, welche die Multiplikation unmittelbar mogtSkm^ 
wie z. B. die von dem ISjfthiigen Boll4 erftmdene Vascfaine. 

Von denjenigen Maschinen, i^tche ssor Berechnung von Tabellen wu 
Differenzenreihen höherer Ordnung dienen, werden recht Pinj^^hend die 
Maschinen von Scheut?,, Vater und Sohn, und von Wiber^ besprochen. 

Die nächste Gruppe der behandelten Bechenmaschinen bilden die alge- 
braiMihen Maschinen, deren Anwendung ihre Eifiader auch auf hompliiiertiN 
algebraische Operationen ainradelinen gesodit haben. 80 hat Babbage 
•einer Maschine die erstaunlich weitgehoide Aufgabe zugewiesen, aus beliebig 
vielen gegeben^^n Zahlen nach b*»liebiET vnr{7e«?chriebenPn Gesct/An neue Zahlen 
automatisch zu bilden und sofort aufzudrucken. Leider ist diese wie ein 
Wunder anmutende Maschine nur theoretisch sicher gestellt, die praktiscbe 
AusflUirung konnte wegen des Todes ihrsa Erfinders nidit vollendst wardes. 
In ihnlicher Weise ist der Spanier Torr^s bei sainen Arbeiten ftber algebra- 
ische Maschinen dasn gelangt, theoretisch allgemein und vollständig die 
Aufgabe zu 15sen, wie man durch Maschinen beliebige algebraische und 
transzendente Beziehungen herstellen kann. Spezielle Maschinen zur Lösung 
von Gleichungen gibt es in ziemlicher Anzalü; sie werden ohne nähere 
Beschreibung von d'Ocagne bloB namentlich aufgezählt 

Im nttchsten Kapitä gibt der Verfiuser eine kune Geschichte der 
Logarithmen, der logarithmischen Skala und der Anwendung dieser Teilung 
bei Stäben, Scheiben, Rjidem und Walzen zum schnellen angenäherten Multi 
plizieren und Dividiei-en. Den Schluß dieses ATtschnittes bildet eine interes- 
sante Schilderung einer von Torres erfundenen auf der Logarithmenrechoung 
beruhenden Masdiine swn LOsen algebnnsdier CßeichuzigMi. 

Nadi ein«n Hinweise darauf, daB auch alle Tabellen, wie s. B. die 
Einmaleinstafeln, die Proportionalteile der Logarithmentafeln zu denjenigen 
Vorrichtungen gehören, die das Rechnen erleichtem, wendet sich der Verfasser 
seinem eigenen Arbeitsgebiete, den graphischen Rechenroethoden au. tf 
sucht hier zun&chst einen scharfen Unterschied zwischen dem zeichnenden 
Verfahren und der Nomographie festsusteUen, indem er in Übweinsünimnag 
mit seinen sahlreichen nomo|B^aphisohen Arbeiten es als Aufgabe der Nomo- 
gr^lie ansieht, gesuchte Zahlen aus fertigen mit Zahlen versehenen Zeich- 
nungen zu finden, die n?')tigenfalls flbereinandergelagert und gegeneinander 
verschoben werden müssen, während bei der /.»ichuenden Methode die An 
Wendung von Zeichenmaterialien, von Zirkel imd Meßinstrumenten das Charak- 
terittiadie ist Indenen sind merkwflrdiger Weise gerade die S Beispiele, die 
er als Erllutenmg der seichnenden Metibode des Rechnens gibt, in henrct^ 
ragendem Mafia geeignet, zu neigen, daß ein wesentlicher Unterschied zwischen 
Nomogjapliie und zeichnendem Verfahren nicht vorhanden ist, weil sich die 
dort vurzunebmenden Operationen mit Lineal und Zirkel einfach durch eino 
Schar paralleler Geraden und eine Schar konzentrischer Kreise auf besonderen 
durchsichtigen Blftttem ersefaeen lassen. d'Ocagne muB selbst zugeben, daß 
die Trennung der beiden Methoden nicht immer mit Strenge durcfasnfthiea 
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igt, dafi vielmehr die Grenie zwiBolieii ihnen flüssig ist Die von d'Ocagne 
vorgeschlageDe Rinteiinng der graphieohea Methoden edieint mir daher nidit 
nötig; ja loh halte es gar nicht einmal für wllasehenswert, eine ki'mstlidie 
Scheidewand zu schaffen. Denn die ganze Frage der graphischen Darstellung 

einer Abhüneielieit von Zahlen läßt sich unter einem einheitlichen Gesichts- 
punkte ohne eint! Beüchriinkting hinsichtlich der dabei befolgten Methode 
behandeln f wie ich in einem Vortrag vor der Berliner mathematischen 
OeeeÜBchaft (Sitzuugsborichte 1908, S. 36) naohgewieeen zu haben glanbe. 

Im weiteren Verlauf der ErSrtemng gibt Verf. einen kurzen Abrifi der 
Gesduchte der Nomographie und zeigt in Wiederholung der Ausführungen 
in seinen Hauptwerken, dem Trait^ de Nomographie und dem Essai synthe- 
tiqne des prinoipes fondamentaux de la Nomographie, wie sich allgemein 
der Zusammeubaug zwb^cheu 3 Variablen durch 3 bei^ifferte Kurvenscbaren 
daittellen liSti wie man nadi dem von Laianne angegebenen Verfahren der 
Aaamorf^MMe oft krommlinige Seharen in geradlinige nmwandeln kann; wie 
noch Lall em und Sdiaren paralleler Geraden einfacher und übersichtlicher 
durch 3 bezitferte Kurven nnd ein System von 8 festen Geraden auf be- 
sonderm Blatte aus durcbsichtipem Stoffe ersetzt werden; wie gewisse Ver- 
einfachungen und Verallgemeinerungen eintreten, wenn man die bezifferten 
Knmn Mwdil wie die Man Oeraden unfer Winkeln von 9ff gegeneinander 
naigt, wie es bei den sogenannten „sechseckigen Nomogrammen** der Fall ist 

Etwas länger verweilt d'Ocagne bei den von üun zuerst eingeführten 
Eechenblätterii mit flu<btrechten Punkten (nomogrammes a points alignps\ 
auf die man geführt wird, wenn man ein Kechenblatt mit 3 Scharen gerader 
Linien dadurch polarisiert, daü man ihm einen beliebigen Kegeisi-hnitt zu- 
ordnet und dann an jeder Geiaden den Pol und zu jedem Punkte die Polare 
konstmieri Süia dieser safaUosen mOgUohen Polarisationen findet d'Ocagne 
dudi ümdeutung der Kartesischen Koordinaten in Parallelkoordinaten. 

Den Schluß dieses Teiles bildet eine Erörterung darüber, wie man 
Rechenblätter mit mehr als 3 Variablen darstellen kann, und ein Hinweis 
auf eine Veröffentlichung des Verfassers, in der er zeigt, wie alle denk- 
baren Nomogramme sich nach der Zahl der in ihnen enthaltenen, nicht 
besüSsTten Elemente auf 80 Jkanonisohe Tjrpen** reduzieren lassen. 

Dem ganzen Weike sind als Anh&nge beigegeben 2 Koten über die 
Theorie der Rechenmaschinen von Tschebjschef und von Scheutz. 

Bei der Fülle des in dom Oaleul simplifle bebandelten Stoffes konnten 
naturgemäß nicht alle Erscbemungen gleichmäßig aust'ührlicb bijbaudelt worden, 
sondern es ließ sich uur Einzelnes besonderb herausheben, wogegen anderes, 
vielleicht nicht weniger Widitiges, bloB leicht gestreift werden konnte. Es 
ist daher erfrenlidx, dafi diejenigen Leser, welidie durch das Werk angeregt 
sind, sich über die eine oder die andere Frage näher zu informieren, exara 
reichen Literaturnachweis findrn. 

Femer ist es dankenswert, dali dem Buche schöne übersichtliche Zeich- 
nungen beigegeben sind. Denn bei der knappen Darst^^llung uameutlich 
der Rechenmaschinen ist es besonders für den nicht techmscb gebildeten 
Leser sehr sdiwer, sich ohne gute Figuren ein, wenn anch nnr itngefdbres, 
Bild der Maschinen und ihrer Wirlamgsweise zu machen. 

Wüs dm absichtlichen Verzicht auf das Arbeiten mit mathematischen 
Begriffen anlangt, so ist es ja d'Ocagne meistens gelungen, ohne Mathematik 

18- 
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Rezensionen. 



mannkommeA, und nur an wonigm Stdlm mnfi er bemerken, daß adi diese 

oder jene Bebauptong nur durch mathematische Rechnung bewahiluiten 
lasse Ob ab' T di^sp freiwillige Verzichtleistung auf die bequemere und 
dabei genaueie mathematische Betrachtung ratsam ist, erschfint mir 
zweifelhait. Es läiii sich jawohl annehmen, daü jeder Leser dieses dem 
Weeen nach inaHitmttiaeheB Bndiee die Mathematik dodi soweit bebemcht, 
daB er mit den etementaren Operationen, die notwendig werden, anareidieiid 
Yertraut ist 

Berlin. H. FOku. 

£. Jahuke, Vorlesungen über die Vektoronrooh nu ng. Leipug» 

B. G. Teubnei , l'JOo. 

Die Vtiktorenrechnung ist infolge ihrer wachsenden Bedeutung für die 
matbematiecbe Fhytfk in den lettten Jabren von veFechiedenen AvtoreB 

(Jahnke, S. VI) in besonderen Büchern behandelt worden, die in erster 
Linie di^ Ziel verfolgen, in die physikalischen Anwendungen der Strecken- 
theorie einzuführen. Das vorliegende Werk von Tabnk*' faßt den Begriff 
der Vektorvnrcchnung in weiterem Sinne, indem eh> üin sowohl mit dem 
bar j zentrischen Kalkül von Möbius als mit den Methoden der Ausdehnunga- 
lebre von Qraßmann in oiganisdie Verbindvng setrt und aneb die Qtemdfk 
in weitem Urninge in den Anwendungsbereich der Streckenrechnnng bindtt- 
xidit. Historische Überblicke über die Beziehung der grundlegenden Arbeiten 
zneinrtndrr finden <?i<>i !(tn Endo einzelner Kapitel des Buches angefügt. Zur 
wiUkoriimenen Eiluiciiierung fUr den Leser wird der Gegenstand im 1. Ab- 
schnitt gesondeit für die Jäbme behandelt, während der 2. Abschnitt dem 
J?aiwii gewidmet ist. In beiden Abscbnitten wird die Torgctrageoo Tbeorie 
nach den Terscbiedeneten Bacbtongen bin anf Geomärie, Meekemik nnd 
Jiiysik angewendet, teils in ansgeführten Beiqiielen, tdls in Andentungeo 
und Aufgaben, t^erall wird dem Leser eine reiche Fülle von Anregung 
geboten. Im einzelnen gibt das ausführliche Inhaltsverzeichnis über die be- 
handelten Gegenstände einen eingehenden Überblick. £s mag daher hier 
nnr auf einige der bauptsftdiliebaten Begriffis der Streckenlelve und ihie 
Stellung cur analytiechea Geometrie bingewieaen wurden, um das Buch, wie 
ttberbaapt, so besonders ancb soldien Studierenden aufs wärmste EU empfehlen, 
die sich znerst mit der analji:iscben Geometrip vrfrrint gemacht haben.') 

1. Diü Elemente der Theorie und ihre Bezeichnung. Die Elemente 
der Vektortheorie sind in der Ebene und im Räume Punkte und Stredun 
(Vektoren). Punkte werden mit Ä, B, 1\ . . . bezeichnet (S. 1; 2; 24; 89} 
Stncken sind entweder freie Siretkem a, b,p, . . ^ die eine bestimmte Llnge 
und Richtung haben, aber parallel mit sich beliebig veracboben weiden 
können (S. 11; 94) oder gebundene Strecken (St&be) 0, b, |l, . . die nur 
innerhalb einer bestimmten geraden Linie verschoben werden können fS 21: 
112). Im Räume tritt hierzu noch die Ebenengröße (Blatt, Bivektor), 
eine Parallelogramm- oder Dreiecksfläche, die bei gleichbleibendem Inhalt 
entweder parallel mit siob im Baume {freie EbenengrOße, 6. 97) oder ia 
einer bestimmten Ebene (^e^ufufefie EbenengrOfie) Terscboben werden ksoa 

1) An UruckfeUem ist zu verbessen: S. 5, Z. 9 v. u. ,^uf einen Mawenpaaktf* 
aiatt „auf den Sebweipaakt eines Maesenponktes»; 8. 84, Z, 4 v. o. elait 
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(S. 113). In der Ebene ist der Dreierksinhalt (S. 37), im Räume der 
Tek'aederinhaii [ß, 114) eine positive oder negative Zahlengröße (Skalar, 
a 96). 1) 

i. StTMkiimolunuig. Auf diose Blemfliiie wacd«ii die in geeigneter 

Weise definierten Bechenoperationeo der Addition nnd Subtnklaon, der 
Multiplikation, endlich auch der Differentiation und Integration angewendet. 

Dabei gilt als rrnindsat?, mit den Elfmenfffi :frlh-i :u rechnen, ohnp sie f^rst 
durch Koordinaten darzustellen. Indessen werden auch die rechtwinkligen 
kartesischen Koardiuatenäyüteoae (S. 37 ; 95; 123;' 203) und die barjzentrischen 
Kooidmaten von UObins mehifttch angewendet (S. 9; 93; 25; 119; 123). 

S. Addition TOD Poikteii. Punkte werden sidit seUeehtiim addiert« 
sondern nur inaolem ihnen ein beetinimter poiitiTer oder n^tiver Idbeeen- 

inhalt inorteilt worden ist. Als Summe zweier mit den Massen und 
behafteter Punkte soll ihr mit der Masse tTj + aij belasteter Schwer- 

punkt P gelten (S. l). Dieee Addition wird in der geraden Linie durch 
äie Gleichung: 

(1) (x,^x,)P^x,E,-i-x,E, 

ausgedruckt (8. 2). In demeelben Sinne bedeutet die Gleiohnng; 

(2) (asj + SP, + x^)p « x^E, + sc,E, + se^E, 

in der Kbene, dnB der Fnnkt P der Schwerpunkt der Punkte E^, E^, E^ 
iat (B. ft, Ton 6) an; 8. 5; 0). Entspreohioides gilt im Baume Ton der 
Qletohung (8. 93): 

(a) 4- X, + x, + xJP- «,jB, -^x^E^-^ a^E^ + «^E^. 

4 Kartesische und baryzentrische Koordinaten. Die Kof fti /.lent. n 
Xj, Xj m (2) Sind die barjzentrischen Koordinaten des I'unktes P mbezug 
Inf das Drsieok EgE^E^ (S. 9). Dieee sind, wie die karteeiechen Ko- 
oidiDaten ji, y ein beeraderer FUl der aUgemei n m Dreieckskoordinaten. 
Die letzteren gehen in die kartesischen über, wenn eine Sdte, und in die 
bary7e!5trischen, wenn die EifiheUslinie des Koordinatendreiecks nnprflli'h 
fem wird. Die Beziehungen zwischen x^, jTj, einerseits und r. v ;iiul* r er- 
seits lauton, wenn o^, b^'^ a^, 5,; o,, 63 die rechtwinkligen kartesiscixen 
Koordiaaten der Ecken E^^ dee baiTzentriechen Koovdinatendieieoki 

nad (Staude, Analyt Oeom. 1906 (^'*), § S8, (4); (l)): 

X — OiXi + a^x^ + a^x^ ^Dx^ — A^x + B^y + 

y =- 6,«, + + fts^s (6)| /Jr, — Ä^x + B^y + C, 

,1— 01^4- ii^a» — + -ßaSr+ Cg, 

^ A^, B^^ ... die Unterdetetminanten dw Detenniaante: 

flj 6, 1 
0, 6, 1 



(4) 



1) Vgl. die weitetgehenden Begriftbüduagen bei Stndy, Qeemelrie der 
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bedeuten. Nach (ö) verhalten sieb x^, x^, wie die Dreiecksflächen 

(A. § 15, (6)): 

(7) «i : : = PEfE^ : PE^E^ : PE^E^ 

(S. 38). EiDtBpreclieiid ist im Baume (8. 118): 

: ar, : ar, : a;, -= PE^E^E^ : PE^E^E^ : Pi;, E^E^ ! PJ^£;£j. 

5. Beziehung der Funktadditlon zur Metbode der abgekiintea 
Bezeiobnung. Da in der Gleichung (2) P, E^, E^, E^ Pirnkte und x^, x^, 7, 
Zahlen bedeuten, bandelt es sich nicht um Gleichbeit im gewöhnlich«! ffinae 
8. 9, Anm.). HObius selbst (Werin 1, 8. 51) nennt die rechte Seite len 
9) den Aiuiimdt des Punktes P. Yeirteht man jedoch unter: 

(8) P — jpii + y« + l, £| — a^tf + VH-1 C-i.«.« 

die linken Seiten der Hesseschen Normailorm der Gleichungen der Punkte 2, £■ 
in lantolen gemdneu LiBi«nkoordin»ten v (A. § 19, (16)), so folgt 
aus (4) durch Multiplikation mit m, v, 1 und Addition, unter gteichsdtifir 
HinsufOgong des Faktors l"-dB,+«^4*^ auf der linken 8eite: 

(») («, + o:, 4- a^)P-. x,E,-\-x^E, + x^Et. 

Diese mit (2) gleichlautende Gleichung ist jetzt eine in u, v identische 
Gleichung (A. § 24, (14)). Da überdies nach (8) — Vm* -t-lT« der Ab- 
stand des Punktes x, y von der Geraden u, v ist (A. § 19, (17)), so sagt 
die Oleiebung (9) aus (Möbius 1, 8. 31; 37): Das lineare Moment d« 
8diwerpiinktes P ist ^iftcsu^ auf jede hdiehige Gerade u, v gleich dar 
Summe der linearen Momente der Punkte E-. In demselben Sinne kann 
die Gleichung (8) als eine in gemeineo £benenkoordinaten u, v, vs identisohs 
Gleiclmng gelten. ] 
In dieser Aui'tassung stimmt das Verfahren der Addition vun Punktes i 
formell flberein mit der Metiiode der abgekOrsten Beseiehnung. 8o bedentst | 
(A. § 90, (6)), mit: 

(10) (x^ x^)P^ ^ x^E^ x^B^, 

» 0 die Normalform der Glrichung des Punkt**s Pj, der die Strecke 
im Verhältnis — : X| teilt (S. 1; 2); femer iml; 

(11) {x^-^x^-^x^P^x^E^-^i^x^^ x,)P^, 

P 0 die Normalform der Gleichung des Punktes P, der die Strecke fj 
im VerhRltnis — (x, + J;' ■ teüt (S. 9; 17), so dafi der Punkt P »uf 
drei Wf-is^n konstruiert werden kann (8. 17; Fig. 10). Ebenso sind (S. 4), 
wenn -4 = 0, .B = 0, C = 0, D — 0 die Gleichungen von vier Punkten ia 
der Normalform sind, (A. § 20, (7)): 

(1,) £+£_o. ^-Oi £±i.o, £±£.0, ^-0, 5±e-o 

die Mittelpunkte der sedis Seiten des Vierecks AB CD in der Normaiform 
und: 

(13) d±«±£±?_o • 
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elxenso die Gleichung des Punktes, der die Verbindungslinie je zweier gegen- 
überliegender Seiten halbiert. Wegen der Invarianz des Ausdruckes (8) 
(A. § 28, (5)) sind diese Punktverbindungen von der Wahl des KoordinateD- 
aystems unablil&gig, weshalb die VektortJieorie die Sjmbole P, JS, . . . 
von vorn hertm o/« die Punkte seihst aofiaBt (8. 3). Dasselbe gilt ?<m 
den £Dtwickliiiige& im Baume (S. 89 ff.). 

6. Differens sweier Pankte nnd freie Strecke. Die Differena sweier 

Punkte Ä und Ä' leitet stun Begriff der freien Strecke; 

(14) a - ÄÄ' ^A' — Ä 

Aber (S. 11). Bei Möbius (Werke 1, S. 63) bedeutet der Ausdrook A' — A 
den unendlich fernen. Punkt der Verbindungslinie AA' (8. 18). 
Auch wenn, wie in (8): 

(16) A^au-\-hv-\-U ^' - a'w + 5'tr + 1 

gesellt wird, kanns 

(16) A' -A»{a* - a)u + (6' - — 0 

ah Normal form r'* ;• (ibicininy dos uneodiich fernen Punktes der Geraden AA' 
(A. § 22, (lOj) oder der freien Strecke AA' in laufenden Linienkoordinaten u, v 
gelten. Denn die Ko^ftdenten a' — o, h' sind die Koordinaten der 
freien Strecke (A. § 13, (4)), wie in ^ 0 die Koeffizienten a, 6 die 
Koordinaten des Punktes. Die Gleichung: 

(17) B^A'^C-D 

bedeutet (8. 11) die Gleichheit der Koordinaten der Smeken AB und DC 
Sud die Folgwungen: 

(18) B—C~A — D, Ä + D — + 

enth»lt€n Eigenschaften des Pariillflograinnis fS. 12). Wieder liest die 
VektorÜieorie die Symbole A^ 6', JJ in (17) und (18) gleidt aU die 
Fmkte sdhti. 

Das Entsprechende gilt im Baume (8. 94), wo A' ~ A ebenfilli die 
freie Strecke ^il' bedeutet, deren Koordinaten (A. § S4, (4)) die Koeffinenten 

der Gleichung: 

(19) A' — A^{a'- a)u + (6' - 6)« + (c' -e)w^O 

ta laufenden Ebeaenkoordinaton t4, v, w sind. 

7. AddlttOB Mer Stieokon. Die Addition freier Sireeken entspricht 
^ Regel vom Parallelogramm. Die Gleiebnng (8. 19): 

(80) <Si + o« + €it — 0 

bedeutet, flaü die rlrei ffien Streckfin «i, a-, (1% sich zu einem geschlossenen 
Dreieck zusammensetzen lassen. Für die Bedeutung (16), abgekürzt: 

(31) og — A^u -f £|t;, Ot AfU + BfV, a% ^ A^u + B^v, 

beugt alsdann die eine in u, v identische Gleichung (20) das Verschwinden 
d«T beiden Summen der gleichnamigen Koordinaten (A. § 13, (16)) t 

(22) Jj + J, + J,-0, £t + ^ + J»,-0. 
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Zwischea irgend ärd fireien Streoken beatobt eine Identität (8. 19): 

(23) «,«1 + «^flt + — 0. 

Die KoefBsienten bestimmen sieh (B. 47) mit BUdcnoht auf (Sl): 

(24) flr^ : c, : of, = [a,a,] : [a^a^] : [a, a,] , 

wo [OjfljJ — Ä^B^ — B^Äg^ doppelten Fl&chen der dr« 

Dreiecke zwischen den nach einem gemeinsamen Anfangspunkt Teriegteii 
Stneken nnd (A. § 16, (5)). 

Ein besonderer Fall Ton (28) ist die Darstellung der freien Strecke 
durch die Eiiiheitsstrecken ßt, €t, deren Richtungen mit den Aehseo dsi 
kartesisohen Koordinatensystems übereinstimmen (8. 19): 

(36) a — a^ei + o^et- 

Auch em beliebiger Ponkt A»^x, y kann durch einen Mrin Puki 
= Siecke a dargestellt werden (8. 20): 

(26) A^E-^- a^ei + <^ef , 
entsprechend der IdentitBt (TgL (8) und (16)): 

(27) -f yt' + 1 = («ou + y^v -f- 1) + ((x — x^u •\- iy ~ y^)v). 

Im Baume besteht zwischen irgend vier freien Strecken eine Identit&t 
rS. 95; 102): 

(28) «jai + «jO« + + «404 =- 0. 

Aucli hier kann, wie in (19): 

(29) Of « A^u + BiV + C^w 

gedacht werden. Die Koeffizienten «j, «j, o,, verhalten sieh wie die 
Baominhalte der vier Tetraeder, die je drei dür na^^h einem gemeinsamen 
Anfangspunkt verlegten Strecken (die äußereu Produkt«, S. 103) bestimmra 
(A. § 39, (6)). 

8. Bio gebondm Stmke. ünter dem äufietm FtoMd |p [P^PJ 
stceter Funkte P^ und P, wird die an die Gerade PjP, gebundene 8t»okB 
(Stab^ l\ verstanden (8. 21). Sie ist durch drei gemeine Koordinaten ' 
bestimmt, die Koeffizienten der Gleichung: 

X jf 1 

(80) j|-«, + „y + s-' 



1^ 



1 
1 



-0 



der Gondea, an dit die Strecke gebuadsn ist Denn«a.x, — a;i, — u^-y, — 
sind die Koordinaten der fifeten Strecke, während s^x^Pf — y^s^ der 

doppelte Flächeninhalt OPjP, ist (A. § 17, (2)), der für die gebundene 
Strecke bei ihrr?- Verschiebung längs der Geraden unveränderlich bleibt 

Zwischen gemeinen m, v, s und baryzentri sehen (S. 25) Koordinaten 
Uj, u,, u, der gebundenen Strecke bestehen die Beziehungen (A. § 28, (6); 



(10)^: 
(31) 



«, — a,« + ii» + s 



(32) 



I)u — ^jUj -f- A^u^ -f AgV^ 
Z)s«-Clii^ + C^f^ + C|Hi, 
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die mit (4) und (5) d»r Bedingung: 

(33) «» + i»y + « — + MyXi + «t«» 

«ntoprechen. Hier sind J^, S„ C^ ; 1«, Bf, C,; J,, ^3, (7, die Koordinaten 
der gebundenen Strecken f^a » [-S^i^k], dl « [^£^1, Clt<^[£l-Ei] des 

Koordinatendreiecks (vgl. (;')); ( 30V). 

Wie in ^2) jeder Punkt P dui ih die drei Ecken E^, E,, E^ so wird iß. 2b) in i 

(34) [P,P,] = [£,£,]u, + + l^iiiH 

jede gebundene Strecke durch die drei Strecken ffs, f8i> fi2 dargestellt. 
AiH*h diese Dar<;telluDg kann, wie (9), aU eigentliche Gleichung au^efaßt 
werden. Denn setzt man neben (30): 

(35) ti « -f + (7^, ('-i, «. ») 
so folgt ans (32) dnroh Multiplikation mit x, 1 and Addition: 

(36) - cm + CiMs + es««». 

Die baryzentrischen Koordinaten u^, u,. Ms der gebundenen Strecke p sind 
daher die Zahlen 1 Tensoren), mit denen die drei Strecken fi, e«, Cs multi- 
pliziert werden müssen, damit inbeziuj auf ein'^i he^tphigen Punkt x, y die 
Summe ihrer Drehungsmomente gleich dem Dreiiuug^moment der Strecke ^ 
ift; denn | in (30) bedeiotet das DrehnBgiuonient d« Staeeeke «, v, 9 
inbeKiig auf x, ff. 

Die Addition der gebundenen Strecken geschieht durch Addition der 
gleichnamigen Komponenten in den Seiten des Koordinatendreiecks 
(8.24; 146) 

Im Baume hat die gcbundtnc Strecke [Px-^s] sechs gemeine Koordinaten 
(Plüoker, Nene Geom. 8 29): 

(37) ht^lfih- tfth^ hv -h^^- h^i^ h% -^tfs-^yu 

von denen — ^14, — ?24? ~ h\ '^^^ Koordinaten der freien Strecke i^iij sind, 
und sechs barjzentrische Koordinaten: p^^ = x'^X^* — x'm^' (S. 119)- Der 
Gleichung (36) entspricht die Gleichung (S. 119): 

die ein« t>eliebi^'e gebundene iSirecke p durch <iif siechs gebundenen Strecken tm»ni 
die Kanten des baryzentrischen Koordinatentetraeders darsteUt. Auch (38) 
kiBB als eine identäsehe Gleidiung in laufenden linienkoordittaten gelten 
(A § 60, (8)) ond fölgt, wie (86) aus (32^ »ns den IVansfocinationsfiDnneln 
für Linienkoordinaten (A. § 63, ("^7)). 

9. Die gebundene Ebenengrdße. Das äufiere Produkt [PiPtPi] dreier 

Panlie Pj. Pj. P3 vrirä als gebundene Ebenengrdße erklart (S 113). Sind 
«j, y,, e^ die gemeinen Koordinaten der Punkte P,, so ist die gebundene 
Ebenengröß« durch ihre vier gemeinen Koordinaten u, v, w, 8, die Koelüzienten 

X $ t l 
«1 fi % 1 



Gleiehnng: 

(39) Ji = „X -f -f «p« -i- ff « 



^ 1h H ^ 

H yi h ^ 



-0 
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bestiniTTit. Die drei ersten u, v, w sind die Koordinaten der freien Dreiecb- 
fläche (A. § 3C, ('6V), die vierte s — Q' OP^P.P^ charakterisiert die ^7'^ 
himdene DreiecksHiiche (A. § U, (2)). Aus den Gleichungen zwischen 
gememen und baiyzeiitriBcliMi KoordinatMi u^, u^, u^, der gebundeD« 
Ebenengrttfie (vgL (83)) folgt entspreohfind (86) idontiaoli m « (8. ISS): 

(40) 2) . JI- El • Ml + E, • u, -i- E, + E4 • ««4» 
wo: 

(41) E, - J,« + J»,y + C7,f + D| 

und A^, B^, CA, l)^ die gemeinen Koordinaten der gebundenen Seiteaebeneo 
des Koordüia^tfldarMdeni sind. 

10. ProdnktbÜdnngui und DetarnüiiaiiteiL Dai äußere Brod/Oi m 

zwei Punkten P^, P^ in der Ebene oder im Baume war eine gebundene 

Strecke (80) und (37) (S. 21; 8. 112). Das Produkt eines Pufikte^ 
und riuer freien Sfrecfcr P^l\ (S. 22), deren Anfangspunkt immer nach P| 
verlegt werden kann, ist ebenfalls eine gebundene Strecke: 

(42) \P, P, ^ \P,P,l 

entsprechend dem Determinantensatz (vgl. (30)): 
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Db8 Fkodttkt Ton twd freim Sandten P|P| and P^P, oder von diwi 
Punkten P^, P,, P, in der Ebcnt' (S. 37; 26) ist eine ZahlengröÖe, dar 
doppelte F&cheninhalt des Dreiecks P| PtPg, die Determinante der Kc 
der beiden Strecken oder der drei Punkte: 

(44) ''^"''^ ^ 



*i Vi - yi 



1 

D« Ftodnkt Ton Med freiem Strecken P^P^ und P^Pg im Räume ift ein» 
freie EbenengiOfie (8. 97), deren Koordinnten «, v, te {iL % 86, (6)) die 
UnterdeterminaDten der Ifatriz der Eoordinnten der beiden Streben asd: 



(45) 



^-«i 9t-Sh h-h 

«b-«! 9t-9t H — h 

Das IVodakt ans drei Rmkten P^, P^, P, oder ans einem Ponkte P| 
einer gebundenen Strecke [PfPs] im Baume (8. 118) ist die gebeödin« 

Ebenengröfie (39). 

T>as IVodukt aus drei freien Sirecken P^P^, P^P^. P^P^ (S. 103) oder 
aus vter Punkten im Maume (S. 114) ist eine Zahlgrö^, der secbs&che 
Sauminhalt des Tetraeders PiPtPfP«: 



(46) - 



yi — yi 
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Benrcssive Produkte sind: das Produkt von zwoi ^pbiiiidcnen Strfckon, ihr 
Schnittpunkt (S. 76), von zwei Ebenengrößen, ihn- Srhriittlinii', von drei 
Ebenengrößeti, ihr öchnittpunkt (Ö. 159) Sind die £lem«nte der zweiten 
der beiden Determinanten: 



«I 



1 
1 
1 







H 








H 










H 



die XJn t et d et ennmMitM i der enfcen, so entspricht die regrewiTe Prodaktbildtuig 
der mAteiir too J' J mittels der Formeln (S. 76): 



(48) 



11. Das Nullsystem. Die außerordentliche Leichtigk»'it, mit d^r di»» 
Streekenrechnung arhtit^t, tnu^' nur an einem zufällig heraasgagriUeii«n 
Beispiel (S. 176) gezeigt werden. 

Die Gleidiirertigkeit sweier aa einem stacMn KStper tngreilimdeB 
Knftkmnie AB, CD vaA A*B\ CD' wird dnrdi die Oleidning: 

(49) [AB] ^ \CT)\ - \A'B'] + [CD'] 

Irischen deh gebundenen Stre i ken (37^ ausgedruckt. Niuinil man A' Ä 
und multipliäert ftoßerlidi mit <bm Punkte vi, so wird (vgl. {y*^))'. 
[iilB] -= 0, [AA'Bl »0, nd folgt die Gleiddieit der gebandenen 



MCD] - [ACDI 



(50) 



Ihe Krattstrecken [(7 DJ und \ C' D'\ liegen daher in einer durch A gebenden 
Ebene, «nd die Dreiecke ACD und AC'D' sind inhaltsf^kicb. 

b i>MiiKi**r Weine wird der donle 8ntx nnd die ftbrigen Eigeneciinilea 
dm Knllsystcu nligdeitet (8. 177 £j. 

0. Btaüdb. 
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L Aolgaben und Letirs&tM. LösungoiL. 

l» MmtgAtm mnA Lakraitee. 

175. Die lineare DüTerentialgleichang 3. Ordnimg 

»»(»-lilf +*(^a:-^y -jjjg^y-O 

ist m integrieren, wenn man wei0, daB nrimhen den dm Fandamenlal- 
integnlen 9i,ißi,tfg die Gleiefanng 

Anßig (Böhmen). — — iL* Ksuo. 

176. Wfinn pine ebene algebraische reelle Kurve «-ter Ordnung 
einen reellen Doppelpunkt mit rrpHen oder konjugiert iiüaginären Tan- 
genten hat und außerdem noch einen reellen (n — 2) fachen Funkt B mit 
{n — 2) reellen getrennten Tangenten, kann man daraus allein noch 
nioibts Beetimmtee Uber die ZaU der eventaellen llbrigen Doppelpunkte d«r 
Kurve aagen. Wenn aber ans Ä keine reellen außerhalb Ä berObreadn 
Tangenten geben und aus B zwei reelle außerhalb B berührende — 
nnd mehrpre als zwei solche sind jedenfalls unmoelich — dann wird die 
Kurve notwendigerweise noch so viele andere Doppelpunkt« haben mCUMBi 
daß sie rational wird. 

Welebe Änderungen im Satee treten ein, wenn 9« der Tangenten in 
B konjugiert imaginir sind? 

Es wird bemerkt, daß im obigen jede dnreh eine Spitse gebende Gered« 
als Tangente an betracbten ist 

Kopenbagen. G. JoHLi 

177. Sind Xy y, e rechtwinklige Koordinaten eines Eaumpunktes, 
steUen die Gleichungen ^ _ ^^j^i + a^A -f- o, 

* V* + + «f 

bei nicäit vendiwindender Deteiminante (abc) stets eine Fanbel dar m' 

omgekehrt. Es sind die Elemente dieser Parabel (Lage ihrer Ebene, Lag« 
TOS Achse, Brennpunkt und Diiektrix, Wert des Parameters) zu berecboMi« 

Ednigsberg i P. W. Fr. 
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Zu 160 (Bd. X, S. 329) (0. Meißner). — Die Wahrscheinlichkeit, mit 
p Wfirfelii im entan Wnife Eiiu«r sa werün, iat: 

0 (*)■•(:)'"'■• 

Wi den übrigen p — t\ Würfeln sollen im zweiten Wtirfe % EinMr 
wocftn werden, die Wahndieixüichkeit hiefür ist ebenao: 

u. s, f. Tm f?-tpn Wnrfe endlich sollen mit p — — »j — • • • — in—i WflP- 
ftsln »j, Einser geworien werden, die Wahrscheinlichkeit dafür ist: 

Bildet man das Produkt aller dieser Größen, su iiut mau die Wahr^cheui- 
Ucbkeit dafür, dafi dk Einser genau in dieser Weite eintreffen. Die Wahr^ 
tdieinlidikeit lautet 

ö '(^~*^~**' %«ij^iy'+'^+ ««-i-' 

Nach dem fi-ten Warfe sollen noch q Wfirfel flbrig sein, welche nicht eine 
1 zeigen. Dann ist 

(1*) + «, -i \- i„ p - q- 

Wenn man in W den CJrößen f , , i^, i^^ alle m<igliclien, die Gleichung (l*) 
erfüllenden, ganzen, nicht negativen Werte beilegt und über diese Werte 
summierti so erhält man nach einiger iioduktion die Wahrscheinlichkeit: 

(5 \ n 8 + •» + s »■ , + ♦ • • » + « ^1 



daß nach n Würfen noch q Würfel übrig sind, die nicht 1 zeigen. Nach 
dem polynomischen Lehrsätze kann man dsitlr schreiben: 

oenmach 

(') «...-(^)(r[^-(i)T"' 

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit dafür, dafi nadi « Wflrfen noch q Würfel 
ftbrig sind, die nicht 1 zeigen. 

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit, daß nach genau n Würfen 
(und nicht früher) noch q Würfel übhg sind, die keine 1 zeigen, mit W''«,^» 
so zeigt uine einfache Lberlegung, daß 

und daraus folgt 
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Betet man $ 0, so erhält man aus (l) für die Wahrschflinlidikiit ir.« 
daß das Spial nach (hAolisteiu) n Würfen zu Ende ist: 

W ".-[^-(e)T 

und aus (2) fOr die W.ihr'^clif'inlirhkeit W^, daß das Spiel genau nach 
n Würfen (und nicht schon triiht i ; zu Ende ist: 

Außig (Böhmen). stud. math. J. Khug. 



2. Aatngm, und Antworten. 

SO, Schon lange habe ieh eine Formel war Bweohnang d^ Winkels $ 
gesucht, den die Mitteltransversale CF eines Dreiecks ABC und die Winkel» 
halbierende CF einschließen. Neulich hnbe ich eine hflbflche Bemehniig 
gefunden, die das Gewünschte leistet. Sie lautet: 

worin a, /i, y die Drei«ickäwiiikel sind. Diese Formel läßt sich auf ver- 
schiedene Arten, aoeh rein geometrisch, hnleiten. Lit ne schon bekannt? 

Breslan, im September 1906> 0. Gutsohb. 



81« Nach einer Bemeikung TOn B. Baitzer (Analyt Geom. S. 98) 
rührt der Ausdruck JSssentriutät eines Kegdsehnittes" von Kepler her. 
Bei welcher Gelegenheit hat Kepler den genannnten Begriff eingeflUiiti 
und an welchen Stellen seiner Werke findet man Kftheres darüber? 

Gharlottenbnig. F. ZOhux. 



8« KUbin» Kotisen. 
Beispiel tsetiiemlseher Leainlikatenseliaren. 

Die Figur stellt eine quadratische Einteilung der Ebene durch gewöhn- 
liche Lemniskaten dar. Bekaontlicfa hat sie drei Entstehnngsweisen, ans 
denen sich die Hauptei^'cnsc haften ergeben. 

1. Man denke sich die Ebene quadratisch eingeteilt durch zwei Ortho- 
gonalscharon von Berilhrunpskreisen, die sSmtlich durch den Nullpnnkt 
gehen. Die X- uud Y-Achse seivu die Zentrale und Potemdinie der einea 
Schar, die z, B. durch die Punkte ± ^, ± -f , i f , i g, ± j» ' • • der ersteren 
(und zugleich dnreb den Nullpunkt) gehen. Wendet man darauf die 
Abbildung z = yz an, so gehen die entsprechenden Lemniskaten dnreh 
die Punkte l i 1 i i 

der reellen, bezw. durch die Punkte 

• • • • • 
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der iznaginäxeii Achse. Die erste Sdiar entsphcht den Kreisen, die ihre 
Hittelpankte anf der poeitiTen Hslfle dw X-Acshse beben, die «ädere denen, 
die sie auf der aegatiTen Httlfte beben. 

Verbindet man einen beliebigen Punkt P eines beliebigen Kreises mit 
J/, halbiert njan den Neii:iinp5winkel vou J/P, und macht man die Hal- 
bierende Jf V 2ur mittleren Proportionale zwischen MF und dem Durchmesser 
des Kreises, so erhftlt man in Q den entsprsebenden Funkt der entsprscbenden 
Lemai^te. So ist s. B. in der Figur der Funkt des über MA^ erriebteten 
HalbkxeiseB in den Ponkt C| d«r e ntsprecben den Lemniskate flbergegangen, weil 

die Winkelbelbierende MC^ ^YMB^ • MA^ "VVf '^ "Vi gemacfat ist 



f 




Verlltogert man JfCj über 3f hinaus um die eigene Lange, so findet man den Anti- 
podenpunkt der »benfall?; dem Punkte 7?j entspricht Stntt des Winkels 
B^M ^ H kann man nämlich aneh den Winkel S -f- 360*^ halbieren. 
Die erht« Halbierung gibt & ^ ? ^9, die andere gibt ^ = Jö + 180". Die 
Konetrnktion ist also zweideutig. Daher enttpriebt dem Kreise eine aus 
Ewei kongruenten Hälften entstebende Lemniskate. Dies reicbt snr Konstruktion 
der ganzen Figur ^) ans. Zur Konstruktion sollen einige Winke gegeben werden. 

1) Dnreb ein Veneben ist diese Figur bereit« S. 84S der im 10. Bande ab- 
gedrucktt u Notiz des VerfasMn; „Ober eine besondere isof^ttmitche Spiegelung'* 
beigefägt worden. Hed. 
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Der Idaieniiig Äf C| L^N^O^ • • • gibt^ mit M Terbimdeik, Iwtor 
lluüiche Dreiecke. Die genannten Punkte, die pAaiweiAe der ersten, swaitia, 
vierten, achten, ■ • * Lemniskate jeder Sehar aagehdren, liegen alee auf 

«ner logarithmiflohen Spirale von der Glddinng *lg r — Ig S edav 

r ^ e " Der parallele von ^4^, ausgehende und gegen M per- 

spektivicbe Linienzug C| Ng Oj, • • • gibt Punktpaare der 2**', 

4**", 8^", IB^^^, • • • Lemniskate jeder Schar, die der logariUunischen Spink 

r ' « * angehören. Ebenso gibt der von ,4, —yj ausgehend^ 
parallele und perspektiviaehe Linienzug Lemniakatenpiinkte, die auf dir 

/*- — . toi 

logaiithiineolien Spirale f^y^'e * liegen und der 3**°, 6**°, 12*", 
24*^, . . . Lenmitkate jeder Sdiar paarweise aagehSren u. s. w. Diese Bemerktug 

erleichtert die Konstruktion des Lemniskatennetzes. Man erkennt, daß jede Lemni«- 
kateuschar aus iibnlichen und perspektivisch liegenden Kurven besteht. Jt-ilt 
Gerade durcli 3f F;f hnoidet jede der benachbarten Lenmiskattn-rharpri isogonaL 
WeÜ die beidfu Krci.sscharen eine quadratische Eint'talung geben, gilt 
dasselbe von deu vier Lemnibkatenschareu. Weil die „isogonalen Tn^ektonen" 
der beiden KreiBscharen wiederum Scharen von BerObmagakrdieii sind, nillSNe 
die der Tier LemniakatemiftharBn wieder Lemniskaten durch den Nnl^iiahi 
geben. Diea gilt a. B. von den Diagonalkarren unserer Figur, die «se 

Shnliche, durch den Faktor ]/2 vetgtflfierte, um 22 gedrehte Figor geben. 

Die Schnittpunkte der Diaconnlkurver» f^pboti die Punkte der Lemniskaten. di*» 
man erhält, wenn man jedes der gezeichneten „Quadrate" isothermi-f -b in vier 
Quadrate zerlegen, d. h. neue Kurven derselben Scharen einschalten wiil. — L*ä£ 
die Punkte C^, C„ C„ • • auf der Geraden 4^— 22|* liegen, ist sdbatventbidlieb. 

Auch folgende Beaiarkung erleichtert die Eonatniktion. bt D| der 
Schnittpunkt der Lemniskaten und Ä^, so gibt die Gerade D^M qua 
dratische Eckpunkte D,, Z),, D^, • • die Schnittpunkte der Lemniskaten durch 
und A ^, 7? iiikI Dg und Af^, 7)^ und A^^ • • • sind. Die Gerade DjJtf 
ist also eine iviaguiiale von Rechtecken, die man Doppelqnadrat^ nennen 
kann. Ist A'j Öcbuittpunkt der Letnni.'^katen und A^y ao gibt die Gerad« 
£, M ebenso Sobnittpiinkte E.^, A^, • die den Lemniskaten und J«, 
und it||, B^ und usw. angehören. Die Gerade £| Jf ist also Dii^nale 
▼OD Rechtecken, von denen jedes aus drei Quadraten zusamroengeseUt ist 
In entsprechender Weise sind auch Geraden vorhanden, die Diagonalen von 
Eechtecken au.s vierfachen, fünffachen, . . . wfachen Quadraten sind. 

Bekannt ist noch folgende P^igenschaft. Der um J)A gelejcrte Kreis vom 

liadiuä y'^ schneidet di« Lemniskate A^ dort, wo sie horizontale Tangenten 
hat Die entsprechende Gerade Jf bat, wie sieb zeigen wird, die Neigung 
30*^. Das Entsprechende für die gleich großen Lemniskaten ist leiebt au* 
ausprechen. Der betreffende Kreis gebt durdl die sog. Brennpunkte dieser 
Lemniskate, in bezug auf die sie der Gleichung — k genügt Für diese 

Iiemniskate ist pq_^i}.^y\)(\ +V^;) =™ \. Für die sweiten Lemniskaten i 
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2. Die gesamte Figur entsteht auch durch Inversion aus der Fi^r, 
die eine t|uaJrati.sche Einteilung der Ebene dxirch vier Scharen gleiclüseitiger 

Hjperbtiln darstellt, die ihre Hauptachsen aut den Geraden ^ ^ ^ 

^ a— und ^ ™ ^ dwch den NnUpiuikfc haben. Die Bcheiteipiiiikte haben 

die fintfaraongen )/Ö, )/T, )/2, l/ä, ]/4, . . . Ton Ml Der KrOmmungs- 
ndioB der gleichseitigen Hyperbd hat fllr den Sd&eitel die Lange de» baibcm 
Hauptachse Die entsprechenden Erfimmungsradien sind alao der Reihe 

nach |/Ö, l/l, 1^2 . ]/3, ^4, ... Der Krümmungskreis mit Badiui ]/! 
schneidr*^ i]\f^ Achse an den Stellen 1 und 3. Er geht durch Inversion in 
den Kriimnuingskreis der Lemniskate Ai für diesen Punkt über. Dieser 
schneidet also die X-Achso an den Stellen 1 und sein Mittelpunkt liegt 
denuttdi an der Stelle fH 1* AmIb ist in der Figmr angedeutet. 

Wie der der Hyperbel hat er mit der Kurve vier aufeinander folgende 
Punkte gemein. Seine Kenntnis erleichtert die Zeichnung erheblich. Fflr 
die Scheitel der kleinen Lemniskaten folgen die Lugen der entsprechenden 

Krttmmungsmittelpunkte so, daß die Reihe |, fV'g. iVl^ iV'ii ■ ■ ■ •^'"♦stcht. 
Jeder der Kdlniinungsradien ist also gleich dem dritten Teile der Ualbachee 

jeder Lemni.skate, also ^, \Y^i sV^» iV^» • • • 

[Bei dM* Abbildung ^ entapretdien einander Krose, aber nicht die 

Mittelpunkte der Kreise. Dem Kreiae p^e vm den Punkt a + entspricbt 

«in KxwB -p Ya^ + * wobei der Badiuevektor Pq vom NnUpnnkte, der 

Badinsvektor P vom Punkte ^^^^ auegeht. Dem Kreise g »- um den 

Ptukt — (a + bi) entspricht ein Kreis ^" Va* + h* ™ c, wobei wieder 

vom Nullpunkte, Q vom Punkte _|_ 5,-^ ausgeht Demnach entspricht 
der Lemniskate oder p ' q ^ wobei p von j/^, q von "-Vf aasgeht, 
«ne Kurve + 0« • ^ V(- \f+ 0^ = l' Da P^ nnd identisdi 

sind und mit M beseichnet werden können, ist also ^ pQ ™ ^> 

eine Yektorengldchung der durch 1 gehenden gleicksüt^n Hyperbel, wobei 
die Badü vectores Q vaA P von Null - >^ und 

also vom Mittelpunkt nnd den Brennpunkten der gleichseitigen Hjpecbel 
anziehen. 80 findet man aus der Yektorengleichung der Lemniskate die ent- 

spreehende der gleichseitigen Hyperbel. Aus (1/2 + 1) - (V^ — 1) 2 

und P. Q = R* folgen fttr die erste Hyperbel ein&ohe Besiehungen swisehen 

Q und B bezw. P und Q. 

Die Bemerkungen über die geradlinigen Punktreihen C^, T^, Cj, . . . 
Dj, i^j, Z)„ . . . und i'Jj, ^31 • • • pleiten auch ffir das System der gleich- 
seitigen Hyperbeln. Der logarithiuiächen Spirale duich die I'unkte A^y C,, 

— 8'' 

^ä) ir„ X4, -^41 • • n d^i^ Gleichung r^e " war, entspricht in der 
ArahiT aw MBtiM«i»tik «nd PiDrclk. lU. B«lhe. XL 19 
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Ebene der Hyperbeln die Kurve ™ « * oder Ä — e * .Die Glei- 
chung ist identisch mit der ursprünglichen, d. h. diese Spirale ist eine 
Invariante, Übetrhaupt bleiben Spiralen von der Fonn r — e** (die dnreb 
den Punkt 1 gehen) auch bei beliebigem Bchnittwinkel durch das m Hf 

gehörige Strahlenbfischel unverändert, wie die Gleichung 

JS-e^^ xeigt Dagegen geht r^ke^ aber in i{-|e^^ bleibt alio 

nieht ongeftndert und gibt nur eine geometrisch ühcHohe BpinJe.] 
3. Die orthogonale Doppdschar paralleler Geraden 

geht dnidk die AbfaQdung Z p m nuerer Figur hervor. Dab« f<%t 
aus X±fr-^-j^^ 

n T — y* y — - 

den genannten Graden entsprechen also unsere Lemniskaten 
n) . = 0. ± 1, ± 2, ± 3, . . . 

^irf|v = o»±i.±2,±3,... 

Die Schar II gibt die Lemniakateo mit horiiontaler Achse (+ entsprecheod) 

und vertikaler Achse ( — Mitsprechend), die Schar HI gibt die sehrlges 

Lemniskaten mit den Achsen ± 46* Die Schreibweise ist die isothermische, 
denn die linken Raiten dieser Gleichnngen genü<]ren identisch dpv Layilaceschen 
Differentialgleichung A-u 0, wenn man die linke Seite gleich u setzt, 

was also auf ^ + ^ — 0 ffthrt 

Die Diagonalkurven der quadratischen Einteilung haben, wie 
Y±X^ 0^±af±2af±Baf,.. folgte die ebenfialls isothermisehen Gleichungeo 

Das System ist dem der Figur ähnlich. 

Allgemeiner entsprechen den Goraden Y = AX k oder Y — A X 

und ihren Orthogonalen Y die orthogonalen Lemniskatenscbaren 

. -2xy _ X* - y' _ , , 2^ ,1 - y* 
^ (X« + y «)« ^ (X» + y «)• * '"^^ (X» y )« ^ (x» + y «)« 

Nehmen die isothennisclion Parameter !< und Atj Werte an, dir einer arith- 
mischen Ileibentblge angehören, so entsteht eine Einteilung' in kleine «fthD* 
liehe Rechtecke", bei geeigneten Reihen in kleine Quadrate, was wisdltf 
eine der unsrigen Ihnliche Figur gibt. 

Dafi jeder Kurve f[X^ 7) -i 0 der ^Ebene eine Kurve 

der Lemniskatenebene entspricht, ist selbstverstSndlioh. 
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Dan Kniae e nm äm Nullpunkt der Ebene entspridit 
der Kreis p-»« der Lenmiakatenebene, der Geraden B^y dvrcl^ den 

Nullpunkt der Z- Ebene entsprechen die Geraden — 2^ — y und — 2y 

-j- i«o° = y. Denn es ist B (cos S + i sin S) =- r »«.^ -^-^ 

i-p[eoe(— 34^)+iain(— 2^)1 also e«— 2« aber mgleieh 6±360®»— 2^. 
Der Kurve /(It, 9) » 0 der ^Ebene entopreohen also die Kmrveii 

vn) /"[^„-S^J-O nnd /^[^\, -2d+ 360«]-0 

oder f[i.,_2(^-180^]-0, 

Tim denen die sweite g^n die ersto nm 180^ gedrebt ist. 

Der log. Spirale 2?«=- C**'^ z. ü. entspricht die log. Spirale = 

oder r = der f-Ehene, di»^ Jiiit der erstgenannten identisch ist, so daß 
mau in ihr dieselbe luvuriante hat wie oben. Außerdem entspricht 
dar enterm audi die nm ISO*^ gedrehte sweite Spirale. Bo geht s. R die 
dnroh die Punkte ^„ C], £^ ^ £4, N^^ . . . gehende Spirale der Lemniekaten- 
ebene in die log. Spirale der Z-Ebene über, welche die Koordinatenachsen 
abwechselnd in den Puukten +1» — 2, — 4, -f- 8 tisw. sehueidet, die mit 
der vorigen identisch ist. Man bemerke, daü die untere Hälfte der Parallel- 
ebene und der erste Quadrant der Lemniskatenebene einander entsprechen. 

5. Denkt man sidi die lemniAatieche Einteilung durch die beeproehenen 
Emsehaltongen bis ins Kleinste fortgesetst, so gdht jeder nm M gelegte 
Kreis dnrdh lauter Quadrate von gleicher GrOße, während jede Gerade die 
eine Lemnisliatenschar in Puukten parnlleler Tangenten schneidet. Dafür 
sind bekanntbch maBgei>end der absolute Betrag und die Abweichung des 
DiffereDtialquotienten der abbildenden Funktion. 

Der Differentiaiqnotient von Z * p ist 

Z' — oder pfcos 9 + ♦ = -r^ , . • „ 

Z' ^ r'(coa 8*^ -}- »Bin 3^) 

2 (CO8 180» 4- » Bin IbO") 2 r o a\ 1 • • q/»o o o.\i 

Dpr absolute Betrag des Differentialquotienteu ist also ^> " -j , die Ab- 
weichung (f - 180° — 3 0'. Der eine Ausdi tck ist konstant flir jeden Kreis 

tun deu Nullpunkt der ^-Ebene. Er zeigt au, dali den (Quadraten, die er 

2 

peasiert, in der Z-Ebene solche entsprechen, welche ^, fache Seiten haben. 

Nun sind aber die letzteren gleieh groß, also folgt: Die Quadratseiton 
unseres Lemniskatengebildes sind proportional der dritten Potenz 
des Abstandes von My sobald die Einteilung bis ins Kleinste 
dnrchgeftlhrt ist; die betreifende Veihlltniszahl gegen die der ParaHelebenen 

ist 2 • So ist 7.. B. das Vergröüeningsverhaltnis bei gleich j zu setzen. 

Die Lemniskatentangente für jede Stelle P muß, wenn AIP die 
Neigung ^ hat, um 180° — '6^ gedreht werden, um in die Lage 
der 4sir Iiomniskate entsprechenden Geraden zn gelangen. Pür 
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C, /. B. ist dio Neigung von JkfCj = also muß man um 180°—-- | 

drehen, damit die dortige Taugontt- dor Lemniskate A^ in die seokrecht« j 
Lage gelange, die die entsprechende Gerado der Ebene hat. Daraus 

folgt, dafi die Tangente selbst die Neigung 90^ + parallel zur 

Geraden — duicli M ist. Im untereo Toile der Figur ist statt dw 

Tangmte die Parallele C[' gezogen, welche nim die Berfibrende der bdden 
OTsle ist, die dofrt die andere Schar sohneideii. 8o hat man neue Punkt« 

und Tangenten der Lemniskatenscharen gefimdm. 

Umgekehrt kann man z. B. fragen, wo die Lemniskate horizontale 
Tangenten hat. Für solche setze man ISO«» — 30= 270^ woraus = — 30". 
Dir fioraden + 30*^ und der Brennitunktkreis um M (mit Radius MA, - 
gehen die hetrtllVndpn vier Punkte an. Auf MI\ und MP^ liegen dann 
die entsprechenden Funkte iür die ganze Schar. 

6. Eine der physikalischen Deutongen ist die folgende; Man denke ridi 
den ersten Qui^ranteii der Ebene als homogene dünne leitende Platte. Längs 
ihrer Ränder leite man Elektrizität ein und leite diese im Punkte M ab. 
Dio Lemuir kat,»n der beiden die Ränder orthogonal schneidenden Siharpn 
sind für den stationären Zustand Strouaiinien , die OrthogonaLsrhar ^'iht '\\^ 
Ki veaulinien , d. h. die Kurven konstanten Potfvntials. Da in allen KanäUa 
gleichTiel Elektrudtät strömt, ist die Stromdichtc proportional den DimensioMii 
d«r Ideinen Quadrate, also umgekehrt proptnüonal der dritten Potens des Ab- 
standes von M. Die Krei.se um M sind Kurven konstanter Stromdicbtfl^ 
also Intensitlltskurven, die Geraden durch M sind Kurven konstanter Strom- 
richtun>/ Die Sache ändert sich nicht, wenn man die Platt« durch die 
Halbleuiuiäkate A^ begrenzt 

Das „Tertauschungsproblem" kommt auf folgendes hinaus: Man Inte 
in der Naehbarsehaft yon M Elektrisit&t ein und dicht dabei aus. Dia 
Stromkurven werden die Lemniskaten der ortho^^onalen Schar, die Niveaulinien 
sind die vorigen Stromlinien. Die Kreise und Geraden behalten ihre Bedeutung. 

7. Ähnliche Behandlung lassen alle Abbildungen der orthogonalen 
Parallelenscharen durch Funktionen von der Form Z = r t •« zu , wobei « 
zauächsst eine gauzc Zahl sei. Bei äümtlicheu treten die Geraden durch Null 
als Kurven paralleler Tangentenrichtnngen und die sugehörigen Krase sta 
Kurven konstanten VergrOflarungsrerldlltniMes auf, aueh qpielen ia» 
logarithmischen Spiralen durch den Punkt -f 1 ihre Rolle als Invariantea. 
An St-elle der vorlirp-enden Lemniskaten 2'*'' Ordnung treten bei netrativem 
Exponenten «oh n^''- Ordnung, bei positivem dagegen kardioidische Kurven- 
System r. im L uUu >» ™ 2 wirkliche Kardioideu. 

In ineiner Arbeit über die Abbildung Z =y s und die Lemniskaten 
i»*** Ordnung, Grelles Journal Bd. 83, hatte ich ebenso, wie in meinen iso- 
gonalen Verwandtsdiaften, den Fall der beiden ParaUelsdiaren nicht be* 
rficksichtigt, der durch die Ähnlichkeit der entstehenden Kurven besonders 

instruktiv ist Auch hei der Abbildung der Strahlen durch 3f un^l ih" 
kon7entri.sohen Kreise, auch für die zugehörigen Scharen log. Spiralen he- 
halten die kuazeutriächen Kreise und Strahlen den Charakter als Kurven 
gleicher Stromstibrke und Stmniicbtnng. 
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8. Bme physüislisohe Ängelegenheii ist dw eigontliolM Onmd m dieser 

Arbeit gewesen. Herr Prof. Adr. Guebhard hat um das Jahr 1881 in dSD 
fomptes Reiiilus dt-r Academio des Sciences eine Reihe von Arbeiten über die 
no'h ihm benannten Farbenringe veröffentlicht. Seine Deutung als Linien 
konstanten PotentiAls fand bei Heimholte volle Zustinmung. Von anderer 
akademischer Seite wurde sie angefochten. Die Kurren wurden als Inten- 
ätÜBkarpeii beseiehnet B« den hier graumten Abbildmigen teigt sich mm, 
dsB die Intensitatsknrven konzentrische Kreise sind. Die gegnerischen Be- 
hauptungen sind dadurch geschlagen, denn Ga^bhards Ringe zeigen nichts 
vni Kreisen H^^lmhoUz, mit dem ieh auf der KrmiL'liehen Schulkonferenz 
von 1890 zusammenkam, sprach uut mir eingehend über das ünbegniadete 
jener Gegnerschaft. Er teilte mir mit, daß er drei seiner Assistenten naeh- 
«Binder mit endgültiger PrUfung der Saddsge hetcftut habe. Jedesmsl 
aber hätten Änderungen in der Lebenslage der Herren die Vollendung der 
Arbeit gehindert. Er selbst wollte sie nun in die Hand nehmen, da er 
ja am 2. Afiir? 1882 in der Berliner Akademie über die Angelegenheit 
lustimmend gesiirochen habe. Sein Tod hat dies verhindert. So ist denn 
der ihm von gewisser Seite gemachte Vorwuri, ur habe Intensitäts- und 
Potentialkiirven miteimuider verwechselt, unerledigt geblieben. Über den 
Torwnrf selbst hatte er nnr ein beseichnendes Achseisneken und die Be- 
merkung, dafi der Beweis dafQr ni-bt gegeben sei. 

Schon in der Zeitschrift tiu- Math. n. Ph. Bd. 42 (1897) habe ich durch 
eine Abhandlung „Über einen Satz der Funktion entheorie und seine An- 
weuilung auf isothermische Kurvensysteme und einige Probleme der math. 
Phjsik** die Anregung sa einer Austragung der Meinungsveraohiedenheit 
gegeben und Ar gaase Reihen solcher Probleme die Niveaulinien und die 
Intensit&tsknrven angegeben. Auch dem jetsigen Leit^ der Annalen Ar 
Math, und Physik reichte ich eine solche ein. Dieser wollte jedoch den 
Streit nicht noch einmal anfachen. An dem Problem s<>lb8t haben E. Mach, 
W. Voigt. H. Mejer, V, Volterra, Röiti, Margules mit verschiedenem Erfolge 
gearbeitet, H. Weber in einem die Gegensfttse versShnenden Sinne. Eriedigt 
iai aber die Saehe nicht. 

Einige Arbeiten schließen sich an Riemanns Behandlung der Nobilischen 
Farbenringe an, in <]i-r jedoch auf die Polansationswirkung der Niederschläge 
nicht eingegangen wird. Die Versuche Guebhards haben ein anderes 
Arrangement. Man sieht die Ringe entstehen und auseinanderlaufea , wie 
die Wellen nadi dem Einwerfen eines Steines in ruhiges Wasser. Plötsliob 
stockt die Ausdehnung und die Weiterbildung hOrt au£ Die Niedersdhlflge 
haben einen Gegenstrom hervorgerufen, der die elektrische Strömung in der 
untersten Flüssigkeitsschicht vollständig aufhebt. In die Platte dringt 
fiann, wie Helmholtz auseinandersetzte, überhaupt nichts melir 
«in. Das physikalische Inteusitätsgesetz für das Eindringen büßt seine Wirkung 
ans diesem Grunde ein. Das Problem ist also vom Riemannschen ganz und 
pat vereehieden. Heines Wissens sitzen bei diesem die Spitzen der Elektroden 
aof der Metallplatte, und der Kontakt bleibt ^halten. Bei Guebhard schweben 
sie über dem Metall, und gerade unter ihnen bilden sich massige Nieder- 
schläge, dio scIiHeßlich jedes Eindringen in die Plnffe verhindern. Die 
Puiärü»aliüusvvirkung i.st also bei Gvi^bhard d«^ £n^cheideude, b^i üiemann 
wird sie ganz veruaolilttssigt, 
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MeahSU sind di« Qn^bhardacheD Biiig« dm Potentialkiirveii ftnfbllaid 

Shnlich, wahrend sie von den Intensitätskurven durchaus abweichen. Die 
Ähnliclikt'it in gewissen Feinheiten ist » in'- off so auffallerdf. daß man 
wohl irgend einen grundsätzlichen Zusammenhang annehmen muB. Gerad« 
bei dem hier dargestellten Problem ist ein einlaches Unterscheiden beider 
KurvMttteii mfiglich. 

Finden Abweidumgen statt, so ist dies besonders in den TUten, bti 
denen die Theorie unendlich große Platten beansiHrwdit, nichts Überraschendfll, 
auch dann, wnnn dif Form der Platte, die homogen und überall von de^ 
selben geringen Dicke sein soll, mit der Form des Ohistrogs nicht überein- 
stimmt. Und Abweichungen werden ja auch bei der Kirchhoffschen Be- 
stimmungsmethode der Niveaalinien beobachtet Man vgL die Arbeit d« 
Heran Geffiroj im Programm 1884 des st Bealgymnasiums zu Kön^fsbeig. 

Herr Harald SchtUa von der Kgl. Mascbinenbanschule in Hagen 
machte auf meine Anregung Versuche und benutzte dabei den Platinfie^Tel 
als Gefäß tmd Platte zugleich und erroifhtp gerade bei niedriger Flfissigkeits- 
sSule, die (Iiis ProVtlein möglichst zu einem zweidimensionalen macht, achr 
gute iiesultatc. Ich möcht« mir den Vorschlag erlaubeu, sie auch in einem 
halbkugelförmigen Flatintiegel m machen nnd in die Flüssigkeit einen oidit 
leitenden konzentrischen Körper soweit eii»iit«iehen, daß man dne koniea' 
trische Eogelschicht als Flüssigkeit bat. Dann würde man die stationSre 
Strömung in der Kugelfl&che, spSter etwa auch in einem Troge, der einem 
halhcn Toras (Wulste) entspricht, nach Uuebbards Methode für den Toms 
pruteu können. 

Im ftbrigen scheint es an der Zeit in sein, dm beAreffeaden elektro* 
lyüsehen VorgaDg endlieb soweit zn prüfen, dafi man eine Theorie der 
Elrktrolyse, die bis jetat doch auf schwachen Fflfien stellt, erh&lt und dabst 

anch die Frage der Guebhardschen Ringe besser /n »entscheiden versncht, 
als mit dem unhe^^nesenen Schlagwort*» .Jntensitätskurven''. Der Mathe- 
matiker steht der Angelegenheit unparteiisch gegenüber und wird auch 
woblbegründete negative Urteile an schitien wissen. Da es sieh aber ge 
rade nm Helmholts handelt, fühlte ich midh aar Torliegenden Aoregaag 
verpflichtet. Sonst würde kk wahrsdieinUch d«i obigen elementaxea Sonte- 
fall nicht vorgelegt haben. 

Hagen i. W. G. HouhOllbb. 

4. Sprechsaal für die EnoyklopSdie der matliematisolien Wlssenscliaftan« 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz. Mejer, Königsberg i l^i 

Maraoneohoi^ Herzog Albrecht -Allee 27.J 

(Vacat) 
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aus der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Puniites und des Kreises in der Ebene 

von Dr. 0. Hesse, 



4. Aaflag», ravidioi mid «giisfc Ton 

Dr. S. Gunüeifinger, 



[Ym u. 261 S.] gr 8. 1906. In Leinwand geb. 6 Muk. 

Das voili^edde klaBsiache Lekrlmoh dient dem Studium der üeouetrief sowohl 
flnf dar £Mrale all anf Atat TSwnssMi. 

Die behandelten Gegenwtünde, sowie diu uutwendipen Vorftussetzungeu sind dor 
ii);)l:^xe das SchuluitepichtB entnommen. Die einziffe Ausnahme hiaxron bildet die 
■ubai^ Torlaitaif. Sie dinfte indet ideM wegbleioen, w«0 ifa «in enftapiaebaiidai 

Zexigni^ aVltgt für (icn innigen Zusammenbang der Geometrie mit der Algebra. 

Die Yoriesasjroa sind wesentlich ücademiiche. Darum beschiänken sie sich 
oidil auf d!a in dar sdnile gezogenen Gre&sen, sondern geben in erwaiterttni Rabinan 
ein Bild dtr Wissenschaft iu ihrer jetzigen Form. 

Ihre Au%ftbe ist getUUig anzoregon und zn weiteren Entdeckung«! su emumtem. 
Dabei können eie aber doch dem Zuhörer oder Leaer die Mühe der Aifcalt und daa 
Nachdenkens nicht ers4pareii, ohne die maU wadfif Ia dm Wiiaattwliafl nodi ia dani 
Üben Gewinn und Betriedigung hat. 

In d«r vorliegenden 4. Aollaga Ka* der Herausgeber tahlxaieha indannaaii 
und Zosat/e im Tina ^amadit «nd ainiga Sif^taunngan am Sahliif daa Baebaa rar 
«icb beigerögt. 



Ott ^S^ren ®^n. 



Stoeite Kttflage. 

Sieoibicrt unb mit ä um erfunden uerje^ 

ton Dr. i^ctitrii^ ^6oiUn 
^cebot t>es ftäbtiic^en Cbcnealid^ulc ^oUe a. 

XIV, 269 Seiten S\ 
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Theorie, Konstruktion und Gebrauch 
der feineren Hebelwage 

Or. W. Felgentraeger, 

TechniichaT IliLharboiter b«i dMr KaImtL Worati-Koliangt-KoBiiniMütoa In Bcrlm 
Mit 126 Figuren im Tert. [VI u. 310 S.] gr. 8. 1907. In Lomwuid geh. 6 Mark. 

Verfasser «ncht im vorlic^nden Werk untfr «'inj?e'i«»n'1^r Wrlr'^i^rre 
der LiUfätur, vornehmlich aber gestützt auf eigene Krlahruugöu und Lüt**r- 
MHÜKuigen, sowohl <ii^n Mechaniker öber die Konstmktion, all auch den Metro- 
nomen, PT^reikpr und Chemiker über Aofwalilf Bahaadfamg und ftrhmnfii 4Ar 
Wage eingehend zu QDterricbien. 

Ee werden in der „Tbeori«^, 4U0 daa erste Kapitel bildel, aaoh die ron 
dtn Lehrbüchern mclt^t nberj^anpcnen. aber doch wichti;»en Fehler, -wie Ab- 
weichung der ächneiden vom ParaileÜBrnns, Ei^nscfawingnngen der End- 
Maatongen juw^ behandelt. ^ folgen Kapitel, in denen die moMtniküooe» 
bedingiiiigon der cins^elnen Toüe dar^jplegt und unter Beifögtmg z^hlreiober 
Figuren und Zahienaogaben auf wirklich ausgeführte Insirmnente kritiwk 
gewMidt werden. Des die jennfen MnnMnte behandebde KepMel «eKKeftt 

lOflniTrirn 'wissend den der Konstnilcfiün gcu-idmeten Teil ab 

Im foigeodeo Kapitel ist dip Justierung und Beetimmang der Konsi*nie& . 
erBrtoiit den ScblnB buden die WftgongsmeHiodeii, ipoU dinr Ittr den wkaof 

äc:hari1i(.'beu Beobachter vriohtigäte Teil. Durch H^gisttT M «miflblk dlft WB 
dal Buch auch al« .Nachich läge werk Terwenden kimu 



.1 



Digitized by Google 



1 



I 
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1. iBfrkfm ui AatvoftMu M« To« MAI. & S78. — 0* Too P* nUlM. 

S. S78. 

9« XltiBtn MotlMa. B«iipi«l itotiiMmisclier LtmolikftUotobanii. Too 0. HtUaiUiic. 

MH 1 lUrnr im T«Kt. 8. m. 
i. SpractiMAl fDr di« Eoe|ll»fidlo der aithwMwifcM WlMiiwolwitiO. (Titet) . S86 

r !?dI der Redaktion (?in!r<'Mii!?*»i*» '(^rlior ••«.. 286 

StCiungsberi'chte der Berliner Matheviativchm OueUfchaii: ^Mto* 

46. 8iuaoff am 31 Oktober 1906 1 

47* SiUuac ua S8 KoTembsr 1906 1 

4a tttnav m i% HtutAir 1B06 1 

BatiODll« T«tr«*der. Ton R. Cttntsche. Ollt 1 Figur im Text) . 1 
Bsitnt snr itWamtochen BaluMuUuos der KeceUehoitt«. Too Uerkard iie*»Mb«rf, 

Olit 6 flfm ta TwC) IT 

BMMilRUig zu metnem Vortrag« Ober Tieroek» all fiditwInUifMi SlltfOUkB (IV. Jtl»* 

|«lf, S«lto 88>-48). Von M. luktfiM M 

Efn^ioM/'m «iml imd fiMl Altimd^ in ämnSehi^Hefteyi gelangen BeiU äge det BtfTt^: 

H. Btt«mUy V.BeraitelB, 0. Üli'rinr.nu, P. Tloriif>!hijI(], V. Klu-rliurJ, K. Kckhtf'U, 1'. Epstein. 
W.Oodt, O.aatMkib S.fleBer, U.D«rtMr, ti.Uolxmailer, K. HnnrAth, E.HapkA, Vr. JiulchMi, 
Ed. JftBlMli, nmp I. B. IrardidB, A. Ueftr, KUeljAk, W. King e, P. Kok«it, V. KSlmO, 
R. L«aAiv, 0. Lorli, W. Ladwig, 6. Ha)e«a, B. n«Io, 0. Malftaer, B. Meyer» W. F. Meyer, 
d. Healk«rf, K. Petr, d.T.Pexlder, i. Beat«!!, W. Ro«cel, L. 8aa]e«lilts, J.8elualdt, B. SeliUUr, 
H.llamhtt.i|liee r.flUMl, B. hum. e. studr, j. Tairi, w.Ttfl» A.W«idiav, fl.inalittMr, 

A. Winaa, Ju WltUng. 

MfAni/taie X am winW.* Zu 9 (St Jollea) ron ttnd. math. J. Kmg. — Zu 10 (St. JoUcs) 

ton «t«ii. math J. Erag. — Zu 132 (M. Pecbf.) von IT. WIeleituer. — Z i 145 (f. Ef.ateiu) 
TOQ F. JL Malier in Aschaifenburg. — Zu 149 (lu. l^awpu) vou stuJ. inati). J. Krag uuU 
W. StageaMiia. — Za 160-152 (O. Xiiber) von W. BtegeaianB und 6. Kofetr. — 
Zu 154 (fl. Wieleitner) von W. Stegewftnn i nl stud. mrsTh. A. Wirferirl» In MQnsfrr. — 
Zu 165 (H. Wieleitner) von stud. ui&lU A. iiiaraob, W. Stcgeuiaun, stuü. umtb W. (iaede«ke, 
loa IL Wieieltaer imd IL Egerer In Berlin.- — So 156 (0. MeiAner) von H. Egerer und 
0. atlfln*r. — Z j 157 (0. Meiflof r) • n I n «tiid math. A. Baraeli, W. Gaedecke. J. Knif/ 
vou W. SUgema&B, U.Eger«r aod C. üoilinann iu ^chur'itlorf. — Zu 15S (O. Mei&ii«r) von 
d«D itad. wlh. A. Bimk nid A. Wieferlek. — Zu 162 (P. SelMllMitUn) von G. Kafttr 
und itnd. math. J. Krag. — Zu 165 (F. Scblt ^'«'!) von W. Rtegemaaa uod C Hoffmann. — 
Zn 16^ (0. Heifiocr) too H.nielel(8«r und stud. roatb. J. Krug. — Zu 169 (J. Krug) 
TOM W. Btagoma. — Zu 171 (B. mdtottMr) too W. Skegeauuu, C. Holfnuu and 
B. WideltMr. Zu 172 (U ^Vio!eitncr) ron stntl. «Utk. hing, -~ Zu 173 (O. Kob«) 
TOO stod. matb. A. Wlefertek und von 0. Kelier. 



Mathematische Annalen. 

HmmgeQobaii m F. Klein, W. v. Dyck, D. Hitbart, 0, Blmnentiial» 

Weudruck der vergriffenen Bände- 

Durch anastatischen Neudruck der seither verorifTeneii 
Bände 3, 4, 5, 6, 7, 31, 32, 33, 50, 51, 52, 53, bin iah 
wieder in der Lage kompletfte Serien iiefem zu klnnen. 
~ IT Elnzelprele fDr diese Bände beträgt je 28 Mark. 

Leipzig. B. G. Teubner. 



Digitized by Google 



GAUSS' WERKE 

WeiterfOhnmg 'der von der KMgUdiea Oesdlschaft 

der Wissenschaften zu Göttingen veranstalteten 

GESAMTAUSGABE VON C R GAUSS' WERKEN 

Soeben erschien: 

Band VD. Theoria mohis mid Theoretisch-Astroaomischer Nadilafi. 
(Parabolische Bewegung, StOnu^cen der Geres mtd der PaUaa, 
Theorie des Monden) 680 S. 4. 1906. kart o. 30 Mark. 
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Verlag von B.G.TEUBNER in LEIPZIG 



Lehrbuch der Elastizität 



Von hm E. H> Lovei 



AntoziBiarte dmtMliA Aufgabe, ünter Ifitwirkniig d«t Varftinew baioigft fom 

Dr. Aloys Timpe, 



it «a der 



sind «. 
Ändern, 
iigend 
Mch ft* 
ttstrefa' 

rüi«uq ■ ^ua^Sii 
npv. .iuBnn..VBt- 



laifftAbbildimgttiiimTaxt [X7Iu.SM8.] gr.8. 1907. In Leinwand geb. n.J; 18.— 

T)PT.Love'eclie „Treatiee on tho ^futhfimatlcal Tlu^ory of Elaaticitj" hat «icli der 

Siknteu. and idaren Dantellun^weise und de^ erHchöpfenden InhiJts wegen auch in 
euiielMB MfttiMinatiker^, Phjsiket^ ond B^renieufaeraeB woU emgebürgcirt Kine 
dent^dje t^ereetznnp der chcn jotzt ersolieinendpn zweiten Auflag«' des en^liBrlten 
Werkes dürfte daher von vornherein auf die Sympathien vieler rechnen, am so mehr 
alt inr« von den iBswiseheii yeralteton UaeneeBen Dtntellinigen der ElaatiEit&tsUMria 
abgesehen, bisher kein nmraespndea Lehrbuch der Elastizität in Deuldcbland beeit^en 
Der Charakter deb Buches ist derselbe geblieben, wie ihn der Verfa«ser in dem Vor» 
wort cur 1. Auflage gekransticiiiiet liat: ein wlIfIftBdIger Abrift des gegeawirligni 
Standes der ElaBtizifatfitheorie, der in gif iohfir Weise auf die Behandlung der anf- 
tretenden mathematischen Probleme wie auf die unmittelbar für die praktischen An* 
wendnoBeafrnditbaiimüafeenuelimigeik elngebi Daliei süidwaHsdhiwetfi::« analytische 
Entwicklnnf^'en und Ausfuhnmpjen von aTisschUcßllch abstrakt-mathemat'M'heni Inter- 
esse, in denen sich die Elastiker der italienischen iichule zuweilen ▼arlier<m, ebensosehr 
▼anniedeai wie tedinitehe BfnieUtflltett. Wae die Anlage dee Bneiief anbeArUH, m 
sind durch den im letzten üozennium gewaltig angeschwollenen Stoff einachneideadft 
Änderungen gdgenübec der ersten AnflM^ nötig geworden. Überall sind, soweil 
irgend mOglicb , nodi dia aeaeaten einsoDlägigen Arbeiten nift bnUcMehtigt, wie 
auch au8 der Fülle von Literaturnachweisen hervor^jt 'it . — Di- If-nt An'rahc 



erstrebt in der Aasdracksweise nnd sneKiell in der Xerminolo^ eine Aidglichst ga» 
traoa Wiedergabe dex Kigaaart dee Onginali. 

Hierzu beilagen von B. U> Teubner in Leipicig, die wir der Beachtung luuersr 

Laaet Imttai «npftUaa. 
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ARCHIV DER MATHEMATIK UND PHYSIK, 



HEHAUSOEGEBEN VüJNf i-: LAMPE, W. FBANZ MüYEK UND E JAITNKE. 
I>BUCK DJND VÜBJUAO VO£i £. O. TiiUfiK££ JJi LfilPZIO. JfOöTSTfiA&SJI S. 

-;M^e fvir dio Redaktion bestimmten Bendangen (Urief«, 
»eiuiioxiiHexemplare u. s. w.) sind an den gesohäftsführenden B«dakt6ar: 

Prof. Dr. X. Jahnke, Berlin W Ifi, Ladwlfl^sldrohBtrafia 6< 

au richten. Es nehmen, «her auch Geheimer Hejderuns«rac Prof. Dr. E. Lampe tu 
Berlin W 15. Ftiaanenstr*fte 64^ vnd VtoL Or. V/. Frana Merer in KdnicBbers i. Pr^ 
Man/anmäua, Henog Albve^t AUa» 917» BunBaatfiai für die BedeMton an. 

IHa B«mü TecflMser erhalten anentceUlioh toh gröBeren AoIUtaen 80 wit 



Die Redaktion ersucht die Herrei Avtorai, Ib ihrem eigenei Uteresse im 

Umfang «1er für das Archiv bestinimten Blaonskripte nach Möj^liehkeit einsphrSnkeu 
so wollen, da iiur «okbe geriDgen Umfuiges Aassicht hahen. in nächster Zeit abeedrnekt 
n werden. Die Bedaknen Müt ferner mit, dnd eie neh direk den UMnuig im 

vorlipirenden MannskripteTimatfrialR für die nä<'hst« Mt fefUnimi tMAf ' " 

«iiäaertationen in extMSe iu& Archiv aiDnnehmen. 
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Geradlinige Polygene eztremen InlialtB. 

Von £. Study in Bonn. 

Die Frage nach allen geschloBsenen Polygonen yon gegebener 
Seitenzahl, gegebenem Umfang und extremem Flacheninhalt scheint 
ungeachtet ihres elementaren Charakters noch nicht erschöpfend 
untersucht worden zu sein. Nach tler modernen Anschauuugsw eise 
nsTnlich hat ein geschlossenes Polygon von endlicher Sei Unzahl, auch 
wenn seine Seiten einander durchsetzen oder überdecken, immer 
einen bestimmten Flücheninhalt, und dieser ist eine sowohl positiver 
als negativer Werte fähige Größe, deren Vorzeichen abhängt von 
einem dem Polygon zugeschriebenen Umlaufssinn, nämlich von ier 
Art, wie die Ecken zyklisch aufeinander folgen. Man findet nun 
alsbald, daß jedes extreme Polygon regulär sein muü, daß nämlich 
seine Ecken auf einem Kreise liegen und in gleichen Abstanden auf 
einander folgen. Die Frage aber, ob ein solches reguläres PolvL^aa 
tatsächlich eine extreme Fläche luit . scheint bis jetzt nur behandelt 
worden zu sein für den Fall der einfachen Polygone der älteren 
Elementargeoraetrie, die die Ebene in zwei Teile zerlegen. Zwar 
hat Weierstraß in einer Vorlesung über Variationsrechnung vom 
Jahre 1879, die dem V^erfasser durch eine Ausarbeitung bekannt ge- 
worden ist, seiner Untersuchung den erwähulea modernen Begriff des 
Flächeniiihaltts zugrunde gelegt. Er scheint jedoch nur nach Extremis 
extremorum gefragt zu haben, so daß von ihm die überschlagenen 
Polygone nachtraglich wieder ausgeschlossen werden. Unmittelbar er- 
eifhtlich scheint für diese nur so viel zu sein, daß ein reguläres Polygon 
mit z. B. positivem Flächeninhalt nicht einem Minimum dieses Inhaltes 
entsprechen kann, und daß ein Stempolygon (wie das Pentagrumma 
mjsticam) mit stumpfen Winkeln zwischen aufeinander folgenden 
rorienfierten) Seiten auch uicht zu einem Maximum des Flächeninhaltes 
gehören kann. 

Wir reproduzieren zunächst den Gedankengang von Weiers tr aß, 
soweit fr durch einmaliges DitFerentiieren zu erlangenden Be- 

j'fgggmifren de» Extremums betrifit. Allerdings handelt es sich dabei 

j^pj*'**' JfMhflMlIk und VhjtSk. tSL KUb». XL SO 
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290 QtüDX : 

nm eine Methode, die einer Ansdehniing auf Pkx>bleme Umlidier 
Art nicht fShig sa sein sefaeint Diese Methode ist aber ein wahres 
Eabinetsttlckehen analytischer Eleganz und verdient daher allgemeiner 
bekannt m werden. Die weitere Entwicklung bildet dann eine An- 
wendung gewisser zyklischer Determinanten; sie dflifte, als em Beispiel 
zur allgemeinan Theorie der Mazima und Minima, auch dann einiges 
Interesse behalten, wenn es geliugen sollte, mit einer wesentlioh ein- 
scheren Betiraehtang zum Ziele zn kommen. 

I. Sind (»gf fg)f , . . (x^, die rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten der Eolran irgend eines geschlossenen Polygons, so ist 
dessen doppelter Flfteheninhalt, aneh dem VoizeiGhen nach, gegeben 
dnreh den Avsdrock 

(1) 2F - a , ij, - u^y, + x^y^ - 2;, 4- • ■ • x^Pi - x^y^. 
Setzen wir dann 



(2) «1 - - + Öfa - ya-iy. 

wobei modulo n kongruente Indizes als äquivalent zu erachten sind 
und für die Wurzelgröße das positive Vorzeichen zu wählen ist, ver- 
stehen wir ferner unter s irgend eine positive Konataute, so wird 
die Porderuüg eines unveränderlichen Umfiangs des Polygons (1, 2, . , . «) 
ausgedrückt durch die Gleichung 

(3) 5^ + + . • + Ä. - s - 0. 
Ist dann 

(4) ö-2J'4-«{Si + -..-fs.-s}, 
so liefern die Gleichungen » 0, ^ » 0, oder 



(6) 



nach Elimination von nnd nnter Znziehnng der Bedingung (3), not- 
wendige Bedingungen fSx einen extremen Wert der GrSfie F, 

Der erwähnte Gedanke yon Weierstraß besteht nun dann, die 
Gleichungen (6) dadurch übersiehtlicher zn gestalten, dafi man sie za 
zweien zusammen&ßt und als Gleichungen zwischen hom^ßextn Oröflea 
danteUi Setzt man nimüch 
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Geradlinig« Foijguue extremen lubalta. 
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die Gioichuugen (b) aber lassen sich schreiben: 
Man bat also. 

(8) ^l+i-^l- 

Die Seiten des zu suchenden Polygons haben demnach alle dieselbe 
lÄnge — • ' Die Gleichung {1 ) nimmt jetzt die Form an 

Die Paare anfemandeir folgender Seiten des Polygons , acblieBen 
daher aDe denselhen Winkel ein. Las Polygan ist folglich regulär. 



2. Wir betrachten zunächst wieder ein beliebiges geeohl< 
Polygon, mit den positiven Seitenlangen 5^. Auf den geradUnigan 
!Cr3ger der Atem Seite dieses Polygons föllen wir vom Anfangspunkte 
der Eoofdinaten aus eine Senkrechte, und dieser schreiben wir eine 
solche positive Biehtong an, daß durch deren im positiven Sinne ans^ 
gefiihrte Drehung um einen rechten Winkel die dem Umlanfesinne 
des Polygons entsprechende positive Richtung der Polygonseite erhalten 
wird. Der Träger dieser Polygonseite erhalt dann eine Gleichung der Form 

(10) cos • a; + sin !/ — = Ü ; 

worin 0^ den mod. 2:i bestimmten Winkel zwischen der positiven 
Richtung der ir- Achse und der, wie antjegeben, orientierten Normale 
bedeutet, aber den Abstand der orientierten Polygonseite vom 
Anfangspunkte der Koordinaten ichnet, gemessen im positiven 
Siiine der Normale. Der gemeinsame Endpunkt der Aten und der 
(i -f l)ten Polygonseite erhalt nun die Koordioatea y^^f wofern 

20* 
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geaeftsk wird. Für die Länge der Seite aber eigibt aicli der pontifi 
Wer«; 

»1 - (Sfi -ya,i) • coe - («4 - afi,i) • nn #1 

oder 

Wie übrigens auch unmittelbar evident^ wird demnach der Umfang d«i 
Polygons, wenn kein gestreckter Winkel ^i+i — ^2. ▼orkommt^ g^ebea 
durch den Aufdruck 

(18) ,_2'{*«H=^'+««-'"/"}f» 

wahrend itlr den dofipelteii Flächeninhalt 2F^ 2Pi^i ^ ^ 
fidle leicht geometriich absnleitende Fonul 

(U) 2F-.J2{(p,^,+j,^tg^i±^?'_(p,„-,J««tg?i±kI*.| 

findet Ist das Polygo?i uiylu^siondere rci^alär, und verlegt man den 
Anfangspunkt der Koordinaten in »einen Mittelpunkt, so kann man in 

der Kegel (9-^^^^ — ^* Pi^P w^mOi wodnrdi die einMea 

GHeidmiigen 

(15) s~'2npt, F-npH 

entitehen. Ausgenommen ist nnr, bei geraden Werten der Zahl n, 
der triTiAle Fall — ^^sx, mod. Sit. Das Polygon reduziert sioli 
dann auf ein »«mal fiberdeektee Stfldk einer geraden Lima Sein 
FÜcheDinhalt ist fßmk Nnll nnd kaoa alio nicht fixtremnm Mia. 
Wir dflrfen dieaen lingolaren Fall ftnierhia aiuMUieBen. 

Wir gehen jetat an einem dem aingolSren Polygon „benachbaitea" 
Polygon über, indem wir 

tg?i±^^-< + ,„ A-p + Aa 

setzen. Da bei der Variation des Polygons die Summe der ^^ mkel 
arotg {t + V;^ konstant bleiben muß^ ao hat man, bei hinreichend 
kleinen Werten Ton i^n . • • i}« 

(16) (1 + fi)2v, - <^ul + • • • - 0. 

und da auch der Umfang dea Polygons konstant bleiben soll, so u^t 
außerdem, zufolge (13), 

(17) ip .2nt + 2» -^»4 + - 0. 
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Unter Benutzung dieser Formeln erhält mau für den Tier&obra 
ZuwachB ^^iF der Polygonfläehe den Ausdruck 

- rfr« ■'^t + ' ■2^i'>- + - I -^(»i*. - AJ' + • ■ 

wobei die nicht hingt üclincbenen Glieder in den als hinreichend klein 
Torauszusetzenden Größen 7/^, /t^ von höherer als der zweiten Ordnung 
sind. Bezeichnen wir also schließlich mit 2(9 den im positiven Sinne 
gemessenen Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Seiten des 
orientierten regulären Polygons, so erhalten wir die Qleichung 

2^i^siii2d» 
- . tili * 2 « . - 2 cos 2 Ö . ^-a; + 2^ ^ , + , 

deren Inhalt wir nun näher zu nntmuehen haben werden. Es kommt 
dabei offenbar zunächst an auf das Vorzeichen der rechts in (18) 
stehenden quadratischen Form, deren Argumente durch die Gleichungen 
(16) nnd (17) verbunden sind^ für hinreichend kleine Werte dieser 
Azgumente. W&hlen wir diese nun so klein, daß wir ihre Quudrate 
ond Produkte rem achlässigen und die Reihe (16) schon nach dem 
enten Qliede abbrechen dürfen, so liefern uns die Gleichungen (16) 
und (17) die einfacheren Beaiehungen 

Es genügt, das Vorseichen der quadratischen Form ia (18) nnter 
dieser Voranssetsnng zn bestimmeii. Diese quadratische Form aber 
letzt sieh snsammen ans einer definiten nnd swar negativen Form, die 
nur Ton den €hr5ßen abhSngt^ und einer aweiten quadratischen Form, 
die nur Ton den Größen abhängt') 

SoUte sich also finden, daß auch diese sweite Form definit is^ 
so wflrde das betrachtete regol&re Polygon CTentuell einem Eztremnm 
des Flidieninhalts entsprechen, nimlich dann und nur dann, wenn 
auch die sweite Form nur negatiTer Werte fähig wäre. Findet sich 
zweitens, daB die zweite quadratische Form indefinit (semidefinit) is^ 
aber positiTC Werte nicht annehmen kann, so liefern die quadratischen 

1) Übrigens ist «g nfiteli^ su bemerken, da0 die Gleichung J^h^mmQ und 
Büt ihr die Gleichimg 

^ i« • sin 2 ö = — C08 2 e '2h\ -^^hihj^^x 

nicbt nur in der Grenze, sondern allgemein gilt, wenn man von vorn beretn 
«imtUehe Znwaehse q gleich Moll tetat 



B. SrcDTr 



Glieder aUeia noch keine Entscheidung. Findet sich endlich, daß dis 
zweite Form sowohl pontiTer all vmgßläww Werte fUiig iai, eo km 
kein £xtremum vorliegen. 

Es wird nun die ans den Größen h;^ zusammengesetzte quadnttseke 
Form definit sein oder semidefinit, oder endlich indefinit, aber nicht 
semidefiniti je naehdem die Gleiehting (n — l)toii Gndes 



-1 1 
0 . 



0 
-1 
1 



-1 , 0 , 

— 1 , 2oob29~9, 



0 
1 



0 
1 



0, -1, 1' 

0, 1 

Ö. 1 

• • ■ 

• -1, 1 

2eoi2»—f, 1 

... 1, 0 



-0, 



deren Wurzeln . . . sammtlich reell sind, ausschlieBlich positivt 
▼on Null Terschiedene Wurzeln, oder auch Terschwindende odsr 
endlich negative Wurzeln zulSBt. 

Um den Wert ) der augetiiiiitea (n + l)-reihigea Determinante 
zu ermitteln, schreiben wir r an Stelle von 2 cos 20 — ff und addieren 
dauu die n ersten Reihen zur letzten. So ergibt sich 

r -1 0 . 
-.1 r -1 . . . 0 
0-1 r . , . 0 



(r- 2) 



-1 



0 



I 



0 . . -1 r 



Die nor n-reildge Determinante rechts io dieser Oleiekimg ist 
eine sogenannte Zirknlsnte. Ihr Wert kaiitti wie bekaonti Isiclit 
dadurch berechnet werden, daB man sie mit einer sweiten Deter- 
minante, nimlich mit dem Differenzenprodnkt der nten Einbsiti' 
wurzeln mnltiplisiert Setzt man, unter e irgend eine nte Einheits- 
wurael Terstehend, 

(jr(f) = r- * — 

80 ergibt sich als Wert der Zirkulante das aber samtUiehe »te 
Einheitswuizelo erstreckte Produkt 

als Wert der vorgelegten Determinante erh&lt msn slso schlieMicky 
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wenn c^, . . di« Ton der £üüieit Terschiedenen itten Einheitswnneln 
bezeichnen, den Amdrack 

(20) 0(fi) »JTjf {2cob2ö - p-£^-e;-^}. 

1 

Die Woraeln der Qldchiing 0 sind aiao, bei gegebenem 

Werte 

die QrSBen 

(21) ^^-2[oo8?^-oo8^j* w-i.«....— t» 

Hat also die (nach Vorauaaetzimg übrigens von ^ verschiedene; 

Zahl k keinen der Werte 1, — 1, so finden sich unter den Wurzeln 
immer negative: Kemea der üherscUagenen^ insbesondere nnch keines der 
^mehrfach nnUaufenen regulären Polygone gehört eu einem Extrrmum des 
Flächeninhalte Ist aber k =^ l oder X: » n — 1 , so licgi der zweite 
der oben unterechiedeiMill drei Fälle vor. Dann hat man es mit einem 
einfechen Polygon zu tun, das die Ebene in zwei Teile zerlegt. Die 
zugehörige quadratische Form ist offenbar negattT^iemidefinit. Wollten 
i^ir jptzt auf dem betretenen Wege weitergehen, BO würden auch die 
Glieder höherer Ordnung in dem Aosdruck von eq berücksichtigen 
sein, und eine solche Untersuciiimg würde schwerlich selir einfach 
amfiftUen, angesichts des Umstandes, daß anscheinend viel einfachere 
Ptobleme Slinlicher Art schon ernsthafte Schwierigkeiten bieten. 

Hier seist nun, wie man sagen darf, ^lücklichf-meise, eine andsre 
Argumentation ein, derzufolge für den Fall einfacher Polygone die 
Existmg regulärer Extreme im voraus erschlossen werden kann, so 
dafi eine weitere Untenuchnng entbehrlich wird. Weierstrafi hat 
auch dieses, in der erwähnten Vorlesung, ausführlich dargelegt Da 
aber die hierbei angewendete Schlußfolge gegenwftrtig Gemeingnt aller 
Mathematiker geworden ist, so glauben wir nicht weiter auf den 
QegenstMid eingehen zu sollen. 

Die entsprechende Frage der Variationsrechnung würde die sein, 
ob ein mehrfach umlaufaner Kreis eine extreme Fliehe hat Sie ist 
im AugenbUeke im negativen Sinne sn beantworten. 



296 



Angenftherte Befeelmiuig eines Bogens, 

Yon dem man den Sinus und den Cosinus kennt. 

Von Paul Stäckbl in H«iinoTer. 

1. Für die Berechnnng eines Bogens x kleiner als ^n, Tom dem 
man den Sinus und Cosinus kennt^ hat Nicolaus Gusanus eine 
Näherungpformel angegeben^ die in modemer Beseiclmung betagt M 
der Bogen x nHiarongsweise gLeich 

S ainx 
% + COS« 

ist. Hiervon ausgehend hat E. Lampe, Mathesis (2) 7 (1897), S.130 
eine Reihe weiterer Näherungsformeln entwickelt, indem er die Auf^ 
gäbe stellte, in den Ausdrücken 

und 

L (x) X ^1 «f» 6| ain 2 jg + Hl sin 8 jc + » ' « + ^« 

e^-^ Ci cot» egco» ix tfWurx 

diu Küetü/-u Ilten a^, a^, . . ., a^; h^, 6j, ■ • und Cj, Cj, . . so zu 
bestimmen, duü die Entwicklung nach Potenzen von x mit einer 
möglichst hohen Potenz bejfinnt.^) Während LaiLipe die Kunittclung 
von LJx) für beliebiges n und von L^ ,.(x) für kleinere Werte von n 
und r mittels der Methode der unbestimmten Koeffizienten durchgeftthrt 
hatte, habe ich in einer kürzlich erschienenen Note, Mathesis (3) 6 (1906), 
S. 89, K^z^'S^; ^J^^ einem anderen Wege fast ohn« 

Rechnung finden kann, und dali sich dabei eine merkwürdige Eigeü- 
schaft der Funktionen L^(x) und L^^X^) ei^bt Da es mir inzwisdien 

1) Einw freundlidieB MittoUnog Lampes entDehme idi« daB nach A. Aubrj, 

J. de maOu spie, (4) Ü (1893), 8. 1S4, 196, (4) S (1894), S. M der N&berung^ 
aasdruck ^ Bchon bei 1. Newton vorkommt, and dafi, ebenfalls nach A. Aobry, 
£1 Fngr&so mat. (2) 2 (1900), S. 2s<) Chr Kramp die XahernngwuBdrücke 
j. Zj, a, 7^,. ^ nnd L^ ^ aufgestellt und die obere Grenze der Abweichung ßr 
Winkel bis au 00** bestimmt hat. Aubry verweist dabei auf den füuftea ß*nd 
der AnnaUs de Gergonne vom Jahre 1814. Dieser Band enthält in der Tat ütnh 
aomiiobe Abhandloiigan voo Kramp, jedoeh bat Lampe in ihaan jene Fointb 
sidit entdecken kOn&en. in diesem Zuammenhang« mOg«n aadliab «acb di* 
eleganten Rechnungen in Erinueruug gahradit werden, die J. Fourier in seiner 
JMurie anaifftique de ehakur, Paris 18tt, Saction VI, § S07— S18 angestellt h»^ 

X 
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gdmigen ist, die Bcirachtongeii noeh weiter zxx vereinfachen, erlaube 
ieh mir, den Lesern des ArcbiTs meine Ergebnisse miimiteilen, die ^ 
Übungen in der Difoential* and Integnüreehnuiig mit NutMo Vcp- 
wandimg finden können. 

2« Seist mm 
so wild: 

L^{2u\ = 2 tt — (oj sin 2 ti -f sin 4 u + 0, sin 6 u + + a, sin 2 
nnd es ist daher 

^^du*^^ — 2— (20|CoiB2rt-t-4a^ co8 4ti-r 0<4,co6GmH \-2na^QOB2nu), 

HtgiDiit aber die Entwicklimrr von L^\2u] mit der möglichst hohen 
Potenz von h, so fjilt dasselbe von der Ableitung nach m. Nun ist 
cos2aii eine ganze rationale Funktion des Grades '2 a von sin u, imtlün 
wird die Ableitung eine ganze Fnnktion des Grades 2» von sin«. 
Unter allen ganzen Funktionen Grades von sinu begiimt aber die 

Entwicklung der Funktion 

A sin- " tt, 

WO A eine Konstante bedeutet, mit der bSebeten, nSmlieh dar 
2«**" Potens Ton u, folglieh ist 

also 



wo Ä eine noch zu bestimmende Konstante bedeatet. Um die In* 
t^^tion ansznführen, hat man die bekannte Formel 



so. benatxen, und erhilt sofort: 

A /i:' , . A , 'in \ifnS«tt 

a > 1 



und hieraus: 
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'Paul SrieuL: 



Der Koeffisieot Ton x in soll gleich 1 seio, mithin ist 

und so ergibt eieh BcUießlieh: 

■ •■1 

genau wie bei Lampe^ 
Da die Ableitung 



am* " — 



ist, aisü steU positive Werte iiat^ wächst der Fehler, den man begeht, 
wenn man x durch 



n 

(2n)i U— «/ 



ersetzt, mit wachsendem bei kleinem x aber wird er nähenmgsweise 
gleich dem ersten Gliede sein, das in der Entwicklang dieses Aus- 
druckes nach Potenzen von x hinter r selbst wirklich auftritt. Dieses 
Glied hat die Form C^ix^'-^^K Um den Koeffizienten zu bestimmen, 

braueht man nur zu beachten, daB die Entwicklung Ton ^^^'^ ntch 
Potenzen von x mit — C,(2» -f Ijar*" beginnt, ioiglich ist: 

und daher 

r 

bei Lampo war nur für n — 2, 3, 4, 5 bestimmt worden. 

3. Um angenäherte Werte des Bogens nh Funktion der zu- 
gehörigen Werte des Sinus und Cosinus 7:u finden, ersetzt Lampe in 
L„(.r') sin.r, sin 2«, Bixk^x, , , , durch ihre Werte in sino; und coax 
und erhält so 

+ • • • + A-i co8"-*a?); 

für u -== 2. ''^K 4, 5 führt er die mühsame Rechnung wiridich durch. 
Aus der Formel für die Ableitung Ton L^{x): 

ro\ ' ^^nix) 2*» n! «! . x 
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aber ergibt sich ein einfaches Verfahren, die Koeffizienten Aq, A^, . . , 
duieh RekuiBion za ennitkeln. £■ ist nämlich eineraeita nach (3): 

aiid«E«i8«it8 nach (2): 

•^^^ — 1 — Qi09»(A^ -h Äi cos X C08*ar -h • • -h ©o»""^«) 
+ (1 — coi*«) (Aj^ + 2^ cos « + 3 coa'a? + •.. + («— 1) coa" -»«), 

und durch Vergleichung der beiden rechten leiten ergibt sicli, da die 
Koeffizienten der einzelnen Potenzen Ton cos;i übereinstimmen milssea, 
das Sjstem linearer Gleichungen: 

(m - 2) A,_, - (- !)•->(;) + (»-!) A„„ 

(• - « + 1) A-.- (- 1)— („ ,) '"(,:;,"' + (— « + 2)4.—., 

dazu kommt noch^ bei Vergleichuiig der abaolaton ÖÜeder, die Kelatiou: 

die man zor ESüiang der Reehnniig beantzen kann. 
4« Wenn man in 

Zähler uud Neimer nach Potenzen von x entwickelt, ho iiugiunt die 
Entwicklung des Nenners mit dem filieclo 

(^■\-h + c^i 

das ala von Noll yerschieden Torautgeaeixt werden möge; bei der 
Bestimmimg toh e^fC^,., nach der tfetbode der IteibenentwieUung 
mit unbeetimmten KoeflizienteD ergibt nich in der Tat immer eine 
Ton NoU Teracbiedene Samme dieHer KoefflKienten. 
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Soll jetzt die Entwicklung von ^(x) nach Potenzen von x mit 
einer möglichst hohen Potenz von x heginnen, so gilt dasselbe Ton dar 
Ableitung nach x, die sich als ein Bruch mit dem Kenner 

ergibt, wahrend der Zähler sich als eine ganze Fu Fiktion von cos x 
Grades n -f- r darst^'Ueii läßt; denn wenn ni eine gaii/e positive Zahl 
ist, so wird co*? ;» c eine ganze Funktion dea (irades m von cosi, 
Binmx aber gleich sina; mal einer ganzen Funktion dee Grades w — 1 
▼on cosx. Die Entwicklung der Ableitung von ^(x) nach Potenzen 
Ton X beginnt aber, weil c^-h ("^ -\- - - • von Null verschieden ist, 
mit derselben Potenz, wie di.' des Zählers, folglich muß inan dafür 
sorgen, daß diese mit einer möglichst hohen Potenz von x anfängt 
Setzt man wieder 

80 wird der Zähler ebe ganse Fanktaoii dea Grades 2(n-^r) m 
mau, mitiim muß er die Form 

haben, wo B eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet 
Hieraua folgt, daß die merkwürdige Formel gilt: 

dL (X) BBin'f-^»^! 
^ ^ dm («0+ *i «»'-H — • + <voosr«)»* 

ist z. B. n -= 2, r » 1, so erhalt man: 

j „« • I • Ä 192 Bin« ^ 

d / 28 Bina; + Bin 2x\ _ _ 2 

dx V 18 + 1« co»«~ / (18 4- 18 cos x)'* 

Aus dem Ton Lampe gefundenen Funktionen L»,r{x) kann mso 8» 
intorcosante Aufgaben der Differentialrechnung entnehmen; um das 
Aufboten des halben Bogens an vermeiden, wird man gut tun, x^2it 
einsufthxen. Dagegen ergibt sieh auf diesem Wege nieht die uxunittd- 
bare Bestimmung der Konstanten \, . . ., 2>,; Cq, . . c/^ B. Man kSants 
swar den Ausdruck (4) für die Ableitung Ton L»^r{p) daau benntna, 
allein die Gleichungen, die man erhalt, sind so verwickelt, daß ohne 
Zweifel die Methode der ReihenentwicUung mit unhestimmtsii Kosffi- 
mmten den Vorzug verdieBt. 

Hannover, im Juni li>UÜ. 
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Eiliige neue Pomeln 

zur aügenäkertexi Berechnung des Bogens aus dem Sinus. 

Von Emil Lampe in Berlin. 
« 

S«it dor VeröüiBnllieliniig te AnlHitoei^ su iiem Hanr Stftekel in 
dem Tonogehenden Axtikel eme elegante TeniiifiH^iuig in der Herleitung 
der dort gegebenen Formelii nutteät, habe idi in YeraUgemeinemog 
der Benehnng^ anf welche neh die Hu jge nasche Naherungskonatmk- 
Üon fOr die Lange einet Kreisbogena xnrQckftihren läßt, einige nene 
Formeln ftbr meine Übungen in der hSheren Mathematik aufgestellt, 
die ich bei dieser Gelegenheit zu gleichem Gebrauche für andere Lehrer 
abdrucken lasse. 

Man setze das Produkt: 

(«1 - !)(»• _ l)(a» - 1) . . . («•-- 1) - 

(Im 

80 ist: 

^ I — wukx + (T Sin - ) mm X — . 

* 

j,- (sina; - a»^^ Sin - + a** Sin ^) - x + + . . 

1 / • f — 1 • X •«•—1 , » . a;\ . 

^ (- «n - - «• «n +«'^8m^)- »-^, +..., 

i(.m.-«'^; - ' .in : +a».?-:- ' . ül" ' sin 4 

-•"•yzn ""i* + «" si) - + 5^,1 + • • 

-L /_ Bin T J.n9 — ^ « a»»^ 1 a*— l . x 
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Diese Formeln erweuen sieh als beeondeire Falle der folganden: 



P 
■ 



• i« — la — I« — 1.x 

^ Qr -o. — _ . — _ . am — 

^ ««-^1 — 1 a*— 1 «• 

4- o — 1 a —1 a — 1 a — l . « 
*• o^— 1 a* — 1 a*~l a» — 1 ■*^«* 

Setzt man a «-* 2 und x gleich einem aliquotMi Teile Ton Tt^ dessen 
Sinus bekannt ist, z. B. jsr, jjr usw., so lassen sich die Sinns ton 
\x, . . . leicht berechnen, und man kann daher die TorsteheadeB 

Formeln zur angeniherten Berechnung Ton » benutMn. 
Für a — 2 lauten die obigen Formeln: 

öin -i- Ö bm ^ j — « — -{ , 

i^sin X — 40 sin ^ + 2öG sin = + + • • 'i 
(- sin a? + 168 sin | - 6876 sin | + »2 768 sin - x - , + • • 
,^\^5(Binx-680Bin| +913928inf -278ö2808in | + 16777216fiin f^) 



«••II! 

Berlin, den 7. März 1907. 



Uber die größte Schwankung einer auAlytificiien Fonktioa 

in einem Kreise. 

Von Edmund Landau in Berlin und Otto Toeplitz in Göttingeo. 

!• Es sei (p{x) eine f&r \x\^R regulSre analytische Fonktioiu 
Es sei D ihre grKftte Schwankung auf der Grenze, d. h. der grSAte 
Wert Ton \(p{a) - (p{h)\ för [«l-Ä, |5i -Ä Daim ist, wie Hcir 
Schot tky^) bewiesen hat, 2 D 
l9'(0)li-^ 

1) „über <lie Wertschwankungen tlor harmonischeu Fuuktionen zweier reellen 
Veränderlichen uud der i-unktionen eiues komplexen Arguments", Journal für diA 
leine nad angewandte Ifathematik, Bd. 117, 1M7, B. 25S. 
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Ober die gröfite Schwankung einer analytischen JTuuktion in einem Kreine. 30S^ 

ua, WM E. Landau ^) bewiesra bat, sogar 

El fragt eich ninii ob die Konstante ^ dureh eine noch kleinere 

ersetzt werden kann, und, wenn dies der Fall iat| welcfaei die kleinit- 
mögliche Eonstante isi D. b. es fragt sieb, welche Konstante « den 

beiden Bedingangen genügt: 

1) Jede für reguläre Funktion erfttUt die Beziehung 

l9'(0)l^«|- 

8) El pbt bai gagdwnem S>0 räe IWktkw wekhe in 
«iB«m Kwiw |«| ^ ngoBr iat, and IBi wdebe 

i9'(0);>(«-(>)| 

ist 

Es ist jedeo&Us 

da für eine lineare Funktion 

y(af) — <i| + 

nnd beliebiges R>0 
slio 

i»'(o)i-i». =;^>G-*)b 

Ist Ferner ist nseh Hemi Sebottkj 

und nach £. Landau 

«^^-0^77..., 

also 

Op£u^ 0,577 . . . 

Es ist ans nun die Bestimmnng too m gelnngettr and swar ist 

1 



l'i „über eim>e rtifflmchheitsberiehunprm in der Tn^orie der analytische« 
Funktionen'', Archiv d«r Malhematik niHi Phymk, S. Reihe, Bd. 11, IM«, S. 35. 





304 Edmund Landau und Otto Tosrntz: 

wift wir im Folg«ndni beweiioi woUml Die Bahaaptmig ImM alio: 
^Weon ^(x) für |x| regallr ist, ao ist 

(1) k'(0)l^iff." 
Anden ausgedraokt: „Wenn 

^(x) — + o,« + • ' • 
iBr \x\^M regolar ist, ao gibt es ein Zahlenpssr a, b, für welche« 

|«|-Jl, 'ftl-B 

and 

(2) |y(«)-9(fr)ik2Äla,| 
ist«. 

Wir werdsn sogar seigany daB (2) stets für «m passend gewiUftei 
Zahlfmpaar a, h erfUlt isl^ das den Bedingnngan 

la|-ü, 6^ a 

genügt 

In der Tat ist Hir die Funktion 



— o, + a,ar* -1- a^ar* + 



r^ulär; da der absolute I?etrag einer für \x regulären Fonktion 

seinen größten Wert des (iebietes ! ! ^ ß in mindestens einem Punkte 
der Peripherie \x[^ M erreicht^ gibt es ein für das 

|ai-Ä, 



2ä 



ist, also 

ly(a)-y(-a)| ^2R\a,\, 

was zu iMweisen war. 

2. Dieso Tiit suche liibt sich auch durch folgende Schlüsse begründen, 
bei deren Auslülining uns eine Mitteilung des Uerm Fej^r über ein 
anderes Problem^) beeinflufit hat Es ist 



1) Dsnelbe beng lidi auf Funktioma nellir Yeiiablsn. 
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«0 X den Eraifl Be^* in pontiTom Süm« daieUAnfty alflo 



in 



« Sa 



in 



% 

und daherj wemi 2)' das Maximum von , 9> (o) — 9» (— ö) | |aj — JB 

4xE (p'(0)\£2ifD% 

3, Nadkdmn wir dieae Beweise der Relation 

ll»'(0)l^i| 

gefunden hatten, vermuteten wir, daß in ihr duä iiieichheitszeichen nur 
fUr die lineare Funktion 

(und beliebiges M) gilt, daß also für jede andere Funktion und jedes M 

ist Wir teilten den Inhalt der obigen Nummern 1 imd 2 sowie diese 
Vermutung Herrn Hartogs mit und Terdanken ihm folgenden Beweis 
jener Tatsache, also des Satzes: 
„Wenn 

•-0 

ftr \x',^B regnlir und 
ist, 80 ist 

= «8 — «4 — % — — 0." 
AnblTtelbtktBaillktuiA Plvalk. miMhfc ZI. Sl 
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Aus d»r VomuaBetsiiiig folgt wegen 
zoaichBt, daB 

ist| da sonst in einem passend wählbaren Punkte der Peripherie 

also 

D>2R a,\ 

wäre. Demnach ist 

Wenu qp(d?) nicht + ^^i^ ist, ist q>'{x) nicht konstant; daher 
läßt sich, falls a^^O ink^ a so wählen, daß {aj >- i2 tmd') äjf '(a) 
nickt reell iet. Wird , 

gesetxt, Bo iet für reelle & 

- («fi^O - + 2aai} l?P(Äe-»0 - 9(0) + 2ää,), 

— Äte-*'y ' (öe- { tp {ae "*') - 9 (a) + 2aa, ) 
» 291 {aiVy'Ca«**) (^(öe-^O- + 2««,)}. 

Der Wert dieser Ableitung für # = ist 

- 29i(af9>' (a) • 2ääi) » 4i2'»(fä,9'(a)), 

also von NnU Tenehieden^ Daher gibt es ein reelles für welches 
, y (ae - y a) > . y (a) - y (- a)i* - 41i« , |', 
Xae*')-9(-«)l>2Ä|ait 
ist, 8oüaß, entgegen der Voraussetzung, 

wäre. 

1) Für a, ^ 0 ist die Bebauptuug trivial. 

S) f beseiehDe im Folgenden die n « lionjo^Mle kimiplez« GiO^ 
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4. Wir wollen nnxunehr folgenden allgemeineren Satz beweisen: 
yWflnik ^(x) fftr I I ^ £ regulär iat und die größte Schwenkung 

▼on (p{x) (fir \x'.=r liezeieluieti wo 0<r^ B ist, so nimmt 

mit waclisendem r niemals ab, d. b. für 0 <r <f vat 

(?) 

Hierin iat die in 1 und 2 bewietene Relation (1) enthalten, de 
offanbar 

(4) 9.^0; 
iat nnd ans (3) imd (4) 

fblgt 

Die Behauptung (3) beweisen wir folgendermafien. Die Funktion 
zweier Variablen 

y( g) — yCxy) 

ist für \x \ ^ It, \y\ ^ 1 regulär; das Maximum ihres absoluten Be- 
trages für ! 2- ' r, I f/ ' = 1 ist also kleiner oder eben so fTToQ als das 
Maximum ihres absoluten Betrages für ' z | = f, j y j — 1, wüU<r<r^ii 
isif womit die Kelation (3) bewiesen ist 

Den 7. Oktober 1906. 



Das Abrollen von Kurven bei geradliniger Bewegung eines 

Punktes. 

Bemerkongen m dem Aufsatse gleichen Titels von P. Xokott [Archiv (3) 11, 

1906, 60—63]. 

Von H. WiSLBiTNEft in Speyer. 

An der angeführten SteUe hat Herr Kokott mehrere Beiapiele 
gegeben für den FaU, daß eine Karre anf einer andern abroUt, wo- 
bei ein feater Punkt der Ebene der ersten Enrre eine Gerade he- 
achnibi Es war dem Teriasser dabei offenbar enigHiigtui, daß alle 
diaae Beiapieley mit Ausnahme Tielleioht von Nr. 7, bareits bekannt aind. 
9ia sind, mehr oder minder ezplitit, k. B. enthalten in K. Geaäroa 
TiodetuM^en iSber natS/r^die Geometrie^ Li ip/ig (Teuhner) 1001. Da sie 
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aber aueh dozi nur gdegeatüch aniireteii, irt ei f&r di« Leaor de« 
ArobiTS Tielleieht Ton laieretse« wenn ioli im folgendan, unter Bm- 
7orli«biiiig eines alle BeispieU amfaeeeoden Satae«, der bei Herrn Kokott 
ebenfalla fehlt» eine Znsammenatellang ▼ereachey wie sie unserer heutigen 
Kenntnis entqireclien rasg. 

Das Band, das alle derartigen Sätia Terknfipft, ist das Tbeoreni 
Ton Habich^): 

Wmn hä der MwkJtkmg eUier Kurve K auf einer Oeradm F em 
in der Eime der Kwme fester Punkt P eine Kurve A heeciureibt, » läßt 
die Fußpunktkurve ^ von K in hegug auf P, wenn sie auf A ab- 
rm, den Punkt P die Gerade F heedvreSben, 

Ist nun K eine Sinusspirale'), P ihr Pol, so wird A zu einer be- 
stimmten H i baucourschen Kurve, <t> ist aber wieder eine andere 
Siuuss])irnle, nud so erhält man als Spezialfall des Habichschen 
Theorem» deu Satz: 

Rollt eine SinusspiraU vom hklij n auf einer Eibaueour srJien Knrre 
vom Judex 2w — 1, $u beschreibt ihr Fol die geradlinige Direktrix der 
letaleren. 

Diese bellen Sätze, im Verein mit der Nr. 7 des Herrn Kokott. 
die ^Af^h nicht recht eiutügt (s. unten Nr. 7) geben 7,ti folgpiiilen Bei- 
spieiea \ eraulassunir, wo bekannte Kurven aufeiniin<li r rolieu. 

1. Ist K ein Kreis, so beschreibt ein beliebiger Punkt /* seiner 
El)ene eine Zykloide (1. verschlungene — 2. gespitzte — 3. geschweifte). 
0 ist dann eine Pascalsche Schnecke (1. mit Knoten — 2. mit Spitze = 
Kardioide — mit isoliertem Punkt). P ist der Doppelpunkt der 
Schnecke; er beschreibt die Direktri.x der Zykloide (Kokott Nr. 2 und 3). 

2a. ist K ein Kegelschnitt (l. Ellipse — 2. Parabel — 3. Hyper- 
bel), so beschreibt ein Brennpunkt P eine Delaunaysche Kurve (1. ellii>- 
tische — 2. gemeine — 3. hyperbolische Kettenlinie). Die Fußpunkt- 
kurve ist ein Kreis oder im Falle 2 eine Gerade (Kokott Nr. 6). 
P ist ein beliebiger Pnnkt der Ebene des Kreises oder der Geraden. 

ISb. £s sei P der Mittelpunkt eines Kegelschnittes K. Dann 
ist A eine Sturmsche Kurve. <t> ist eine Boothsche Lemniskate, deren 
Mittelpunkt P ist. Spezieller Fall: K gleichseitige Hyperbel, 0 Bernoull i - 
sehe Lemniskate, A Ribaucoursche Kurve Tom Index 3 (Kokott Nr. 1). 

3a. K sei eine Zykloidale (gespitzte Epi- oder Hyposykloide). 
Der Mittelpunkt P des Basiskreises beschreibt eine Ellipse A, Die 

\i Sur ies rouidtes. — Mathesis 2, 1882, 14.')- 148. 

*2} bez. Definition und Eigenschaften dieser und der audereu hier erwiUinten 
Kuxren aehe nati das Baeb TOn (i. Loria, BpetieUe Kurven^ Leipzig (Teabn«i) l*Ot. 
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Fußpimktkurve 0 ist eine Bterafönnige Trochoidale (Roaen-EiirviB 
(Kokott Nr. 6)). 

Sb. K sei eine gewöhnliche (gespitzte) KreiserolTenie^ dann ist A 
eine Parabel, <t> eine Archimedische Spirale (verschlungene Kreise vol Tente). 
Dies ist der von Herrn Kokott unter Nr. 7 erwähnte spezielle Fall 

3 c Ist K eine Pseudozykloidale *) (1. Parazykloide — 2, Hyper- 
syUoide), so beschreibt der Mittelpunkt P des Basiskreisee eine Hy- 
perbel A mit r alfl (1. reeller — 2. imaginärer) Achse. Die Fußponki' 
kurve 4> irt eine spezieUe Pseudotrochoide (1. Dififerenzenspirale — 
2. Summenspirale). Spezieller Fall: K eine Peeado^kloide, A eine 
gleichseitige Hyperbel; eben&lls zwei Arten. 

4. Rollt eine logarithmische Spirale K auf einer Geraden BO 
beschreibt der Pol P der Spirale eine Gerade deren Neigonga- 
Winkel cd gegen F durch die Gleichung ig a l gegeben ist, wenn 
die Gleichung der logurithmischen Spirale in Poiarkoordinaten q » 6V 

ist 0 ist zu K kongruent.^) 

Bemerltnn'.' !>'> logaritVinuHrh*' Spirale kann als «wischen Para- und 
Hypem'kloidea Hteuemi betraclit*^t werden fCesiro S. f)Hi. Die Hyperbel A ist 
daxiu iu ein Liuieupaar auugeartet; diu ilyperbelachsen vertauschen aicU beim 
Übergange. 

6« Die Sinnsqpirale Tom Index n | ist die sogenannte Tecbirn- 
bftnteniehe Knbik (Loria S. 401, t>14 und 666). Der Pol P teilt die 
Stred^e Tom Knoten bis zum Sebeitel der Schleife im YerhSltnie 8 : 1. 
Dieter beecbrelbt beim Rollen auf einer Geraden naeb einem Satze Ton 

Bonnet eiue Ribaucoursche Kurve vom Index — ,-- == — 2, d. i. eine 

n-f- 1 

Parabel. Gleichzeitig ist die Tschirnhausensche Kubik die negative 
Fußpunktkurve einer kongruenten Parabel für den Brennpunkt als Fol 
(Salmon-Fiedler, Höhere Kurveti, 2. AuH. Leipzig (Teubner) 1882, 
S. 135.)') <t> und A sind also zwei kongruente Parabeln, P der Brenn- 
punkt der einen (Kokott Nr. 4). 

6. Wenn eine gleichseitige H}-^)erbel <t> auf einer Sinusspirale A 
vom Index n^ — b loHi, so beschreibt der Mittelpunkt P der Hyperbel 

1) AuBfQfarliche Literaturangabeu bei £. Wölf fing, Über PseudotrochoKiün, 
ZeitMbr. Math. Fhjs. 44, 199^166, 1899. 

• 2) Der Winkel » <-> 1»*, den Hm Eokott iirtflmlich ab für alle leg. 
Bpiialen geltend hingestellt, entspricht nur der S]iirale c ^ Ci^ . 

Vi) Bei Loria (S. 80'xr, der hv\ <1<t KüUe des StutiV-H oirenbar die Identität 
der ^i) iletinierteii Kubik mit di-n an den anderen zitierten Stellen behamielten 
Kiincii übersah, wird sie als »TriBekirix von Catalan« aufgeführt. Außerdem 
teilt mir Herr E. KOstlia mit, daA dev tod Herrn Loria (S. US) fiachtig erwähnte 
Ort der Mittelpnakte atter Sreiie, die eine Parabel berflfazeD ond dnrdi deren ^ 
Btennponkt gehen, ebenfalls die Ttehimhaasentche Kubik sei. 
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eine Gerade F (CeBäro S. 96j. Die yermittelDde Kurve K ift hier die 
negative Fußpunktkorve der gleichseitigen Hyperbel in begnig auf da 
Mittelpunkt^ eine wenig beachtete Linie. 

7* In Nr. 7 stellt Herr Kokott einen Satt anf, den man ao avi- 
sprecken kann: BoUt eine Spirale kdkeren Grade« 0 mit der Gleichung 
in Polaxkoordinaten 9* auf einer Ptoabel höheren Gradee A mit 



der kaitesischen Gleichung x — --r— ~—, so beschreibt der Pol P 

der Spinde — 0) eine Gerade T. Es ist intereMant hier die 
Kurren&milie K an bestiniBieny die im Sinne dee Habiehichen Theo- 
reme yermitteli Das sind die negativen Fnßpuiktknrven der Spiral« 
höheren Gradee in bezug anf den Scheitel, Enrren, die fSr ein aO* 
gemeines n offenbar nodi nicht nntersneht sind. Ich will daher 
wenigetene ihre Gleichungen anfttellen. 

Das Lot auf einem BadiusTektor hat die Gleichung 

1 

(1) xeoB0^pmn0'^a$', 

Sind aleo u und v Pl&ckersche Linienkoordinaten, so iat 

_i 

(2) au^ — e*cimO, «9 — — ^ »sin^, 

woraus sofort die Gleichung in Linienkoordinaten folgt: 

(3) o"V\m'T^)'' • arctg ^ — 1- 

In kartesieehen Koordinaten erhilt man eine Parameterdarstellnng^ 
indem man (1) nach 0 differenaiert. Dies gibt die Gleichung 

1 *— 

(4) — « sin ö 4- y cos ö ^ - aö " . 

Nimmt man hierzu (1), so ergibt sich für die gesuchten Kurven 

1 — » 1 — )« 

(6) a;-^d » (» ö cos ö ~ sin Ö), y = " (» Ö sin ö + cos Ö). 

Man erkennt hier für « — 1 sofort die gewöhnliche Ereisevolvente, 
die negatiTo Foßpunktkurre der Archimedischen Spirale (f ^ aB 
(Nr. 3 b). 

Um eine Darstellung in natürlichen Koodinaten s (Bogen) uud 
Ü (Kriimmungsradias) zu bekommen, berechne man ^ aus (5) und 
bedenke, daß 0 ab Tangential winkel genommen werden kann (höcb 
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stens abgesehen von einer additlTeu KoustaQt«u)| sodafi ^ geseUt 
werden d^rf. Mau erhält 



(6) 



1^ ^« in tf(l -„+,««>) 



TUld iiienus ^ oder 

1— >»i 

(7) -R-ä^ " (1 -» + »'0') 

Diese beideu Gleichuniz;* n (7) und (7*) geben eine Parameter- 
darsteüung in natörüchen Kuordmaten ; es genügt aber schon eine, 
etwa (7), um die in Rede stehenden Kurven zu chaiakterisieren. Wenn 

nim der Expimeut gleich einer poBitiven gftosen Zahl g (0 ein* 

geeeUofleen) wSfe, eo w&re gem&fi dieser Darttellinig die fragliche Kunre 

eine (ß 2/^ Kreisevolvente. ^) Zu diesem Zwecke ist nur « = zu 

nehmeUi idso gleich einem Stammbruch. Wie wir schon wissen, ist 
aneh noch der Fall v - 1 niit einachließbar, welcher der ersten Kreis- 
evolvente entepricht. Die als Ort des Mittelpunktes P des Grundkreises 
Tom Radius a au^tende Parabel höheren Grades hat dann die Glei- 
^nng ^) x"** Dieser Satz ist aber nur ein spesieUer it'all 

einea allgemeineren Theorems, das ieh in der nftehsten Nummer anf- 
stelleii will 

8. Ks sei die abrollende Kmrye 0 eine algebraische Spirale mit 
der Oleiehnng 

Der Pol F {q = 0), der für die Spirale ein n-facher Punkt ist, 
soll eine Gerade F beschreiben. Dann hat man für die feste Karre A 
nach dem Yeriahren des Herrn Kokott gdO ^ dx, also 

(9) a?-a + <ib« + iaiö»+ ... +^-^ja.Ö-+>, 

dazu 

(9*) y-a^ + <HÖ + ajÖ=*-i- ••• + a^Ö». 

1) Vgl. H. Onnen, Discmsion d un Systeme de ^^k'alei d'aprii loiirs eqtMtion» 
estentieik». Arch. NeerL 10, 1U76, S. 879. 



Digitized by Google 



(12) 



312 H- Wmranmt 

Diese beiden Gleicliiirippn geben eine Parameterdarstt lluii^' ^ier 
Baeiekurve A, die hiemach eine algebraische, sog. 4' rational ganze Kurve 
(w -f l")***" Ordnung ist. r ist identisch mit v = 0 Um K zu erhalton. 
suche ich wieder die n^paÜTeu Fußpunktkurveu tou (8). Man hMi 
die beiden Gleickongen 

(10) l **^^ + l'»™^'""o + *H^ + ' 

l— «iin 0H-yco«0 — a| + 2a|0 + \-na,^-^ 

und hieraus 

|ar - (a^ + 0|ö + ♦ . • + a,d") cos ö - (Oj + 2a,ö + ."-|-i»a,ö"- ijsin« 
(y-(a^+flitf+"H-a.^)"m«+(a,H-2ii,tfH--.-+iia,^'*»)ooi<t 

fSsriieif 

^ [(«»+»«i)+(«iH- 60,)«+. +»(11-1)00-« 

^- [(S + 2fl,) + (a, + 6a,)ö + ... + (a._,+ii(n-l)aJÖ-« 
also 

(13) ^«JB^ (0^-1-20,)+ r«j + 6ag)«+... 

Dw irt aber die natttrUohft G-leickimig eiiiAr ganx aUgemeioen 
11*^ KraiwTolveiite. So haben wir nicht nur den Sata, dafi die 
pmHäkmve emer i»*^ J&etMMltwnj« «n leMug auf dm M^l^pMdi d» 
Gnmährekes mm olgArmadie Spirale vm der Gieiduitigtform (8) isf, 
sondern Termittels des Habichschen Theoreow auch den folgenden: Bäk 
eim nf KreitevoheHte auf einer Oeraden, so hesAreSti der MMpmdst 
ihres Grumdhreiees eine raüonal'ganie älgelnraisdie Kurve (n + 1)'^ Oränmg. 

Unter diesen höheren Ereiserolventen ist besonders eine eingehender 
betraohtet worden, nimlich ein spegdeUer Fall der sweiten, d. L die 
sog. Sturm sehe Spirale (oder Spirale Ton Norwich) mit der natfii^ 
liehen 01eichnng 

(14) 9 as* « (Ä 4- 2a)* (B - «). 

Da man für /? — 0 ä = ± |a« erhält, sind ihre beiden Spitzen 
ima&rinär und sie hat uugeiähr die Form einer Archimedischen tSpirtJe. 
Judem ich nun 

JB-a(Ö-/i)(d~v) 

S. A. Brill, tlW aSitgtdaritäien ebwtt «^eftraMber Kmnoun imd eiw 
neue Kurvenepetie», Math. Aim. 16, SM— MB, 1880, bM. § 1. 
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mIw, mit der Bedingung, daA 8^ f^^^ für beew. tfa>ir 

0 

fßeiek ± |af werde, bekomme ich sohließlioh /* » — v dabei 
(16) Ä-a(l + «^, «-^"ö(3 + n 

wonne in der Tat darch Elimination von 0 wiedei' (14) folgt» InloJlge* 
dessen erhält die rollende Spiialey die Fnßpanktknm der Sturm Bohen 
Spinde, die Clleichiing 

(16) Q-aeß^a. 

Das ist eine Gralileische Spirale. Fär die Basiskurve erhält man 
die Darstellong 

(17) jc--|ö(3-d>), y--a(l-Ö^ 
und hieran« 

(18) 9aaf«-(y + a)(y-2a)» 

Das ist aber eine Tschirnhausensche Kubik, deren Pol in — 0^ 
y = — |a liegt, wie man durch Transfonnation za der bekannten 
Qleicbungsform leicht feststellt. 

Demnach hat man die Sätze: Rollt eine Stur Spirale auf emer 
Oeradenf so beschreibt der Mitf elpunkt ihres Grundkreises eine Tschirn' 
hausensdie Kubik. — EolU eine bestimmte Galilei sehe Spirale auf 
einer geeigneten Tschirnhausenathen Kuibikf so beschreibt ihr Fol — 0) 
eine Gerade. 

Bemerkung. Nimmt man nln feste Knrvd eine rati<Nial*gaii«e algebiaiache 
Karre von der apeziellen Gleicbungefüriii 

(W) ^ = «0 + «iy + «»y*H 

Bo erbflli man für die rollende Xiurve 



oder 



n 



wonHie nun die idion enrfthnten Reealtate fBr die logarithnueche Spirale 

(0, = •••=» = 0) und die AxchimedUche Spirale (a, i= o, = = = 0) 
wieder ablesen kann. All*;en)ein aber scheinen weder die Spiralen (SO) noeh ihre 
negativen Fufipouktkurven behandelt zxi sein. 

Jede Bewegung kann bekanntlich umgekehrt werden. Es hat aneret 
M. Ohaales darauf hingewiesen, daß, wenn ein Punkt P einer bewegten 
Ebene £ auf einer festen £bene rj eine Kurve T beschreibt, bei der 
umgek^irfcen Bewegung wo 17 ak beweglich, s ala fest gedacht wird. 
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die Kurve f immer durch P geht.^) Demnach kann man das Hab ich sehe 
Theorem in folgender Weise umkehren: Wenn bei der Ahwiddung eiwr 
Kunie K nnf nnrr (reraden F ein in der Ebene von K fester Ptmkt P 
eine Kurve A be^weH^tj und es rollt A auf der Fußpunktkurvee <t> ixm F 
4n hezug auf K aZ>, so geht die mit A feshjerimnäeite Gerade F immer 
durdi F (Cesaro § 68). Wir köimen so jedem der oben an^efOhrtee 
Satie einen dnaluitiB^ea gegenabetttoUen. 

Speyer, 28. Nor. 1906. 



Über singolAre Punkte yon Batunkiirveii. 

Von Otto Bieumann in Brünn. 
Wir wollen Baumknrren betrachten, die eine Darstellung gefanden 

und wollen etwa die Variable x als Unabhängige hinstellen nnd die 
Kurve in der Umgebung ihres Punktes (x^, y^^ durch die beiden 
R«ihen darstellen: 

^ ^ ^0 » ^ - + ^ (^)^ - + • • • 

Diese Reiben haben die Eigenschaft» die Qleichongen ^ <* 0» 6^ * 0 
identisch su erfEÜlen, d. h. es wird 

F {X, y, z) _ {F), + l, (^^, {x - X.) + i^^^^ ix 

(i (X, y. .) - (G\ + (^^f )^ (X - X.) + i (X - X,)» + ...» a 

Man hat deshalb: 

1) Aper^ h««eor«9«e elc., Pttis 1875, 8. 408. 
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und kann aus dem ersten, bezw. zweiten Paare dieser (ileichungen im 
allgemeinen die ersten bezw. zweiten Ableitungen Yon y and e nach x 
au der Stelle (tq, y^^ jer^) eindeutig bestimmen, nsw. 

Wenn aber diese Bestimmnng nicht eindeutig möglich ist, so heiße 
der Punkt ein singulärer Punkt. Diese Definition ist von der sonst 
üblichen rerschieden, wenn nämlich die Art des Verhaltens der 
Schmiegungaebene an verechiedenen Stellen der Knxre in Betracht ge- 
sogen wird. 

In dem singuiären Punkte unserer Art muß also, wenn wir die 
Ableitungen Ton F und G nach x, y, m an der Stelle (^y»^ niit 
Fg, F^, F^f G,, G^f G, beceichnen, die Determinante 

▼erschwinden, nnd damit eine Unbestinuntheit dea Oleichongenajatemee 
fttr (^^^ — 3fo9 (d^X*"'^ eintrete, mnß noch eine der beiden Deter- 
minanten 

nnll sein. Doch wir sehen, daß denn, wenn die erste nnd eine der 
beiden letiten Determinanten Terschwindet, auch die dritte nnU sein 
mnß. Die singnlaren Punkte sind somit die Funkte, für weldie diese 
Determinanten und die Funktionen F und G gleicbaeitig Tenchwinden. 

Nun aber können wir sagen, daß die Baumkurve an einer stngn^ 
ISran Stelle mehzeve (wenn auch imaginire) Fortschzeitungsrichtungen 
besitzen wird, und daß deshalb an der Stelle {x^ nicht am Ende 
bloß ein Paar Ton Werten ftlr die «weiten Ableitungen Ton y und m 
nach X besteht. Wenn mm Beispiel neben dem zweiten Ptore der 
froheren Gleichungen die Determinante 

F,G.-0,F, 

gleich null ist, so mttssen zum Eintritt der ünbestuumtheit der Lßsnngen 
noch die folgendeai zwei Determinante Twschwinden: 

Q., + 2G,^y,-¥2G,,3',+ G^^y.'^G,fy\ G. ' 

\F,, + 2 F^^y; 4- 2F,,z', + F^^y* + F,/,\ F^ 

Danach sind aber die Fortschreitongeriohtungen und somit yö, in 
einem singnlären Kurrenpunkte durch swei Gleichungen zweiten Grades 
zu bestimmen, tmä es gibt darum m eimm uMien Punkte vier Fort- 
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schreüuiifjsr/chhtngen, bei wplchpin ein&chsten Falle eiues äiiigulärea 
Punkte- ^vir stehen bleiben werdeii. 

Ob aber in einem singulären Kurvenj.unkte vier reelle Fort- 
echreitungsrichtungen exiBtieron köuiieri, oder ob nur zwei oder gar 
keine solehen bestehen, dafür ««ind nu^ deji Kesuitanun di r zuletzt 
in Kede gebrachten zwei Uieichungeu m und Sq Aut'sclüüBse zu 
erholen. 

Diese Resultanten sind ganze Funktionen rierteu Grades in und 
e^, etwa 

beziehungsweise 

die dch mit RliokBiclit wsS die Belatioiieii 

aul' eine veränderte, aber — floviel ich ersehe — nicht vorteilhaftere 
Form bringen lassen. 

Aus der Kesultante ist zu ersehen, ob und wann der einzelne 
Koeffizient an einer der sinfriilären Stellen null wird, und unter wid^^bea 
Umständen an einer btsonib irti Hincrnlaren Stelle die in zusammen- 
gesetzter Form anzugebenden iSullstellen der Kesultante reell oder 
komplex sind. 

Zur Benrtfilung der KurvenbeschiitlViiheit in einem singulan^n 
Punkte sollen danach nur die folgenden Bemerkungen gemacht 
werden : 

1. Es snlii 11 drei Koeffizienten der Resultante in j^q an einer za 
untersuchenden sin^ulären Stelle versehwinden. 

la, Ib. Wenn die aufpinaiiderfolgenden Koeffizienten a,, a,, null 
sind, und aber ein gleiches Zeifh' n habeti, so muß es vier kom- 
plexe Nullstellen ffir die erste Ableitnng ^f^^ geben, und der Kurrenpunkt 
wird ein isolierter- wenn aber und von entgegengesetzten Zeichen 
sind, HO gibt es zwei und nur zwei komplexe Nullstellen derselben 
Ableitung, und die Kurve geht darum durch den singuiären Ponkt in 
zwei reellen Zweigen hindurch. 

Nun können auch die Koeffizienten n^, ti., oder Og, endlich 
<*i» <*3> «4 versehwintl<'n nnd entsprechend wi rdcn: 

I. 2a. Zwei Wurzeln null und zwei komplex, wenn sgn «• agn Og 
ist Aber: 
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L 2\k Es werden Ewei Woneln noU und zwei reell, wenn 
igD Oq => — 8gn Ol ist. 

I. 3* Im niSehsten Falle ist eine Wurzel null, eine zweite reell 
mid die weiteren zwei sind komplex, also geht die Kurve in zwei reellen 
Zogen durch den singulSren Punkt. 

L 4. Es sind drei Wurzeln null und die vierte ist reell^ Bodaft 
jetzt Ton dem Kurrenpunkte vier reelle Kurvenzüge ausgehm, von 
denen aber drei die gleiche FortBclireitimirsrichtang haben. 

II. Jetzt lassen wir zwei der Koe£dzienten a^, o^, a,, verschwindoi. 

II. 1. Fallen zuerst zwei aufeinanderfolgende Koeffizienten aus, 
80 gibt es mindestens zwei komplexe Wurzeln, und der singulare 
Knrrenpunkt wird ein .^Knotenpunkt'^, durch den zwei Zweige gehen, 
oder er wird ein isolierter Punkt. 

Bevor wir weiter den Fall setzen, daß zwei nioht anleinander 
folgende Koeffizienten null sind, sprechen wir von dem Falle, wo in 
der Resultante nur ein Koeffizient verschwindet. 

III. 1. Haben die Benachbarten dem verschwindenden Koeffizienten 
gleiche Zeichen, SO gibt es mindestens zwei komplexe Nullstellen, und 
der singu^re Kurvenpunkt ist wie früher ein Knotenpunkt, oder er ist 
ein isolierter Punkt. 

TU. 2. Haben die dem verschwindenden Koeffizienten benachbarten 
Koeffizienten der Resultante ein ungleiches Zeichen, so gibt es vier 
oder v.wri oder keine reelle Nullstellen, und es gehen entsprechend viele 
reelle Knrrenzüge durch den singularen Funkt hindurch. 

IV. 1. Wenn die Ko^zienten und a, null aber a^, a^, alle 
^eich bezeichnet sind, so wird es vier komplexe Wurzeln geben. 

IV. 2. Existiert aber in der Reihe der Zeichen von a^, ffj, 
ein Zeichenwechsel, so kann der Kurvenpnnkt entweder ein Knotenpunkt 
oder ein isolierter sein. 

IV. ?>. Wenn zwei Zeichenweehsel in der Reihe der Zeichm der 
letzten Koeffizienten bestehen, so kann der Kur\'enpunkt entweder ein 
isolierter oder ein Knotenpunkt von der früheren Art oder ein Punkt 
sun, durch den die Kurve viermal hindurditritt. 

V. 1. Wenn = «4 = 0, sgn — sgii a, ist, so wird der sin- 
gulare Punkt ein solcher, durch den zwei reelle Kurvensweige hin- 
durchgehen, 

V. 2. Doch wenn = — 0, sgn « ^ = — ggn öj ist, so gehen 
möglicherweise vier, auf jeden Fall aber zwei reelle Knrvenzflge durch 
den singulären Punkt. 

Wenn die bisherigen Sätze keinen Aufschluß darüber erteilen, wie 
viel reelle Züge durch den Mnm^nM^ singulären Kurvenpunkt hindnreb- 
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gehen, wenn also z. B. der Resultante überhaupt keine Glieder fehieD, 
80 kann nur die Anwendung des Stuinischen Satzes zeigen, wie viele 
reelle oder komplexe Fortschreituugsricbtungen existieren. 

Die Untersuchung der DiBkriminante hat su lehren, welche der 
reellen Zöge mehrfach zählen. 

Der Schnitt einer Fläche mit zweifachen Flächenponkten, unter 
denen der biplanare, uniplanare, isolierte Punkt, der konische Knoten- 
punkt, das Dornende und das gemeinsame Ende eines Doppeldomes 
existiert*), mit einer anderen Fläche gleicher Art zeigt die verschieden- 
artigen Vorkommnisse der aingulären Punkte von Eaumkurven, die hier 
allein gesetzt wurden. 

Brfinn, 12. Dezember 1905. 



Obor KrttmmnngBkreisB Ton Kegelschnitten. 

Von Rudolf Schüsslek in Graz. 
(Mit einer Figuentsfel.) 

Fast alle Konstraktionen des Krümmungsmittelpunktes für eiuen 
Kegelöcliiiittpunkt p lansen sich nach Pelz mit Hilfe der Steinerechön 
Parabel herleiten; diese beriilirt alle Oeraden, die zu den Strahlen des 
Büschels normal konjugiert sind, insbesondere die Achsen des Kegel- 
schnittes, die Normalen zu den Leitstnihlen in den Breiinpunkten, die 
Tangente und Normale von ^ und zwar letztere im Krümmungsmittel- 
punkte.*) 

Auch die häutig bei elenieiitareu Konstriktionen, z. B. bei der 
Bestimmung des Schattenn ins innere emer ivegelfläciie (vder des zen- 
tralen Schattens der Kugel oder der zentralen Projektiuu des Kreises 
auftretende Aufgabe: ,,die Achsen eines Kes-elschnittes zu tinden, 
wenn zwei Tan(j»'"tp!i mit ihren Berührungspunkten und der Mittel- 
ponkt bekannt smd*", üiüt aich auf die Steiuersche Parabel zurück- 
führen.') Der Satz, daß die noriualeu konjugierten Geraden zu den 

1) AiduT der Uathemattk und Physik, (8) S, S46. „tW die iwdAehw 
Punkte TDD FUkhen^S von Otto Biermann. 

2) Steiner-Schröter, diu Theorie der KcgelBchnitte 1898 jittc -•<i»^ Crani, 
Synth, geom. Theorie der Krümuiunj^ 1886 pag. 21. Pelz, die Krümmungsbalb- 
messer-Eonstmktionen der Kegelschnitte als KoroUarien eines Steineracbea 
SatsM. (Siftaiugeber. d. Egl. b5hm. Oes. d. 1879). 

8) Pels, Zur winentoh. Behandlung d. mrthog. Axonometne m. pag. It 
(SStBoi^ber. d. K. Akad. d. W. 1884). PeU, BeiMge aar viae. Behaadhuig d. 
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Strahlen eines Büschels p eine Parabel umhüllen, gilt nämlich auoh^ 
wenn p mohi ein Punkt des Kegelechnittes ist*); dann gehören zu 
den Tangenten dieser Parabel: die Achsen des Kegelschnittes, die Sjm- 
meiralen H^, der durch p zu den Brennpunkten gezogenen Stmhlen, 
die Berührnngssehne der aus p an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten, 
die Symmetrale der Berührungspunkte t^^ dieser Tangenten, die KurTen« 
normalen in den Berührungspunkten ^ dieser Tangenten, die Normalen 
zu pf und pf in den Brennpunkten /* und f ; die Leitlinie dieser 
Parabel ist der durch p gehende Durchmesser des Kegelschnitte.«?, und 
der Brennpunkt der Parabel wird als Diagonalecke des durch die 
Achsen und Sjmmetralen Hj, Jf^ gebildeten Vierseites erhalten. Dieser 
Brennpunkt liegt auf dem Kreise, welcher durch p und die Berührungs- 
punkte /j, ^ geht und ist zu p bezüglich Z^, harmonisch konjugiert; 
ebenso liegt er auf dem Kieise durch p, f, f und ist sn p besfiglich /*, f 
hamonisch konjugiert.') 

Im folgenden soll für diesen Satz eine elementare Herleitung 
gegeben werden, um die daraus sich ergebenden einfachen Resultate 
«ach jenen zugänglich zu machen, welche mit der projektiven Geome- 
trie nicht Tertront sind. 

1. Bringt man (Fig. 1) die ISormalen zweier Punkte ^j, eines 
zentralen Kegelschnittes mit der Hauptachse in Oj , r;., zum Schnitt, so 
sind o, und o„ die Mittf-lpiuikte zweier den Ki L':*'Isi hnitt doppelt be- 
rührenden Kri'isc mit den Radien o^l^ und o^U. ilir AhnlichkeitHkreis 
(d. i- der Kreis, wt lclier die beiden Ahnlicbkcitszentren zu Endpunkten 
ein 'S DurchmesserB hat) geht durch den Scbnitt])unkt /> der Kurven- 
taugeuten in und ^ und trennt die Brennpunkte harmonisch'), ist 
also durch p, f eindeutig bestimmt. 

Bringt mjin die Normalen in \ und i., mit nrr Nobenachse in Oj, o\ 
sam Schnitt, so sind o\ und q\ die Mittelpunkte zweier die Kurve 



orthog. A.\ou. pag. 4. f'Sitzungsber, d- Kgl b/ihtii. Ges. d W. 18851 i'eU, 
Über die Bestimmung der Achsen von Zentralprojektioaen des Kreises. ^6itzung8> 
ber. d. Kgl. bOhm. Get. d. W. 187S). 

1) In diäter Form •pricht den Sata aehon Chasles aus (Trsit^ dei Mctiot» 
coniques p. 146). Steiner fand, daß die Normalen zweier beliebiger Punkte 
eines Eegelschnitted, ihre Verbindungslinie und die Achsen Tan^^eiiieii einer Parabel 
aind (Steiner-Schröter, pag 205n Auch bei der Konstruktion von Kegel- 
•chnitinormalen aus einem Paukte gelangte Steiner zu dieser l'aiubt-1 (Oes. 
Wnke H. und ebemw Chaale«. 

f) PeU J^S\m die Adnenbegtiminwig der Kegdtachuitto.** (Sitsongibor. d. 
iL Akad. d. Wias. 1876). Pelz „Über die Acbsenbcstimmung von Zentnipingelc- 
üoami der Fl&ebea 8. Greder" (SitKUngaber. d. k. Akad. d. Wis». 1872). 
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doppelt beröhrenden Kreise mit den Radien o\f^ und o«^; ihr Ähn- 
lichkeitskreis K' geht durch den Schnittpunkt der Tangenten von 
und und dureh die Brennpunkte, iat also durch p,ftf eindeutig be- 
stimmt. ^) 

Die beiden Aimlichkeitskreise K und K' schneiden sich in p und 
in einem Punkte 8, welcher identisch ist mit dem Brennpunkte der zum 
Punkte p gehörigen Steinerschen Parabel; daß er die diesem Brenn- 
pnnkte zukommenden Iiigenidiaften bentst, ergibt sieh elementar aoi 
folgender Betrachtung. 

Jeder der beiden Punkte p und s hat als Punkt eines ÄhnlichkeitiF 
kreisee zweier Kreise ron deren Mittelpunkten Entfernungen , welche 
sich wie die Kreisradien verhalten und wie die Längen der Tangenten 
nn beide Kreise. Demnaoh ist 

O,«, Ofi^ 0.0{ 90^ toi' 

daraus folgt die Ähnlichkeit der Breieelce «o^Oj und so^o^ und die Gleieh- 
keit der entsprechenden Winkel (Die Kreise Qber so^a^ und so[o\ 
gehen durch n, den Schnittpunkt der beiden Normalen in L und Q. 

Fmm folgt die Ähidiebkdt dw DmmIm «<,o, and m 
der Gleichheit der Winkel bei o, und nnd dem gleichen Verhilt* 

nisse der in o^ und Oj zusammenstoßenden Seiten; daher ist sf^o^ = st^o^, 
oder der Kreis über pixt^, weicher aucli n enthält, geht durch 

hesugUdi t^^ harmonisch konjugiert,^) Mithin schließen die Ueradeji 

1) Teq|l. meine Abhandlung „übet Kteiee, welehe Kegelschnitte doppdt 
berflhxtii*' (Archiv d. Math. n. Phy». (8) S, 1—48, 1908). 

8) DeGtiiert man eine Gruppe von vier Kreispunkten ahcd als harmonisch^ 
wenn nc : ad — hc : hd ist, so folj^t daraus (Fig. 2): 1) Die Winkelhalbieremlen 
in a und 6 trett'en rd in iloiiselbeu Punkten o und o, , welche rrf liannoni-ich 
trennen; der Ereia über oo^a enthält auch b; — oder 2) die Wiukelhalbietentlen 
von a und b achsiidwi den Kids in den Endpunkten c^j des su d nonnalen 
Dnrehm«0Mn; um daher va a besilglich ed den hamoniBch konjugierten Paukt h 
zu finilen, sucht man für das vollständige Vierseit, dessen Seiten die Wiakel- 
halbicrendcn in a, die Gerade cd und deren Symmetrale sind, das Diagonaldreiseit: 
eine r)iat,'onalßeitü ist die Gerade, welche a mit dem Halhierun>»Rpnnkto m von rd 
Terbindet, die gegenüberliegende Diagonalecke ist 6; — oder 3) o ist der Höhen- 
•chnittpttnkt des Dreieckes d, ; dann sind die Höhen die Winkelsjmnietralen 

des auH den Höhenfußputiktcu gebildeten Dreiecketi. d. h. dab — cam — dcb 

oder cab ~ dam ^ cab, und amd ämb', jede dieser üleichungeu k»nn »ur 
Konstruktion von b verwendet weiden; — oder 4) bringt man eine Winkelhalbiennde 
Ton a mit ed nnd ihrer Sjmmetralen nun Sehnitt und legt durch die 8e1niitl|MudEle 
und m einen Kreis, so geht er durch 5; — oder 5) die Tangenten in a und 
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und ph (wo h der Halbiefttogsponkt Ton t^t^ iat) mit den Eorven- 
tangenten mu p und daher auch mit den Geraden pf und pf f^eb» 
Winkel ein; da ph ein Duxchmesaer der Eurre ist und also durch m 
gehty bilden anch die auf dem Kreiee K' liegenden Punkte p,8ff,f eine 
hamumMe Crmppe, waa aueh unmittelbar daraus folgt, daß p und $ 
die Schnittpunkte der beiden ÄhnliehkeitsbreiM JT und K' sind. Das 
waren aber die Eigenschaften, welehe fHlher Tom Brennpunkte der 
Steinerschen Ptoabel herrorgehoben wurden. 

Diese Resultate fahren zu folgenden Sfttaen: „Legt man an aUe 
Kegdsduttiie mU dm Brnuy^unkk» f, f am dem Fmikie p dk TaMgenden- 
poMTB «nd dmrA jedes Paar t^i, der BeriUmu^tpankie und p einen 
Kreis K^, so sekneiden sidi äUe diese Kreise in einem Pmiikie s, weldier 
auf dem Kreise ehuth pff liegt und su p heeugiidt f, f und hesüylidi 
oUer Paare von BerUhnmgspunkien harmonisch konfugieri ist." 

^Für alle Kcgehchnittef welche zwei Gerade in denselben Punkten t^j 
berühren, liegen die Brennpunkte mit dem Schnittpunkte p der beiden 
Geraden auf Kreisen, wdehe sidi noch in einem Punkte s schneiden^ 
s liegt auf dein Kreise durcJt ptit^ und ist zu p bezüglicJt ^ und be- 
züglich aller Paare von Brennpunkten harmonisch konjugiertJ* 

Daraus erpbt sich zufolge der Eigenschaften einer Gruppe har 
monischer Punkte am Kreise die Achsenkonstruktiou eiiies Kegelschnittes, 
wenn zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und auf dem 
zu /j/j konjugierten Durchmesser der Kurvenmittel punkt m gegeben 
sind: Man sucht zum Schnittpunkte p der Taugenten auf dein Krei.se jtfit^ 
den harniojiitjchcn Punkts bezüglich t^t^] der Winkel j/ws wird durch 
die Achsen halbiert. 

Es sei noch erwähnt, daß die Berühinings.sehne t^f^ den zu t^t^ 
konjugierten Dnrrtiiuesser in zwei Teile trennt; auf dem Teile, welcher 
den SchTiitt der 1 iiiLr iiten enthält, liegen die Mittelpunkte der Hyper- 
beln. Liul dem anderen die Mittelpunkte der Ellipsen. F'tir die einzige 
Ptirabel, welche unter den die beiden Geraden m und ^ berührenden 



Rcbaeiden cd im Halbierungxpnnkte o' von oo, fwepen o,on == o,«o^; a und b Heiden 
mit diesem Schnittpunkte aul einem Kreise, welrher dnrcb den KreiBmitteljnjnkt ta 
uud m gebt; der Kreiä, welcher den gegebenen lu a normal schneidet und seinen 

Ifittelpimkt waf eä hat, geht durch 6; — oder e) Bmchtet man in o du» Normale 
auf to tehnaidet aie die Seiten ac and ud in den Punkten 1 nnd %; die Drei* 

«;cke a 12 und d^cd sind ähnlich als gleichschenklige Dreiecke mit ^deichem 
Scheitelwinkel, ebenso die Dreiecke aob und <^^t)lb wepen Gleichheit der Winkel, 
also sind die Vierecke er/, dh und l(t2b ähnliche Figuren, d. h. Ia2b it*t ein 
SehoeuTiereck , der Kreis über a 12 i^welchur iu ao »üinen Mittelpunkt hat; geht 
dateh h, wotane sich wieder me Beetinmong von b ergibt usir. 
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Kegi Lschoitten vorkommt, halbiert (wie später bewiesen wird) 
Bremipuukt die Strecke ps. 

2. Verbindet mau (Fig. 1 ) den Schnittpunkt u der Kurvennoririülen 
TOii /j und ^ mit so erhält man einen Durchmesser des durch 8 
gehenden Kreises duber ist p$n ein Rechter, also Hlr alle konfokalea 
Kegelschnitte konstant; briu^ man die zu pf und pf in f und f er- 
richteten Normalen zum Schnitt^ so erhält man einen Punkt r des durch 
s gehenden Kreises K', und es ist psr ein Rechter d. h.: 

„Legi f»ion an Me Kegek^^ük mit dm Brennpunkten f und f 
OMS einem Punkte p die Tmtgenienpaare und in deren Berühnmgspimkten 
die KurvennormaUnf so et^neiden iid^ diese Normdienpaare auf einer 
Geraden, wMe dm Kreis über pff in dem MweOm Endpunkte des durch 
p gehmden Kreisdurdtmessers und in dem eu p begiigUdt ff harmonisek 
hn^uffiertm Punkte s sehneidet,** 

WShlt man insbesondere unter den kanfökaleii Kegelsobnittso jeoty 
welche durch den Punkt p fgektm, so &Uen fllr diese die Tangenteih 
biBrftbrungspunkte t^ und t^ mit p lusammen, die Noxmalen in und t^ 
werden unendlich benachbart, ihr Schnittpunkt wird sum JlCTHrnntung^ 
mitidpunkle ^ des Punktes p; dieser wurd demnoick auf der KurvennormaUH 
wn p durch die Gerade ausgesdmUtm, wMe tu s auf sp normal skht 
oder dnreh jenm Kreis K^, wddier m p die Kurve heruhri und Surdt s 
gdd (Fig. 3). 

Aus den Eigenschaften der harmonischen Punkigruppe psff sr> 
geben sidi eine Reihe Ton Konstruktionen ittr deo KrQmmnngamittel-* 
punkt (Fig. 3): 

Sind nicht die Brennpunkte sondern die Kegebchnittachsen und 
ein Knrrenpunkt p samt Tangente T gegeben, so verbindet man p mit 
dem Kurrenmittelpunkte m und sucht zu dies«: Geraden je die sym* 
metrische bestlglicfa dner Achse und der Tangente T; die so erhaltsnsii 
Geraden schneiden sich in s\ die Normale in s m sp enthält den 
KrOmmungsmittelpunkt. 

Der Kreis K^, welcher in |» die Kurve berührt, durch s geht 
und |A enthilt, sdmeidet die beiden Leitstrahlen pf und pf in den 
Punkten 1 und 2, sodafi 12 durch o, den Schnittpunkt der Kurven* 
normalen und Hauptachse, geht.*) Da 12 normal au po, und pl normal 
sn pf ist, gibt dies die bekannte Konstruktion von |»: Man bringt die 
KozTennormale mit der Hauptachse in o aum Schnitt, sieht durch o 
die Parallele tur Kurrentangeote bis zum Schnitt 1 mit einem Leit- 
strahle und errichtet auf diesen in 1 die Normsle; diese enthält |i. 

1) Vgl. die Asmerkuiig S. 821 Punkt 6. 
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Die Draioeke pso* and pom und ähnlich, da die Winkel bei p 

gleich Bind und die Winkel bei m und o' gleich smo sind; 6/4 ist 
zu »Pf und od normal su op\ daher teilt ^ die Stracke o'jp im 
gleichen VeriiiltniBee wie d die Strecke i»i>, d. h. ifft ist paiallel der 
Kebenachse. Dies gibt eine bekannte Konstruktion des Krfimmungg- 
mittelpnnktea: Man bringt die KurTcnnormale Yon p mit der Haupt* 
achae in o zum Schnitt, sieht durch o die Paiallele zur Tangente^ bie 
sie den Duichmesaer mp in d trifft; durch d sieht man die Parallele 
zur Kebenaehse, so schneidet diese die KurTennormale im Krümmung 
mitlelpunkte. 

Bringt man den Yiim» Qber moso' mit sr in x zum Schnitt, so 

sind die Dreiecke (/to and o»wo' koiij^nifnt. weil too' ^.v.so' on' m 

ist. Bestimmt man zu x den symmetrischen Funkt ?/ bezüglich des 
Durchmessers oo', so sind die Dreiecke <>\j<}' und o' mo kongruent, d. h. oy 
ist parallel der Xebenacbse tmd <>' ij parallel der Hauptachse; die zu xs 
symmetrische Gorade t/ju steht ;iuf der zu symmetrischen Geraden j^/it 
normal. T)ies liefert die folgende bekannte Konstruktion von ft: Man 
bringt die Kurvennormnle mit deu Achsen in o und o' zum Schnitt, 
zieht durch o und o' die Parallelen zu deu Achseu und fällt vom 
>^chnittp unkte y dieser Parallelen die Normale auf den Durchmesser mp\ 
diese Normale enthält [i. 

Diese Beispiele zeigen die Möglichkeit, eine Reihe bekannter ein- 
facher Konstruktionen für den Krümmungsmittelpunkt elementar her- 
zuleiten. Umgekehrt liefern diese Konstruktionen wieder die Ltisung 
der Aufgabe: „einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn ein Krümmungs- 
kreis A mit seinem Benlhrung^^pnnkte /7 unter den Bestimmungselementen 
auftritt." Einige Fälle seien angefahrt (Fig. 3): 

1. Gegeben k mit p und der Knrrenmittelpunkt m. Man kon- 
struiert Ober den Kreis sucht zu die bezfl^ch jp^ sym- 
metlisch liegende Gerade und bringt sie mit in s som Schnitt; 
die Achsen des Kegelschnittes halbieren den Winkel pms. Liegen m 
und auf derselben Seite der Tangente yon p, so erhalt man eine 
Ellipse^ sonst eine Hyperbel. 

2. Gegeben jt mit p und eine Achse. Man bringt die Tangente 
und Noimale von p mit der Achse in i und « zum Schnitt; der Kreis K 
Uber 1» als Durchmeseer schneidet den Kreis Aber py^. in 9\ die 
stt pt beiQglich der Normalen symmetrisch liegende Gerade trifft die 
Achse im Kurrenmittelpunkte m. Man erhSlt eine BUipse (Hyperbel^ 
wenn s und n auf derselben (Tersehiedener) Seite des durch p gehenden 
Dnichmessen P von K liegen; fOr die Parabel liegt « in P. 
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3. Gegeben h mit j> und ein Brennpimki f, Mftn konstruiert 
Aber pii wlt DniohmeBser einen Kreis R^, sdiaeidet Um mit pf und 
lieht durch den SchnittpanlEt die zu p/i normale Sehne; sie tri£ft pn 
in dnem Punkte der Hauptachse, den Kreis in einem Punkte des 
zweiten lieitstnUes» Man erhilt eine Hyperbel, wenn f nnd |* aof ent- 
gegeugesetsten Seiten der Tangente T von j) liegen, oder wenn f inner- 
halb des Kreises x gewählt wird, welcher den Krfimmnngskreis in p 
Ton innen berllhrt nnd zum Durchmesser den halben Kribnmungaridtns 
besitzt; man erldlt eine Sllipse, wenn f mit fi auf dendben Seite von T 
aber aufierhalb des Kreises « liegt, und man erhSlt eine Pkrabel^ 
wenn f unendlich fem ist oder auf dem Kreise « liegt (wie spater 
gezeigt wird). 

4. Oegeben k mit j>, der durdi j» gebende Durchmesser D und 
die Aehsenrichtongen (Fig. 4). Die zu D bezüglich der Kormalen 
symmetrische Gnade schneidet den Kreis fiber p^ in. s\ m wird nun 
so auf D bestimmt, daß D nnd sm mit der Aehsenrichtung gleiche, 
mtgegengesetzte Winkel einsehheBen. 

1) W(*nn man s als Brennpunkt der P tiMnprschen Parabel ansieht, v rl.'Le 
von allen konjugierten Normalen 5?« den Stralilen des Büschels p ein^ehüLit wird, 
und die Parabeleigensclialt benützt, daß jüdor Kreia, der einem Tangentendreieck«» 
niDsehrieben irt» dvurah den Brenspuiikt geht, so kaaa aach d» KoaslraklMm eiaes 
Kegelsohiiitles doxdigefilfarl weiden, wens avSer den KrflnmuuigtkMue k adt 
Berühmngapunkt p gegeben sind: a) Eine Tan<7i'nte A mit Berübruugftpanki a 
, (Fif?. *' . Zu den Tanf^pntpii der St e i ne rsrlit^n Paral)»! gehören die Tangente T 
und Normale X von 1/, dann die Normalo zu pa durch den iSchnitt von T 
und A \ der diesem Taugentendreiecke umachhebene Kreit »chneidet den Kreit A'j^ 
(deMSD DorchmesMr p^ ist) in «; dei dmdx p gehende Knrvtndnrchmwer D i«i 
qrinmetrucb in pi besflgUeli N\ der dorch den Schnitt von T nnd A geheode 
Kurveodurchmesser D halbiert pa; daraus ergeben sich m und die Achten, b) Zwmk 
Tan;;cnten und .f, Tift- ß : VerMndet niiin ihren Schnittpunkt n mit p. so 
erhÄlt man dm Pol x von np alw Schnitt von T mit der zu ap bezüglich A^, 
harmonisch konjugierten Oeraden, d. b. echueiden A^ und A, die Tangente T 
hl nnd x,, so ist ae mu p bezüglich x^x, hannoidMdi koiyugierk. Die Nennal* 
dnxdi c sn ap ist Fkrabaltangente nnd bildet mit TN em Breieok, deeaen um* 
tchriebener Krpis den Kreis Kp in « schneidet; die mp$ bezüglich IN' rivmaiotriiiche 
G»Tade i^t «-in Kurvt-ntlurchrnpsscr 77; einen zweiten erhält man z. B. mittels d^-r 
Polaren von .r, ; diene wteht auf der durch (gehend» n Tangente 7\ der Steiner- 
schen Parabel normal und trifft Ai im Berührungüpunktc a, ; der durch x^ gehende 
KnrTendnnhitteneri>i lialbierijpat. {T^ wird leicht gefanden, da der BMonpuikl • 
und die Leitlinie D der Plmbel gegeben i&nd; ICsa eneht snf JD den Ponkt m^, 
Bodiiß y , n^ » X|t ist; T, iteht denn auf ««, nomsl, oder jia, ist parallel sn 99^). 
c) Zwei Punkte 7, nnd f], (Fig. 7) Die Qerade q^q, schneidet T in q; für q l&ßt 
gich die Polare finden, da sie durch geht nnd 5,9, in dem zu q h&rmoDiscti 
koi\jugierten Punkte schneidet. l>ie Normale durch q zu dieser Polaren Q ist 
Psiabeltangente nnd bildet mit TN ein Dreieck, desien nmedmebener Kreie 
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3. Es soll noch erwähnt werden, welche Veränderungeu die Toran« 
gehenden Betrachtungen für die Parabel erleiden. 

Bringt man für zwei Farabelpankte i^, t^, deren Tangenten sich 
in p schneiden, die Normalen mit der Parabelachse in und zum 
Schnitt, so sind o. und die Mittelpunkte zweier die Parabel doppelt 
berührender Kreise mit den Radien o^i^ und o,/^. Ihr Ahnlichkeits- 
kreis K hat den Brennpunkt f zum Mittelpunkte und geht durch p,^) 
Der bei zentralen Kegelschnitten a\iftretende zweite Ähnlichkeitskreis 
mit dem Mittelpunkte auf der Nebenachse zerfallt hier in die unendlich 
ferne Gerade und die Gerade pf. Ks soll i^mlich gezeigt werden, daft 
der zweite Endpunkt s des Durchmessers pf von K die Eigenschaften 
des Brennpunktes der Steinersehen Parabel, weiche sn p gehört» 
besitzt. ') 

Die Schnittpunkte der Tangente und Normale eines Parabel- 
punktes ^ mit der Achse liegen xu f symmetrisch, daher ist (Fig. 8) 
fl'^fo^ und wegen pf ^sf iai so, panülel pl d. b. t^o^a ein Reohter 

und aus deoselbeii Grftnden i^OgS ein Rechter. Für 8 als Pnnkt eines 
JLTinlichkeitekreises ist soj isa^'^o^t^: Ogif'^ daher sind die Dreiecke st^o^ 

und sigO^ ahnfidi und «^o^^^s/^o^ d. h. t^st^n und p liegen auf einem 
Kreise K^. Da audi p dem Alinlichkeltskreise angehört, ist pt^ipi^ 
^ : 0|<| «> st^ : st^ (wegen A]inliohkeit der Dreiecke st^o^ und sf^o,); 
daher bilden pst^i^ eine barmoniscbe Gruppe, und $ ist durch pt^t^ 
eindeutig bestimmt 

Für die Paxabel gelten also die Sätze: „Unter aBe» Kegdschnittm, 
wMe gtm Gerade m detuäbeH Punkkn ti, herühreiif gtbi es eine 
Fambd; ihr BrernipniM f halbiert die Siredte ps, wem s der eu p 
karmcnied^ hmßu/ierte Punkt heeu^idt auf dem Kreise durth ptj^ istf 

„Legi man an alle Parabeln mit demselben Brennpunkte f aus dem 
Punkte p die Taw/tntenpaare, so lietjni die Paare ^ von Berührungspunkten 
mit p auf Kreisen (K^), welche eine gemeinsame Sehne ps besilJstH, deren 
Halbierungspunkt f ist.'' 



deu Krei« Kp in < schneidet; die zu ps bezQgliuh N Bjnimetiiiichc' ücruJe ist 
«in EurvendmcluiiMMr; um ein«!! cweiten Dorebmesser JD su erhalteB, radit man 
s. B. den Fol x tca pq^ , welcher auf der in pq^ nonnalen Pszabeltangente liegt 
(nebt man dni^ $ eine Parallele zu pg, und schneidet sie mit 1> in eo muB 

Xti — XH »ein); der durch x gfLendt- Durchmesser /), halbit-rt p^, . 

1) Vgl. die früher zitierte Abhaodlong „Ober Kreise, welche Kegelschnitte 
doppelt berühren." 

S) Vgl. Pelz „Die Ksfimmimgdialbine8»er*Kon»tniktioiieo** pag. 18. Die Leit- 
linie der Steinerscbett Parabel ist der doxcb p gebende Dnrcbmener der ge- 
gebenen Parabel, also ibre Adiee die Bcbeiteltsngente der Ste inertdien Pnnbel. 
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„Wenn man an alle Parabeln mit dem Brennpunkte f in dm 
PunUcpaaren t^, i^, deren Tangenten sich in demselben Punkte p schneiden, 
die Norfnalen zieht, so liegen die Schnittpunkte dieser Normalenpaare 
auf einer Geradm, welche pf in s normal schneidet, wobei f der Haibie- 

rungspanJxf von ps ist." 

Wählt inau iii!«<hftRondere jene Parabel, weil he durch j> geht, so 
erhält man ein Paar unendlich naher KurTeonürmalea, deren Schnitt 
punkt der Krüiuuiiingsmittelpunkt ^ Ton p ist; ft liegt auf der Normale 
in s auf ])S oder auf dem Kreise K^, welph(>r in p die Kurve beriJhrt 
und durch s geht (Fi^. 9). Dies ist du: hekauate Konstruktion der 
Kruramunj^sradien für Parabelpunkte; die Nonnale in f auf pf 8chn<»idet 
dio Parabel normale des Punktes p in c, sodnB pr der halbe Krüiniiiungsi- 
radins ist, oder der Durchmesser des Kreises, welcher dip Parabel in p 
l>erührt und durch f peht, ist <i;leich dem halben KrüntmuiiijfRradius. 
Auch andere ßestinunungsarten des KrümmuugBmitteipuukfces laaseo 
sich leifht hprleitcn: 

Hringt man die Normale des Punkte??/) mit der Leitlinie L in b mm 
Schnitt (Fig. !>) und zieht den zur Achse parallelen Leitstrahl pf/. 
sind die Dreiecke pc/h und pfr kones'nfnt. also ph, <] i Ans Stfirk der 
Normale zwischen p und der Leitlmie, gleich dem halben Krümmung 
radius. 

Errichtet man in f zur Parabelachse die Normale und schneidet 
sie in a mit der KurTennormale von p, so sind die Dreiecke 
ufo und cfp kongruent, daher ao = pc; d. h. für jeden Parabel- 
punkt ist das Stück der Normale zwischen der Achse und der 
zur Achse nonoAleu Qeraden durch f gleich dem halben Krümmungs- 
radius. 

Umgekehrt liefern diese Resultate ein Mittel fOr die Konstmktion 
einer Paral»el, wenn als Bestimmungsstück ein Krümmungskreis k mit 
dem Mittelpunkte n und dem Badius p auftritt. £8 sei aafterdem 
gegeben: 

1. Der ßerührungspunkt ;> und die Achsenrichtung. Der nickt 
zur Achse parallele Leitstrahl schneidet den Kreis K^, dessen Dareh> 
messer pfc ist, in f halbiert die Strecke j)«.*) 



1) Ist der BerOhruDgapunkt p und nne Ttagcitte A g«g«ben (Fij{. 10), so zieht 
man durch p ein« Parallel« wik A und sucht «u Ax d«a Pol o, besflglidi d«T 
Parabel; n^ liegt auf (h-r Tangente T ron und zwar wird durch A halbiert 
Die Normale von a, auf ^4, ist eine Tangente der Steinemchen Parabel and bildet 
mit T unrl A' ein [>rrisrit, *ir't«^^n umscbrifbcDer Kcfis den Krei« Kp Aber 
in i Bchncidet; ps wird durch / halbiert. 
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2. Die Leitlinie L (Fig. 9). Der zum KtHminungskreie konzentrische 

3 O 

Kreis, dessen Radius ~ betragt, schneidet die LeiÜiuie in 6; 6fi ent' 

Jhalt den Berührongapiinkt p des Krflmmnngtkreiaee'); danoe eigilyt 
sieh die Pambeltangente in das Leitstrahlenpaar Ton p und der 
Brannpnnkt f. Die Av%abe ist sweidentig und gibt nur Lösungen, 

-wttun der Abstand der Leitlinie L ron fi nicht größer ab ^ isi Hat 

L von |i die Entfernung so ist der KrQmmungskreis im Scheitel 

d«r Parabel, und diese ist eindeutig beetimmi 

3. Der Brennpunkt f. Man sucht jenen Kreii^ dessen Durchmesser 
gleich dem halben Krfimmangsradius ist, welcher durch f geht und k 
berührt; sein Berührungspunkt mit k ist der gissnchte BerfUinuigs- 
pnnkt p mit der PtosbeL Oder man snoht jene Sehne Ton k, veldie 
durch f im VerhSltnisse 1 : 3 geteilt wird; der dem kleineren Abschnitte 
aagehlirige Endpunkt ist der BerQhmngspnnkt p der Parabel . Die 
Aufgabe ist zweideutig und ist nur möglich, wenn f innerhalb des 
Kreisringes liegt, welcher durch k und den konaentvisidun Kreis mit 
4em halben Radius begrenst wird. Der letztere Kreis ist der geome- 
trische Ort der Brennpunkte jeuer Parabeln, fOr welche k der KrOmmungs- 
kreis des Bohmtels ist. 

Qraz, November 1903. 



Periodisclie Kettenbrüclie. 
Von L. Saalschütz in Königsberg L P. 

In dem 5. Bande (1903) dieser Zeitschrift S. 47—55 hat 
Herr Matth i essen') einen Aufsatz über die Periodizität der Ketten- 
brflche Teröffeotlicht, der zu einigen Bemerkungen herausfordert. Nach- 
dem der Herr Verfasser die im Lehrbuche von Serret aufgeführten 
Sätze Uber die periodischen Kettenbrüche übersichtlich zusammengestellt 
und teilweise in einfacher Art neu bewiesen hat, fügt er noch zwei 
Theoreme VI und VII hinzu. In diesen läßt aber der verdienstvolle 
VerfiEWser des Werkes „über die Uteralen Gleichungen^ an Inhalt und 
Fassung etwas sa wünschen übrig. 

n Vgl. Bpeth .,Die KrüminiingrikreiM det Segeltohoitfe«*' peg. 64. (Jahxei- 
ber. d. Rcalachule in Trauti-nau 

2) Derselbe üt inzwisuheo geatorbea. 
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Das Tlieorem YI lautet: 

VI. „Wenn iniwrliilb der Periode einei Kettenbrodies, weleher 
dnrdi die Eotwiddoiig einer Irrationalen zweiten Grades entatekt^ in 
der Gleielrang der YoUatSndigen Quotienten (9) 2E^ darch 2>, teilbar 
wird, 80 ist der Qnotient [d. h. 2 : DJ gleich dem unvollständigen 
Quotienten a^, die Periode symmetrisch ond der Anfang oder die 
Mitte derselben/'*) 

Der erste Teil dieses Sataes ist mar richtig, wenn die quadratische 
Form {^JJ^, E^, — i^„_i) nicht nur ambigue, sondern auch reduziert ist, 
und folgt für diesen Fall direkt aus der Theorie der quadratischen 
Formen. Z. B. ist (6, 15, — 50) eine ambigue, aber keine reduzierte 
Form und die positive Wurzel der Gleichung 6 — 30 a; — 50 = 0 
enth&lt 6 (nicht 5) Einheiten. 

Was aber den 2. Teil betrifft, so ist allerdings für die positive 
Wur/.el der Matthiessenachen Gleichung 5 a-*— 15^ —13 = 0 die 
Periode (3, 1, 2, 2, 1), welche bei Verschiebung des Anfangspunktes 
die symmetrische Gestalt (2, 1,3, 1, 2) annimmt; aber für die positive 
Wurzel der Gleichung f ^ - 124 .r- 121 -0 ist die Periode (124, 1, 
30, 2, 30, 1), oder verschoben (2, 30, 1, 124, 1, 30 :, und dieselbe läßt 
sich (im Gegensatze zu derjeuigL-n drr oberen Gleichung* weder so 
ordnen, daß sie aus einem Einzelgliede und einer (jeraden Anzahl 
anderer besteht, noch auch so, daß um ein einzeiues Mittelglied die 
anderen sich symmetrisch anordnen lassen. 

Das Theorem VII sagt aus: 

VII. ^.Woim inuerhall) der Periode eines Kettenbrucbes, welcher 
durch die Entwicklung der irrationalen Wurzel einer (inadratjschen 
Gleichung entsteht, i)^=X)^_j wird, so ist die Periode sjrmmetrisch 
und besitzt zwei gleiche mittlere Glieder uud umgekehrt" 

Dieser Satz kann nicht als vollständig bezeichnet werden, denn 
bei der Matthiessenschen Gleichung njc' — 11 — 5 = 0 ist die 
Periode für die positive Wurzel allerdings (2, 1, 1, 2) mit zwei gleichen 
Mittelgliedern, bei dor Gleichung 17 — 14 ic — 17—0 ist sie aber 
(1, 2, 36, 2, V\ rjtit einem einzelnen Mittelgliede. 

Soll aber nur darauf Gewicht gelegt werden, daß bei den Glei- 
chungen angegebener Art symmetrische Perioden oder solche mit eint-ro 
Schlußgliede (bez. Anfungsgliede) entstehen, so ist zum Beweiae datiir 
das Serretsehe Theorem IV vollkommen ausreichend. 

1} Die GL (9) dsB Hem Hatthiessen fOr den voUstftadigea Qnotianten 

lautet; 

V 
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Bei den Zahlenbeispielen am Ende der Abhandlung sind die 
Perioden fibrigens nicht klar erkennber, ebenso wie der Ausdruck, daft 
,/üe BTTnmetrische Periode auch em oder zirei Endglieder'^ haben kann. 

Doch soll gern anerkannt werden, dafi schon der Hinweis des 
Heim Matthiessen auf die beiden beeonderen Formen seiner Olei- 
drang (9) von Wichtigkeit ist 

Alle beaiiglichen Fragen werden TOlkt&ndig und präzise mit Hilfe 
der Lehre von den qnadratisehen Formen beantwortet, und ich lasse 
die ReauUaie meiner ÜnterBuehungen hier folgen. 

1. Wir bezeichnen einen K.ettenbruch als echt oder unecht| je 
nachdem er die Form 

a-'-F » + «'+ 

» * 

beiitik Die Periode rein periodischer Eetfcenbrüclie beginnt im ersten 
Falle mit a, im zweiten mit g. 

Wir geben Üemer folgenden vier Periodenarten die beigssetaten 
Namen: 

a^f * • »f * • *r ^n-'if sAoffü ÜHnkArperiod^f 

%f "»~u • -1 «i? "o> ^0» ^it • • V /Iflk*« üixMfpemde, 

<^mf ^n-i* • • •» ^Of ^ir ' ' t ^n-if ^ scharfe Abschlußperiode, 
a^f «„_!» . . »i, «§, ö|», Oj, . . <»,_t» ^ fiadie AMdu/Sptrioäe. 

Man erkennt dabei leicht, daB eine sohaife Umkehrperiode duidi 
Yeriegnng des Periodenanfimgs zu einer flachen Absehlnfiperiode, und 
nrngekehrty wird, daß aber eine flache ümkehrperiode, sowie eine 
sebarfe Absehlnßperiode bei solcher Veriegung des Periodenanfanga 
ihren Ghaiakter nicht ändert 

Alle Perioden allgemeinerer Art fassen wir in der Benennung 
«ujfm m e i rUeke Pmoäm zusammen. 

2. Ein echter Kettenbruch mit reiner (scharfer oder flacher) Um- 
kehrperiode läßt sich durch die positive Wurzel einer Gleichung vom 
Aussehen 

(A) Mx*-i-2Lx-M = 0 
summieren. 

Ein echter Kettenbruch mit reiner (scharfer oder flacher) Ab- 
schluflperiode läßt sich durch die positive Wurzel einer Qleichung vom 
Aussehen 

(B) M9'-i-2Mp3C-N^Q, 
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worin M( l f - p) — ^ positiv sei« muß, öuiiimiereu. la diesen Glei- 
chunpjen bedeuten M, L, N, 2p positive e^anzp Zahlen. 

Die8el)>en Sätze gelten auch fiir die sogeuaiiiiteu „ir.iUn Wtirgeln** o 
der Form (3/, L, — M), welche wir eine reziproke nennen wollen, und 
der Form {M, Mp, — N), welche eine ambigue heißt, uur daß die 
Kettenbrilche nicht edUy sondern utiecht sind. 

LäBt ncli die quadmtisehe Gleichung mit ganzeii KoelBzieiitai: 

(1) Pi^«+2öy + 

a 4- Qx 

vermöge der Substitution y =» --^ , worin a, ß, y, ö ganze Zahlen, 
QBd ccd ~ ßy =~ ± \ 

a) auf eine Gl. (A), ab«r auf keine Gl. (B) zurückführen^ 

^) I» » » " V •> " (^) n t 

c) „ (A) und auch auf eine (B) „ , 

d) weder auf (A) noch auch auf (B) „ , 

Bo bilden die periodischen Teile der Kettenbrnchentwicldiiiigen f&r die 
Abeolatwerte der Wuneln der GL (1) 
ad a) eine flaohe Uinkdirpeiiode, 
ad b) eine scharfe AbscUafiperiode, 
ad e) eine scharfe Umkehrperiode oder 

eine flache AbBcfala8|>eriode, je naeh Wahl des Petioden- 
anfaags, 

ad d) dne afljmmefcrisohe Pehode. 

Die GL (1) kann in den ersten drei Füllen ancli mit einer GL (A) 
oder einer GL (B) identisch eein. 

3. Bezeichnen wir mit D die Determinante der Form {M, — M), 
beriehnngsweise der Form (M, Mp, — N), also 

D-Jtf«+i.^ bez. D-JfV+ifJV; 
nnd mit den Teiler der betieffenden Form, nnd stellen die GL 

anf, so ist diese bekanntlich mitunter für t und u in ganzen Zahlen 
lösbar, in anderen Fällen nicht lösbar. Dies Verhalten ist auch für 
den vorliegenden Gegenstand der Betrachtung Ton mtseheidrader 
Wichtigkeit; es gelten die Sätze: 

Dk positive Wuräd der Gl. (A) oder die erste Wvräd a der 
reziprokef^ Form Mte^ vmm (C) IS^or ts^, eim sdimfe, wetm (0) iMt 
iöAar itt, eine ftadte ümkdirperiode» 

X 
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Die jMsitive Wurzel der Gl (B) oih-r die trste Wurzel H der 
amhifrittn I \/rm brsifzt, wenn i f') löshar ist, eine /lache, wenn (C) nicht 
lösbar ist, eine scharfe Ahschlnßperiode. 

Insbesondere folgt hieraus: 

Die Ketteubrnoheotwicklung yon )//> — wenn X die größte in 
Yd enthaltene ganze Zahl ist, besitzt eine flache oder eine scharfe 
AbschloBperiode, je nachdem die Gleichung — Du*^— 1 in ganzen 
Zalilen für t and u lösbar ist oder nicht lösbar isi 

Das letalere ist immer der EaU, wenn sich D nicht in die 
3iimme zweier Quadrate zerlegen ISBt^ also z. B. wenn D die Gestalt 
4ft + S hat 

4. Wird nun gefragt, welche Art der Periode dem Absolutwerte 
einer Wur^l der allgemeinen Gleichung 

worin P, Ii ganze Zühleii sind, zu eigen ist, so ist zunächst voraus- 
znsetzen . daß die Determinante I) der Form { I\ Q, H) positiv ist, da 
anderenfalls die \N urzeln der Gl. (2 i imugmür .sind. Dann sehe man 
nach, ob unter den reduzieite.u Formen zur Detemiiuaute J), welche 
der Form (7*, Q, ]i \ äquivalent sind, sich eine reziproke vom Aussehen 
(M, L, — M), mit der ersten Wurzel w, oder M, L, M) findet 
oder eine ujubigue vom Auasehen (M, Mp, — N) mit der ersten 
Wurzel Sl, oder ( — M, Mpy N). In den ersten beiden Fällen laufen 
die Entwicklungen beider Wurzeln der Gl. (2), absolut genommen, in 
die Periode von w, in den letzten beiden Fällen in die Periode von il 
aus, welche im vorigen Paragraph charakterisiert sind. Tritt keiner 
dieser vier Fälle ein, so haben die Wurzeln von (2) asymmetrische 
Perioden. 

ZuscUe. Ist die Form (P, Q, Ii) ambigne, so läßt sie sich immer 
in «ne ihr äquiTalente reduzierte, ^bmfalls amlngue Form transformieren, 
und man kann von Tomberein die entscheidende Gleichung (C) aof- 
steilen nnd aas ihrer Lösbarkeit oder Nicbtldsbarkeit die im Torigen 
Fsiagraph angegebenen Schlüsse ziehen.') 

Ebenso, wenn (P, B) eine reziproke Form ist 

Königsberg, April 1904. 



1) Wir iinteneheiden, ob 8 ^ : P m ungerade oder gerade« und in jedem 

der beiden F&Ue, ob die DetermitiaDto D kleiner oder größer als ein gewisser 
Greniwerfc iit Die zn erzielende redozierte fotm sei (P\ Q\ B')^ die zur Ttani- 
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Bamr Ecumst: 



Analytiflch-geometriBche Ableitung der Realitfttsbedüigiuigon 

filr die Wurzeln der Gleichungen vierten Grades. 

Von Ernst Ecsbaedt in Hombuzg t. d. H. 

(Schluß.) 

6. In der bisherigen Untertnfihnng der Gleiohiaigen Tierften 
Gradee mit HiUe der Fescakchea Sebneeke mußte sonSehst der Fall 
1 6 1 > 2rj^ und nigleich a' + 12ü > 0 «iBgeMbloesen werdesL Er 
lafit sieh dnroh die Konchoide des Nikomedes erledigen. Bei ibr 
tritt an die SteUe der kreieförmigen BaaiB der Sebnecke die Gerade L. 
Die Tmt L ana anf den dnreh den Pol P, Fig. 1, gebenden Sbrablen 
absatngeiide Strecke sei wieder a nnd ~ 2r das von P auf L 
gefftUte Lot Nimmt man P ab Anfimgapnnkt der Koordinaten, dio 
Ricbtung von PQ als negative a;- Achse nnd das Lot in P auf PQ 
als Achse, so lautet die Gleichung der Konchoide: 

(a5« + y*)(x + 2r)»-««2;«, 

fomati«»! d iemu d m Subititatioiitkoef&zienten nenaen wir ^, md den 

Quotienten %Q* t F' beMiclinm wir mit fi. 

L M nngenwle. 
p« 

D < — • Man wMüe i als positive ungviade Zahl, so daA 

dann ist: |ts»-.f; y«S, — m, * — jt, S(|cs_i~ md. 

!)'>—-• Mau wähle ^ alti positive ungeratle Zahl, so daß: 

pt pt 

^t*<D. '^(? + 2)«>I>j 

dann üit: r""0, « — 1, ^ — 1, S/i — |i — m. 

IL m gerade 

2) ^ P*. Man wähle ^ als positive ganze Zahl, so daß 

dann ist: =«= — 2 •/ = l, « = — - , * «= ^ , ^ ^ - — Hl* — 8. 
XJ^P'. Man wälilf J als positive ganxe Zahl, so daß 

P'i'<D, P«(i;+1)»>2>; 
daon iit: |i — St; / » 0, a » 1, ^ ■> 1, Sjl >s|»-.m. 
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Wählt man dagegen die Mitte O toh PQ warn Augiuigipiiiikt, eo 
erhält eie die Form 

oder 

«• + (f» — — 2H)jf» + 2r(^ + r»(y* + — 0. 

Diese Kurre besteht bekanntlieh ans zwei dich ins UnenH- 
liche erstreckenden Zweigen. Ist ^ > 2r, üo hat sie eine öchleif© 
mit P als Doppelpunkt. Für c < 2r ist keine Schleife vor- 
handen, P ist ein isolierter 
Punkt. I«t <! = 2r, so erhält 
man in i' eine Spitze, 

Ist eine SciUeife vor- 
handen, so isi die größte 
Ordktaie dieser Sddeife 
Hekter äl$ e — 2r. 





n» 1 



Zum Beweise besrhreihe man mit PQ, Fig. 2, um P einen Kreis- 
bogen und ziehe durch P cid Strahlenbüschel, du »len Bogen in 
jfiTi, Aj, A3 . . . unil die Gerade L in Q^. f^,, • • • s^lnieiuet. Ist nun 
PQi = I?, so wird der untere Teil der Schleife dadurrh erzeugt, daß 
man auf Q^P, Q^P, . . . von Q^, . . ■ aus die Strecke e abträgt. 
Schneidet man nun von JTj, Ä,, . . . auf den Strahlen dieselbe Strecke e 
ab, so liegen die Endpunkte , S^, . . . auf einem Kreise mit dem 
Badius e — 2r um P, und dieser Kreis schließt nadi seiner Entstehung 
die Schleife ToUig ein; ee ist also in der Tat j/i<€ — 2r. 
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Hieraus folgt, daß jede FaralMe zur oc-Achst, für die y- > — 4r', 
die Schleife nidU schneidet; denn da e>2r, so ist stets 4er > 8r^ 
und also e-— 4r'> (c — 2rf. Für x == 0 ergibt sich ans d^^r Kurven- 
gleichung => — Da nun — r* > e*— 4r-, so kann auch eine 

Parallele zur o;- Achse im Abstände jr«*±y^ — H die Schleife nicht 

treffen. 

Nach diesen Feststellungen kann die Untersuchung der Gleichung 
ir* 4- aar* + 4- ^ - 0 für den Fall D < 0 {b > 2r,e; ,) und 
a*+12e>0 durchgeführt werden, h kann als positiv vorauR^esetzt 
werden; wäre es nogutiv, so brnuchte mau bloß x durch — X ziX 
ersetzen, nm wieder einen positiven Koeftizienlen zu erhalten. 

Identiliziert man nun die Koeffizienten der Gleichung der 
Konchoide mit denen der j^egebenen Gleichnny- vierten Grades, so 
erhält man zur BestimmuDg von r, e, y die Beziehungen 

Die hieraus gefundenen Werte von r und e he.stimmen die 
Konchoide. Die zu + y geliöngeji Al>szißseii bt« Heu die Wulzeln 
der biquadratischen Gleiciiiung dar. Man findet zunächst 

»f.« - 4(- » + ySTHTTgc), sr» - 1(- 2a- y«« + 12c) -e«^; 

rU - i(- « - V«' + I2?c), ~ y» - i(- 2a + + 12cj » 
Es sei mm 

7. « < 0, c > 0, — 4c > 0, 6 > 2r,^ — Da unter diesen 
Bedingungen imaginär ist, so kommen zur Bestimmung von e und y 
nur die reellen Größen ^ und Cj ^ in Betracht. Von rj ^ wird zur 
Konstruktion nur das positive r^ gebraucht. Aus — y* j und 

e> + y»-jL ergibt sich e»- * + |^'i, y«-b=^'-». 

6 > 2r^^ 2 oder 1>< 0, so sind e und y redl. und e bestimmen 
die Konchoide, und da wegen e>0 f^>^ — f^ ist, so tiüR die 
Perallsle im Abstände y bot «•Achse die Kur?e nor in swei reellen 
Punkten. Ihre Abssissen sind die Wurzeln der biquadratiscfaen 
Gleiobosg. 

Die Ptoallele im Abstende y wflrde swtt symmetrische Pdnkte 
mit denselben Abssissen ergeben. 

Wegen y* > Mi» negativ. Unter dm gegdtenen Bedingimgm 

hat äUo die Qladmiy inerten Qraäes nur gum ridk Wunidn. 

Ob die Eurre eine Schleife bat oder nicht, brancht wegsn y'> e* — r* 
gar nicht nntsrBucLt sn werden. 
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8. a<0, <j<0, a* + m>0, &>2rj<^,. — Eb aind jeist 
sowohl rfj und oLi auch rj^^ and ^4 reell Da aber der Fall 
— 3r,4.4 < ^ < ^^»4.« b^i^ erledigt iat, so werden zur Bereehnnng 
von und wieder bloß und «i^« Terwendei Die rieh ergebenden 
AnedrOeke sind dieselben wie in Nr. 6 und mfissen gleieh&Ua reell 
und poeitiy sein. Die Konchoide eiistiert also. Aue 

r;<e-;,<4ri, oder rf < c*» - < 4rJ 

folgt nun, daß e > r, , daß also der eine Zweig der Kurve die d^Achee 
links Ton 0 schneidet. 

Die letafeen ün^^eiehnngen lassen femer erkennen, daß 

Die Parallele im Abstände + \j kann also wieder nur zwei reelle 
Punktf aus der Konchoide ausschneiden, mag diese eine iSchleife haben 
oder nicht. Ihre Abszissen sind die Wurefln der biquadratischen 
Gleichungy sie haben wegen < t/^ das eut^egengesetzte Zeichen. 

9. c>Oy ft^|2r|<;^|| nnd 1) a>0 und a'-4c^0, oder 
2) a < 0 und a* — 4c < 0. — r, 4 wird imaginär, ist reell^ 

Infolge der Beriehung h> ^r^ef, | müssen auch jeist die Aus- 
drucke für ^ und reell und positiv sein. Die Eoneboide ist also 
ebenfalls reell und wird wegen — y*«»^, <0, ^>s^>e*'-** 
Aireft dfe PuniVcfe im Abstände + y mr in Mwei redien Pmkien mU 
negaike» Ahsneeen geeAmtkn. 

Ist ^ |2r|eJ^,|, also e*-0, so &llen die beideo Zweige der 
Konchoido mit der Geraden L susammen, die Parallele im Abttaade 
y liefert daher sw« «osammenfallende Punkte mit den Absgissen 
K r^. 

Faßt man die Resultate unter Kr. 7, 8, 9 susammeui so kamt 
man sagen: 

Im FaOe a' + 126>0 und &>|2r|4,; oder D<0 hai dut 
U^nadräiitAe Qlekkung nur gtcei retüe Wwrtdn. 

10. a' + 12c < 0. — Zur Erledigung dieses Falles muß eist der 
Terlanf sweier Surren festgestellt werden, die durch Verallgemeinerung 
rinea Grenilalles der Pascalseben Schnecke und der Eoneboide des 
Nikomedes entstehen. 

a) Die der Hauptontersnchung zugrunde liegnide Paacalsdie 
Sebaecke nimmt für e 2r die Form an 

6' = ^ — 6r*x* + J^r'j; cos « - 3f^ - 0. 



( 
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Diese Kurve hat in P, Fig. 3, eine Spitze und besteht an« einem 
einfachen Zuge ohne Sohleife. Von k = 0 bis a^lHo" nimmt r 

der Konstruktion der Kurve pemäß 
stetig zu. Betrachtet man nun die 
Kurve 

wo k reell und positiv sein soll, so 
muß <S\ = 0 ^anz außerhalb vou 5 = 0 
liegen, da S im inneren von S^Q 

negativ ist. 

Ferner kann S.^ = 0 nicht am 
einem zweilachen getrennten oder zu- 
Biimmenfallenden Zuge bestehen, da das 
absolute Glied von SV = 0 ncfjafir ist und iS, ^ 0 also nicht zwei 
positive und zwei negative Wurzeln haben kann. 

Wohl aber hnnte eine SdUeife vorhanden sein. Um das zu eut- 
scheiden, bilde man 




vif. ». 



dx 



da »*—Sr*« + Sr* OOS« ar>«« — 6r*soo0« + 8r«+ft* 

und hieraus 



»B»-Vi — 



Sr'« sin tt ' 



wo ^ der Winkel ist, den die Tangente in irgend «inem Punkte dar 
Kurve mit dem Radiusvektor x bildet. Wäre nun eine Schleife vor- 
handen, so mußte Q- sicher einmal verschwinden, der Zähler also Noll 
werden können. Dies ist aber nicht möglich, da > 0. 

Far a-O* und a-180<> wird «-90^ wahrend x hierför 

seinen kleinsten nnd gröBian Wert erreiolit. Der Nenner Ton bleibt 

wegen a: > r stets positiv, x uimuiL also von a — 0" bis er -=» 180* 
stetig zu. 

Da ^ nicht \uU werden kami, so kann auch die für kleine 
Werte von Ar* sicher vorhaudene Wendetanfjente nicht durch 0 gehen. 

*S, = 0 heatäd also atis etaem etn/mJien ib' = U einsüditßendm 
ZiKj- ' l(H(' 'Spitze (Fig. B). 

))) Kür = 2r wirrl die Konchoide de.'>> Nicomedes durch «iie 
punktierte Kur\e in Fig. 4 dargestellt. Sie hat in P eine Spitze und 
ihre Gleichung lautet: 

C s ir* + (y* - 6r«)Ä» + 2r(y« + 4r»)ir + r»(y» - 3r«) - 0. 
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Ist A; eine reelle positive Große, so ergibt eich wie in a), daft die 
Kurve = C — ^ » 0 die punktierte Karre einaehliefit 

Sind y und die zu dem- 
selben x gehörigen Ordinaten der 
Eniren C und C, , so gilt Ton 
x^—^r bis a; — + *' die Beziehung 

^ " + 71~rp' ^ f ^ 
den lüt^rvallen a; = — rbi8flf= + r 
und — ~ r bis — 3r stetig abnmmit 
von rxj- bis 0, so* ist dies bei 
iu derselben Weise der Fall von 

Die Entseheidiing Aber den 
Verlaiif ron Ci in den Literrallen 



und 



wo 



a 



r bis r -|- . 
-3r- 



1 » 



r + I % I und — 3r — 1 I 

die Abflaiseen der Schnittpunkte von. 
mit der d; -Achse sind, gibt die 



Fl«. 4. 



l(y?) ?_ 

d»" " (« + r)*' 

{ (x + r) */} + 2( a; - r) • [x (,r + r) - 2 r*J ) • 

Die rechte Seite bleibt, wie 
man sich durch Einsetzen leicht 
fiberzeogt, för jeden Wert von x'^r and ebenso für jedes « ^ — Hr 

negatlT. y\ nimmt also stetig weiter ab von ^ bis 0. 

Diese Art der üntersnchung seilt die stetige Abnahme von y* als 
bekannt voraus. Will man anabhängig von den Yerlaof von fest- 
stellen, so mnfi man naohweisoa, daß der Ausdmok in der ftoßeren 
Klammer aof der rechten Seite nicht verschwinden kann, daB also die 
Gleiehung ^ ^y,^, ^ 2(;r r) • [x{x + r) -2r'^^0 

imaginäre Wurgeln hat Ersetzt man in ihr yf dnrch x aus Cj — 0, 



so erhält man 

AiMr dar MAttsnaUk m± Fhralk. HL ndh* XL 



88 



Digrtized by Google 



SS8 

imd hiemnB die ndnuerte Forai 

^ ^a:t _ 9^3^ ^. llj?^ ^ jfc« _ 0. 

Du« Diskriminanie iit 

27D - 4 . 12*(12r» + Jfc*)» - 108« • f*(82f* + 

- 4 . 12»[(12;-^ + k'y - 12r*(12r* + |Ä*/J. 

Da nun 

(12r* + Ä^)» > (12»^ + . (^12r* + iit*)', 
80 irt mnsomehr 

(12f^ + > 12*^(12r* + f 

und alio D>0. 

Da nmi außerdem a < 0, c > 0, a* — 4e < 0, so hat die betrachtete 
Gleichnng in der Tat nach Nr. 4 eter imagmäre WoiKeht 

Der Aoadmok Ä in der anßaen Klammer auf der reehfan 

Seite Ton kann also sein Zeichen nicht wechseln, und da er 

für r = 0 positiv ist, ist er ülierhaupt jx)süiv. 

Daraus folgt aber, daß y- in den Intervallen — rbisr + i^ij 
und — #• bis — 3r — \ stetig abnimmt von oo' bis 0. 

Ana ^ — ,^ , schließt man ferner, daß für v. ^ 0 

^ — . — oo ist, daß also die Kurve C\ die Abszissenachse rechtwinklig 

Bclmeidet. 

Die Kurve Cj = U beste/U aUo aus einem linltn und rechtm «Ml- 
faclim Zweige ohne enälidies Mcuimum oder Minimum. 
Es sei nun 

11. a>0, c<0, a'+12c<0. — Durch Identifizierung der 
Koeffizienten der Kurve = 0 mit den Koeffizienten b, c der 
biquadratiechen Gleichong erhält man zur Berechnung Ton r, ifc, y die 



y*-^6r*-«, 2rö^ + 4r«) = J, f»(y« - 8r») - ** - c. 

Hieraug folgt fttr r die öleichnng *^ + — ^- ^ ^ 

als positiv Torausgesetat werden daxf| so liefert die letate GMehoog 
stets einen positiTcn reellen Wert IQr r, der ein positiTes l/}>^f* 
und also wegen <; < 0 anch ein positives im Gefolge hat. 

Durch r und ist die Enrre C| — 0 bestimmt. Auf dieser 
Kurve entsprechen jfi + V^a + Ör* mm Pmikte^ deren Abssissen die 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. 
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Für die Ordinate des Anfangspunktes gilt r^(t/J — 3r*) — Ä*««ü, 
für -I- ist r*(yf — 3 r*) — < 0 , demnach muß yj < sein. Die 
eine der obigen AbasigBen ist »leo posüWf die sndere megoHv, 

12. a < 0, 6 < 0, a* + 12« < 0. — Man gehe aoe Ton der 
Enrre 5| — 0 und setM ihre Koeffizienteu gleich den entspreehendeu 
der TOigelegten Qleiehnng. Dann iat 

also 

r»]/l|l, Cosa- -^-^^-ä, Ä*-lci-3r*. 

Da o* + 12c - — 12A:* < 0, so ist Ä;* > 0. Durch r und laßt sich 
5i — 0 konstruieren, and solange --^^-^^1, oder 8a*+ iJ76*<^ 0, 

schneidei jed» Strahl nnter dem Winkel « einen poeitiTen nnd einen 
n^tiven Badinerektor als Wanel der Gleichung vierten Gradee ans. 
Ist 8a* + 27a^^0, so fahrt die Knr?e C, -0 snin Ziele. Wie 

unter (10) folgt zunaclist aus r' - ^^r — = 0, daß stets ein positives 

reeliee r vorhanden ist Für 8 «1 = 276* ist r = "^ h und für 

8| o 1» < 27 h- wird r > \Vh. Dann ist aber auch y« = Gr* - a > 0 
und folgUch aooh wegen a« + 12c = y* - 12Jfc* < 0 die Chröße **> 0. 
Femer hat man wie in (10) ^ > y^ 

Der reellen Ordinate y entsprechen daher in der ans r nnd k 
geseichneten Kurve «- 0 zwei F^mkte mit einer poiitiTen nnd 
einer negatiren Abszisse als Wnraeln der Gleichung. 

In dm FSaen a^O, a*+12e<0 hai also die tn^vadraiiat^ 

Gleichung nur zu ei reeUe Wurzdn. 

Da auch hier die Diskxiniiuiiüt« negativ ist, so kann man die 
nnter Nr. 5 bis Nr. 12 gewonnenen Resultate zusanimenfassen und sagen: 

Jat dif DiskrimiiUuifiU; lUr h' quadratischen Ou tchung ne^ic, so hat 
diese (rleichung stets zwei und nur gwei reeUe Wurzein. 

Hornburg d. Höhe. 
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R» Schröder^ Die Anfangsgründe der DiArantialreolmung und Inte- 
l^ralreohnting. Für SchfUer von höheren Lehranstalten and Fachschulen, 
sowie mm Selbstunterricht Mit /ahlreichen Übungsbeispiden und 
27 Figuren im Text. VII u. S. gr. 8. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 
JL 1.60. 

Der Verfiuser liftt, wie er in seinem Vorwort sagt, von der Frrihnt 
Oebrsuch gemacht, die in den preußischen Lehrplänen von 1901 gelassen 

ist, und hat die Primaner der unter seiner Leitung stohondeu, seit Ostern If^O.i 
ausgebauten Oberrealschuk zu Oroß-Lichterfelde in die Anfangsgründe der 
höheren Analysis eingeftlhrt. Obwohl er diej>en Versuch erst ein* oder zwei- 
mal gemacht hat, obwohl also die Praxis des Unterrichts, auf die er rieh 
stützen kann, nur kun ist, hat er dock nioht gedaekt: Nonom pmutar in 
annum, sondern bat, was ja inunerfain dankenswert ist, seinen Lekrguig 
Teröffentlicht. 

In ähnlicher Weise, wie ich es seit fast zwei Jahrzehnten an d«»r 
Breslauer ObcnoaUcbiile zu tun pflege, führt der Verfasser den Differenz.eu- 

quotienten ^ ^ der Funktion y « ein, definiert die erste Ableitung 
jj « «- ^ als seine Orense f&r Adf ^ 0 und leitet dann in fibe^ 



sicktlieher, klarer Weise die Gesetse fllr die DilFerenlaat&on 

und transzendenter Funktionen her. Zur Ibung im Differenäsireit fügt er 
III meist -/.iemlich einfache Aufgaben bei, die er fast durchweg mit einer 
oft sehr ausführlichen Lösung versieht. Nach meiner Meinung wäre 
es besser gewesen, das nur bei einer kleinen Anzahl von übuagsb4>i< 
spielen zu tun, bei den flbrigen aber das blofie Resultat oder gar kdna 
LBsung zosufUgeo. Es ist zu befHrohten, daB duroh die Art, wie Herr 
Schröder vorgeht, zwar eine mir etwas handwerksmftBig erscheinende 6e- 
schicklichkf^ii im Kei hnen erzielt wird, daß aber die rechte Fin>;i^hl in 
die äußeret frucbtbanm Methoden der Intinitesimalrechnung fehlen wird. 
Das rein mechanische Eim^etzen in behüuuute Formeln tiitt zu sehr in 
den Vordergnmd, und das will mir nicht bebagen. Vorsusiehen ist es, 
wenn man durch etwas schwierigere Aufgaben die Primaner zum Nachdenken 
anregt und die Findelust in ihnen weckt. Nun zu einigen JBinaelheiteD! 

Da0 sich Funktionen wie y ^«"{^af am bequemsten differensieren Iumi, 

wenn man sie auf die Form ^ »=» .r * * bringt, wird nicht schon bei 
Aii%abe 22, sondern erst bei Aufgabe 28 er^^mt Bei den Beiipiei«B 
zur Differentiation impUziter Funktionen vermisse idi Hinweis diuaui; 
dafl man auch <^e Benutzung der partieUen Difoentialquotienten durch 
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unmittelbares Di ff ereo zieren leicht zum Ziele kommen kann. So ergibt sich bei 
der Aufgabe 105 aus j'- .v'(2a — x)— 0 aofortajc'-fy«— 2y^'(2tt — ac) — 0, 

woraus man y' ^ ^^f« ~^ ^ . findet Anfjgaben wie Nr. 8 auf 8. 59 lassen 

sich be(iuenier lösen, wenn man die logariüimiithe Ableitung bildet. 
Ist ^ — 2}/2 j) a- • (a — 2 x), so ist die m untersuchende Funktion f{x) «- ar(a — 2«)*5 

man hat also — — vleidi Null ta setien nnd erhSlt x — 

Die Lttsong der Aufgabe 10 auf 8. 60 ist wenig elegant. Aus 



8^ 



+ CM^ **^'K^> wenn man a unabhängige Variable wählt. 



Ans a tg« + h igß — c ergibt sieb 

W cos«« cei5| * d« " ^' coa'^ ' d« *" öbe'a * 

äetzt man diesen Wert in (I) ein, so erkennt man, daü sm a « sin ^ 
sein mufi. 

Bei den Aufgaben «nr Bestimmung des Wertes Ton Ausdrfleken, die 

eine unbestimmte Form haben, hätte der Verfasser auf die in vii-1*^n Fällen 
sehr empfehlenaworte Benutzung von Reihen hinweisen sollen. Besonders 

das Beispiel anf 8. 42 ^^^^ = ^ nahe, denn wenn 

man schreibt 

.'(i-i;+-)+ x'(.-f;+-)' 



worin P und Q ganze Funktionen von x sind, so erkennt mau auf der Stelle, 
daß sich für x ~ 0 der Wert 'J orgeben mub. 

Das sind ja alles kleine Mängel, bedenklich aber ist, dafi der Yerfiuser 
bei der BegrOndung d«ar Lehre von den extremen Werten auf 8. 53 den 
Sftta anftteUt: Die Funktion y f(x) besitzt ein Maximum oder Minimuin 

an deigenigen Stellen, in welchen 'j/ f(x) 0 ist Ans den ▼oraus- 

gteschicktett AuaeinandersetKungen folgt nur: An einer Stelle, wo ein extremer 

Wert eintritt, muß ''^ = 0 sein. Der Verfasser weiß doch sehr wohl, daß 
' dx 

nicht alle Wurzeln der Gleichung f'(x) = 0 größte oder kleinste Werte 
von f(x) zu liefern brauchen; er hätte sich also vorsichtiger und sorgfältiger 
ausdrOekeu mflssen, um HiBverstSndnissen vorzubeugen. 

Die Art, wie der Verfasser in die Integralrechnung einführt, ist im 

aUgenieinpn tu billigen. Auch hier f«hlt es an Auf<:aben, die zu eignem 
Nachdenken anngiTi, auch hier erscbfin«!! mir die beige^'^benen Lösungen 
hin und wieder etwas imiständlicb. L>ie auf S. 102 behandelte Quadratur 
der SSssoide wird viel einfadier, wenn man 2rsin*ii setzt, denn man 
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erbili dann Bofori Bm'Jiiai^ u du* Die Integration liAt liok leidit au* 
führen, denn es ist 

4 ein ^ -> (I — OOS 2i»)* ->f— 9oos2« + }cos4«. 

Mithin ist ßa^^^in* m du — 2a* (|m — sin 9« + i «in 4«). 

Auch bei der QuaditiUir der Zykloide uui Ö. 105 ist es beaser, zu. 

achreiben / cos^ y d^j ^ 1/ (1 + cos 2ff)dy = + jsin 2(p. Für die Kar- 

dioide, die im § 48 behandelt ist, ziehe ich der vom Verl asser gewälilten 
Polargleichung r = 2o(^l -f sin qp) die Form r — 2a(l — cos qp) vor, denn 

bei der Quadratur kommt man dann auf r- ^9 und 

kann nachher verfahren wie bei der Zifsoide. 

Mit der Sprache des Buches kann ich mich nicht durchweg einverstnnden 
erklären. Mich stört schon die unzeitgemäße Vorliebe für das Keiaüv 
welcher und das „Faulheitapronomen*' derselbe, das doch endlieh einmal 
ausgemerzt werden mfißte. Geradezu unangenehm berfihren uich Wendungen 
wie folgende: Wenn eine Funktion y ^ f{x) gegeben ist, 80 haben wir in 
der Differentialrechnung gelernt ... (S. 86). Wo sind in ähnlichem Ver- 
hältnis stehende Operationen schon angetroffen? (S. 88.) Wenn ausmultipli- 
ziert nnd snsammengefaßt ist . . . (S. 71). 

Es soll mich freuen, wenn hei einer hoffentUoh erforderlichen neaen 
Auflage des Buches der Verfiuser einige der Winke beachtet, die ioth hier 
En geben mir erlaubt habe. 

Breslau. 0, Qutsohb. 



Ueiniieh Webftr, Josef Well stein und Walter Jaeobsthal: Bneyklo- 
pädie der eiemeutarca Geometrie. Mit 280 Textfiguren. Xli. u. 
604 8. gr. 8. Leipzig 1905, B. G. Teubner. JC 19. 

Bas Buch bildet den zweiten Band der ,Jincjldopftdte der Elementar- 
mathematik. Ein Handbuch für Lehrer und Studierende*', von Heinrich 
Weber und Josef Wellstein, mit dem Ncbentitel „Element« der Geo- 
metrie". Bei der Anzeige des ersten Tlandes, der von Weber allein be- 
arbeitet war (Archiv (3) 9, 369), ist der besondere Charakter der Eozjklo« 
pSdie der BlementannathMnatik gewOrdigt worden. 

Das erste ctes neuen Bandes Aber die Grundlagen der Geometrie 

ist von Herrn Wcllstein verfaßt. Im tweiten „Buche", das die Trigono- 
metrie erledigt, ist die ebene Trigonomptrie und dio Polygonometrie von 
Hprm Weber gcschriebpn, din sphäriscbo Trigonometrie von Herrn Jacobs - 
thal. Das dritte „Buch", das die analytische Geometrie und Stereometrie 
enthUt, hat Weber zum Verfasser; nur der Paragraph 83, die analytisdia 
8phärik, rührt von Jacobsthal her. 

Noch weniger als bei dem ersten Bande entspricht bei dem zweite 
der Inhalt dem Titel einer Enzyklopädie der "lementaron (Teometrie. Die 
„zahllosen Sätze und Sätzchen der Elementargeomotrie über Dreieck und 
Kreis, Tetraeder nnd Kugel'* werden in der Vorrede etwas geringschätzig 
bei Seite geschoben. „Unter Ansseheidong alles suneit nodi Isoliert«! 
und dämm Unfrnchtbarsn sollte nur das geboten werden, was in den An- 
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Wendungen auf Mechanik und Phjsik sich als üiitzlich erweist und auch in 
der höheren Hathematik fortlebt Jn dieeem engeren Beiceiehe wurde in 
enter Linie Yertiefimg und Belebung des Gegenstvades angestrebt, Yer- 
tlefong durch ausführliche kritische Behandlung nach der logischen und 
frlrpnntnisthporetischen Seite, Belebung durch Anwendungen, die fQr einen 
dritten Band vorbehalten sind." — Mag man über die neuere Dreiecks- 
geometrie urteilen^ wie man will, so durfte in einer Enzyklopädie der ele- 
aoentarea Geometrie die Bmohe doch nicht in einer Fnfinote (S. 333) dnroh 
eine Verweisung auf Pascals Bepertorium abgetan werden. 

Da indessen <ipr dritte Band Anwendungen bringen soll, darf man 
hoffen, daß dort noch, manches Platz finden wiH, was der Käufer des Werkes 
nach dem Titel desselben in dem gegenwärtigeu üande vergeblich sucht. 
Doch g^Innben wir, daS die ünttinschnng, welehe die Durduidii dei'Tor- 
U^nden Bandes bei vielen hervoigemfen hat, durch den an erwartenden 
nicht völlig beseitigt werden wird. Der Oberlehrer, der für seinen ünter^ 
rieht sofort verwertbaren Stoff sucht, wird eben einsehen müssen, daß das 
von den Verfassern verfolgte Ziel nicht in dieser Eichtung liegt. 

Die beiden Leiter des Unternehmens, Weber und Wellstein, haben 
als üniseraitttdehrer d«i Stoff unter dein Oeeixdit^punkte behandelt, daB 
äe dem mkinfligen und dem schon im Amte befindlidien Oberlehrer den 
Stand der wissenschaftlichen Forschung Aber elementar-geometrische Fragen 
in der (regenwart haben darstellen wollen. Ob das Werk ebenso ausgefallen 
wäre, wenn die beiden Autoren selbst einige Zeit den Öchuiunterricht in 
der Geometrie erteilt bitten, mOebte Beferent beaweifelit, der tot ninem 
eintritt in die Techniiofae Hoebaohnle 24 Jahre lang al« Oberiebrer tttig 
gewesen ist. 

Nach dieser unumwundenen AuBerung der Bedenken, die sieh auf den 
Mangel an Übereinstimmung zwischen Titel und Inhalt beziehen, möge nun 
aber auch gleich die Anerkennung folgen, daß das Werk nicbt bloß den Maüie- 
matiker auf das iebbaftesteinteressieren mutt, sondern überhaiqpt jeden denkenden 
HeDSehen, der etwas aus der Erkenntnistheorie erfahren will, und awar hier 
an dem einfachsten Beispiele, dem der C ometrie. 

Von den 563 Textseiten werden uilmlich die ersten 301, also mehr als 
die Hallte, durch das erste Buch über die Gruudlagen der Geometrie an- 
feflUlt; von diesen ent&llen nor die Seiten SSO bis 801 auf die eigentliche 
Planimetrie. Die nichtenklidische Qeometrie, welehe im letzten Jalirhundert 
immer nur von einzelnen Liebhabern als Gegenstand der Forschung gewählt 
wurde, ist nach dem Erscheinen des II über tschen Buches „Grundlagen 
der Geometrie^' (189^j ein allseitig und eifrig gepflegtes Arbeitsgebiet 
geworden. Besonders die Tielen Sehfller Hilberts haben sich mit einem 
solchen Eifinr und Erfolg dies«r Stadien beflissen, daB man sdienweise die 
alte Redensart „Eulen nach Athen tragen" mit der anderen vertaiisdit hat: 
,^if')iteuklidisebe (ieometne nach Göttingen tragen". Diese lebhafte wissen- 
schaftliche Bewegung hat olFenljar das erste, von W^ellstein verfaßt© 
„Buch^^ des Bandes beeintiubt, und es iat eine Darstellung entstanden, die 
niehts weniger als enzjklopBdiadi ist, sondern in origineller Wdse alle 
Seiten des Gegenstandss widerspiegelt und ein Tollstftndiges Bild von ibm 
zu geben sucht. Mag man immerhin in Einzelheiten anderer Meinung sein 
als der Verfissser, wie unter anderem Weber seine in besng auf Kants 



Digrtized by Google 



844 



Kaumlehre abweichende Ansicht durch einen „Nachtiag zu den Grundlagen 
d«r Oeometrie**, 8. 689 bis 591, som AnidraelE gebradit bat, lo ist di» 

ganze Schreibweise 80 natürlich und flrisoii, ffthrt so einfach in die 
wickelten Betrachtungen hinein, daß die philosophische Vertiefung, auf die 
dieser Abschnitt berechnet ist, gewib bei allen Lehern erreicht wird, die 
4en Stoff selbsttätig durchdenken. Der alte Grundsatz von Descartes: de 
omaibiis dubitare wizd mit Brfolg auf dia Fkindiiiiii dir Omnetrie an- 
fewandt, dia man ao laaga ab von jedam Zweifel uuaiigefoehtaii, ale daa 
Gewiaseate im mensohlidieii Qeiste betrachtet hatte. 

Gerade wie in diesem ersten Bncbe dir prinzipiellen Seiten der (h o- 
metrie so beieachtet sind, wie sie gegenwärtig den sich tun sie bemühenden 
Forschem erscheinen, so hui Herr Jacobsthal in der sphärischen Tri^ono» 
melrie, die dtn teABltDismftßig groBen Raum ton 100 Seiten einnSnint» 
anfiar der lltefea llObi asschen Auffassung die Grundgedanken der Study- 
sehen Abhandlung aus dem Jahre 1893 über die sphärische Trigonometria 
auseinandergesetzt und ist damit etwas aus dem Rahmen der Elementar- 
geometiie herausgetreten. Obgleich diese Bereicherung des Inhaltes an sich 
wertroU ist, darf man wohl fragen, ob nidit andere, naberficksichtigt ge* 
bliabaaa Teile der Elementannattieniatik nötiger gewesen winn. 

Hinaiolhtlicb der von Herrn Weber verfaßten Abschnitte der ebenen 
TrigOmoniftrie und der analyti-rh pu Geometrie sowie flrr Stpreometrio i-^t 
ans dem (irunde weniger zu bemerken, weil sie sich mehr in den lütlT -li- ii 
Grenzen halten. Die Aufnahme der analgetischen Geometrie der Ebene und 
des Baani«s in die EnsyUopidia der BlemoitaimiaUieDiatik wird in der 
Vorrede damit begrOndet, daB die Kegeiscbmttelc]»», ^dieeea lehttnsta und 
höchste Gebiet der Elementargeometrie, von den verschiedensten Seiten b«r 
in Angriff zu nehmen'' sei. Die Git iiZi ti , bis m denen vor?e<5Bn{Te!! ist, 
Äind etwa auf unseren Oberrealschulen en'eiclibar, während man in Frank- 
reich in den „Glasses de mathematiques speciales" viel weiter geht. „Eise 
smammenhUiigende DarsteUnng der Kegelsohnxtlilebre würde Aber den 
Balunen unseres Werkes hinausgegangen aein.** 

Im einzelnen wird mancher Änderun^'^cn wünschen. Wir wollen hier 
eine Kleinigkeit erwähnen. Auf Seite 275 wird der Bruch 3 sin 9 : ( 2 + cosqp) 
in eine Potenzreihe von q> entwickelt Statt bei dieser Gelegenheit die 
Methode der nnbeatimmtai KoefBuenten aebanbei mit m beweiaen, bfttt» 
daa gewOhnlitbe Diviaionaaobenta genflgt Der Koelftiient Ton 9' ift infolg» 
eines Zeiehenfeblen falaoh ala 1 ^3G0 bestimmt, wahrend er in Wahrheit 1 1 5 1 
ist. Außer der ein^^n an dieser Stelle mitgeteilten Huy pfentsfchpn Kon-tnik- 
tion ffSüt die angenahf rtp Darstellung der LRnge eines ivrei8ljügeus halte die 
andere, die bloß erwähnt ist, ebenfalls Tlatz hnden sollen, weil bei ihr 
das erale Feblerglied bedeutend geringer ist ((p^/lQBO atatt 9*A80), wi» 
ana dem. Texte von Huygena achon hervorgeht Das Lob der auf 8. 17 ff. 
vorpefOhrten Steinerschen Linearkonstruktionen ist zwar objektiv begründet; 
wenn aber, wie in einer jüngst veröffentlichten Programm Schrift des Herrn 
Zfthlke nachgewiesen wird, Lambert lange vor Steiner dieselben Ge- 
danken dmehgeflBhrt hat» ao mufl diesem älteren genialen Forsohar wenigstens 
ein Teil dea Lobea augeaproohen werden. 

Uro mißverständlichen Auffassungen vorzubeugen, soll am Schlnaaa 
naehdrUoklich erklart werden, daA Beferent ea für sehr wflnaohenewert^ ja 
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druigiich erachtet, daß alle Lehrer der i^iloiutiutargbumetrie sich nai den 
prinapieUen SrSriaariiagaii dioMt BudM dar Bnzyklopidie bekannt mMbea. 
NftMrludi soll damit durdiaai nicht gemdnt Bein, däfi dieee Srtrtemngen 
* nun Gegenstände de« Schulnntemclkts gemaobt werden. 



W. Hauber. Statik. I. Teil : Die Grundleluren der Statik starrer Körper. 

148 S., 82 Figuren. 1903. IL Teil: Angewandte ('technische) Statik. 

148. S.. 61 Figuren. 1904. Leipzig, ü. H. Uöscheu. (äamml. Gdschen 
Nr. 178 und 179). 

Das erste B&ndchen behandelt den auf die einfachsten Gegenstande 
beidixtnktin Stoff in 6 Kapiteln: 1. Krftfte der Ebene mit gemeinnmem 
Angrifbpimki. n. KrÜte der Ebene, die in Terschiedenen Pnnkten eines 

f tnw e n Körpers angreifen, m. Kräfte des Baumes mit gemeinsamem An- 
griff«;pHnl<t IV Krflfte K^inraes, die in verschiedenon Punkten eines 
starreu Kurpers angreifen. \ . Von der Schwerkraft und dem Schwerpunkte. 
YL Von den Widerstandskräften und ihrer Bestimmung. 

Das iweite Bindefaen erledigt den gewaltigen Stoff in 7 Kapitelnt 
I. Starre StabTerbindungen mit beliebiger Belastung. II. Bbene Fachwerke. 
TP .Spreng- nnd Tlüngwerke. TY. Staiidfesti^'keit der Manern (Pfeiler). 
V Standfestigkeit der symmetrischen Tonnengewölbe. VI. Theorie des Erd- 
druckes. YU. Vom Gleichgewicht der seilartigen Körper. 

tJberall wird aufier der analjtiflcben Bebandlung aueh die grapbieelw 
gelehrt Schon im «raten Bündchen ist immer die Biditong auf die tech* 
niacben Anwendungen gewahrt, wie das vom Verf., einem Dipl. Ing., zu 
erv^nrten ist. Das /weite Händthen enthält ia überhaupt nur technische 
Anwendungen in knappster Darstellung. Atil die.ser praktischen Seite liegt 
das Gute des Werkeheus. Schwächer und vielen Einwanden ausgesetzt sind 
Stellen, welehe die piinsii^ellen Gnmdlagen streifen. Anf 8. 7, Bd. heiAt 
es tfKraft bezeichnet die Ursache einer Bewegung oder Bewegungs&ndemng'*, 
und gleich nach nacliher auf S. 8: „Die Kruft ist Äußerung der Wirkung 
des Stoffes auf den Ötott." Alles, was hier über Kraft, Schwere, Gewicht 
gBS&gt ist, bedarf der BichtigsteUung oder schärteron Fassung. 

Das Literatonrerzeichnis am Bnds des II. Bandes bat merkwUrdigs 
Lfleken. Es fshlt s. B. das grofie Föpp Ische Werk (der Name des Antors 
bei awei andern seiner Schriften ist falsch); Schell, Bonth, Lorens, 
Tallqvist nsw. sind gar nicht genannt 

Berlin. £. Lampe. 



Kiels iSieisen, Handbuch der Theorie der ZylinderfanktiOiMli. XIV u. 
408 S. gr. 8. Leipzig 1H04, B. G. Teubner. J( 14.—. 
Herr W. Ostwald hat sich gelegentlieh darüber geäußert, wie ein 
Jianäbuch be»chaÖ'en sein soll. Es soll das vorhandene Wissen so vollständig 
and genau als möglich zusammenfaes«. 0emgeml0 wird es nnr von sdcheo 
benntst werden, die berate Uber die grundlegenden Kenntnisse des Gebietes 
verflIgMi. Der Leser muB das, was er sucht, ohne Schwierigkeit Huden 
können, und er mvA ttber den Stand der Wissenschaft an der betreffenden 



Berlin. 



£. Lampb. 
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Stelle erf^chöpifi'd untprricbtpt wmlen. Ein Handbuch wird daher auch nicht 
fortlaufend guieseu oder studiert, souderu mau schlugt gs uacb, wie der Be- 
<larf es T«rlftngt — Wir hhwa fort und glraben sagen sa dHrfeii, d«B der 
Autor sich vorerst in den Beeits der gesinnten Literatur zu versetzen ge- 
nötigt ist. H. Nielsen gibt 15 enggedruckte Seiten (389—404), gefaUt 
mit den Titeln von Abhandlungen, die sich auf die '/iihmlcrfunhUonm be 
ziehen. Daß er sie alle gelesen habe, behauptet er selbst nicht. So gibt 
er an, das Werk des Beferenten: „Studien über die Bednktion der Poleotsnir 
gleioiinng auf gewöhnlidie Diiferentialgleioliiuigm'* lei als ,,Progrunm; Berlin 
1899" evadiienen, wahrend es doch 180 Seiten nmlkftt und im Verlage 
von <^^eorp Reimer selbständig al.s Anhang zu Heines Iliindbuch der 
Kugdfunktimien veröffentlicht worden ist (S. 394). Referent liat dnselbst eine 
Definition der Zylinder funkiioHcn nri^chiedener Ordnungen aufgestellt t^S. 
er hat die JDnet«iylimfer-Fanktionen ab von der tweUm Ordnung von den 
Funktionen des paraboUschm ZgUnders (Weber, Baer, Haentzschel) and 
des ellipUBdim Zylwders (Mathieu, Heine, Lindemann, Haentzschel, 
S5rchinp<»r, H. Brnns) ah von der (hiticn Ordnung unterschieden. Das 
obeu erwähnt« umtasäöude Lit^raturverwichnis weist den Verfasser auf diesen 
Unterschied ausdrücklich hin. Hr. Nielsen aber lehnt diese Beseiohnungcn 
ab, er nennt sein Buch kuriweg ein Htmdbwsk der Zj^inderffmkNou^ 
während es in Wirklichkeit nur ein Handbtich der Kreisgslmdtrfmüit ionm 
ist Sind wir aber über diese Fjin.<( hrünl ung des behandelten Thenn!«? pini-j, 
so 8t«hen wir nit ht an, dem hochgelehrten Verfasser unser Kompliment üb{>r 
die von ihm geleistete zuscunmenfiisseHde Dcwstdlung einer so gewaltig an- 
geechwollenen Literatur xn madhen. Denn wenn derselbe andi imTorwoit 
behanptet, daß Ton den 27 Ibipitdn im gaaien 38 das Ergebnis «igmer 
VfUersuthungeti wären, so liegt wohl hier eine Art von Selbsttäuschung vor. 
Wir möchten da.s Werk als eine scliuue Komposition, die von einer bloßen 
Kompilation weit eutterut ist, bezeicboeu. 

Wer in der Theorie der hjpergeometrischen Beihe von GauB zu Hause 
ist| weifi^ daß eine Dreiteilung derselben nOglieb ist Den im attgemeinett 
geltenden Resultaten, wie sie GauB, E. E. Kummer u. a. ent wickelt haben, 
treten an die Seite die Fälle, in denen die Stelle x -= 1 eine wesentlich 
singulare ist (GauB, Artikel 45 — 46, Lohnstein, Heffter, liorchardt. 
Spitzer, Micha eisen, Winter), wo also das zweite paortikul&re Integral 
eine logariSmiMe- {TiuM^^lwit besitst, nad weiter diejenigen Fille^ wo Mtt 
partUadäre Inltegral% olgArtMdte Funktumen sind (H. A. Sehwars). Di0 
Diiferentialglmdinng der Funktionen des Xretaiffünders läßt sich unter die 
der !iypergeometrisch»>n Reihe subsumieren; nur ist alles viel rinfnchfr dort 
als hier. Es ist ja nur der eine Parameter v bei der Besst l?,! lien Trans- 
zendente vorhanden; daher die Dreiteilung: v beliebig; v eine poüitive ganze 
Zahl; V die Hftlfte einer ungeraden ZaU. Der letste Fall, von Poisson 
xnerst behandelt, ist derjenige, in dem die gegebene Differentialgleichung in 
geschlossmer Vorm integralxl ist. Er liißt sich unabhängig für sich allein 
erlediereu (Herrn it>\ Ist aber v ganzzahlig, so ist die Stelle r = O 
iccscrältdi singulür. Dem ersten partikulären Integral lS'*^{z) schlieBt sich 
die logarithmisdi unstetige Nenmaunsehe Zjlinderfimktion r^"'(r) aU 
wwdles partiknlftres an. FOr die Stelle « — oo hat Befetent snerat 1889 
außer den swei schon hdsamäm yoneinand«* Terschiedenen ers^M parüknttnii 
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lotegraleD, — es sind die snnilo)W(rgenten Entwicklungen oder asymptotischen 
Ue'ihep» - - die zwei bis dahin noch fehlenden logarithmisch unstetigen und 
asymptotischen iwetlm partikulären Integrale hinzugefügt. Das Handbuch 
weiß nicht» darüber zu berichten; was et Toa den ersten partikulären Inte* 
gnlen gibt, SMigt aber von wenig Klarlieat; die skiiiierto Dreiteilung kennt 
m nicht; im Gegenteil, alles lauft durcheinander. Der Keforent Termifit ein 
HuTOrfrptrn der Fucbs-Tborueschen Theorie d»^r Diffureiitiiilgleichun^n, 
wodurch em klarer Zusammenhang zwischen den einzelnen Kapitt-ln verbürgt 
worden wäre. Denn iu dem Falle beliebig^^ tritt doch offenbar dem 
Testen partümUlren Integral: /^')(x) das «weite; ale mit ihm ein 

FundamcnkUltiftUm im Fuchs sehen Sinne bildend an die Seite. Anden denkt 
Hr. Nielsen! Nach ihm kann I^~''>{x) keine Zylinderfunkiion darstellen; 
^if muß aus der Theorie der Zijlindrrfufil-tinnen rerhnnnf werden!''^ An 
seine Stell© tritt bei ihm daa nicht- tuiiüamentale Inte<;ral: F^'^(a;) = 

jg^^^ (cos (j'n^) /^'^(ar) — I^~*'>{x)). Dadurch kompliziert sich der Aufbau 

des Handbuches; Entwicklungen werden in den Vordergrund gerttiOkt| die nur 
ein Anrecht haben, als Fulgcningen erwähnt zu werden 

Ich glaube also sagen zu dürfen, daß die Ostw aidschen Kriterien fdr 
«n Hnndboch auf da» vorliegende nicht vollkommen lutrefPen. Dennoeh 
wird man ea dankbar anerkennen mfiaeen, daB der Autor sich in dai weit- 
adiichtige Material mit solcher Liebe vertieft hat; fdr die nächste Zukunft 
wird (l^is Handbuch flio hcste Auskunftstelle sein Rlr alle, die anf dem 
Gebiete der Zyiindertunktioncu, in dem von mir oben angegebenen weitesten 
ßiuue des Wortes, Uitig zu sein gedenken. 

Ober den Inhalt der 27 Kapitel hier einseln su berichten, darf ieb 
mir wohl versagen. T)vr erste Ted gibt in 11 Kapiteln die Fundamental- 
eigenscbaftÄn Ifr Kreis- Zvlinderfunktionen: ihre Darstdlnnr^ sowohl diirclt 
Reihen als durch bestimmte Integrale. Im zwdteti Ted wird in 7 Kapitt^ln 
über bestimmte Integrale mit Zjlinderfunktionen gehandelt Der drüte Ted 
liefert Entwiekinngen analytiBeber Funktüm«! nadi ZjlinderfiliBktionm in 
^ Kapiteln, endlich der vierfe TtU in 4 Kapiteln Dintellnngeu willkllrUcher 
Punktionen durch Zylinderfunktionen. Ein Anhang vermittelt Hilfsformeln 
aus d*'r Theorie der Gammafunktion, der hypergeometrischen Funktion, der 
Kugeil Uli ktioucn und der trigonometrischen Heiben. Da.<! oben erwähnte 
Literaturverzeichnis und ein ailphabetisches Register beschließen das inhalt- 
reicbe Werk, fttr dessen Abfassung die roathematisohe Welt dem Yerfaaser 
sa großem Dank verpflichtet ist, was ich nicht unterlassen will herromiheben 
trotz der Ausstellungen, die zu machen ich mich genötigt sab. 

Berlin, 18. tfanuar 1906. £. Habntssohbl. 



Eugenio Beltmniy Opm manematicii». Pubblicate per cuxa della 
Facolta di scicnze della B. Universil» di Borna. Tomo I, 1902. Tomo II, 

19nl. Milano, Hocpli. 

Die italienischen Mathematiker haben dem allzu frflli der Wit^nen.schaft 
entrissenen Beltrami, dessen Name in den Annaleu der Mathematik längst 
einen Ehrenplatz behauptet, ein wahrhaft würdiges Denkmal errichtet, indem 
ne die SBmtlichen wisseusehaftlidien Arbeiten des hervorragenden Forschers 
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in einer schön ausgestatteten Gesamtausgabe zusammengestellt haben, von 
der uns die beiden ersten Bände vorliegen. Dif mathemalisclie Welt ist 
den Verauätaltern und Förderern dieses Unternehmens, unter denen die 
Mutter und die Witwe Beltramis, der innriaeiieia eiMofalb hingeschiedent 
GremoBft nnd die Kenm Tonelli und Castelniiovo an enter Stelle ge- 
nannt werden, su lebhaftem Danke verpflichtet. Die Werke Beltramis in 
der neuen Auggabe bilden durob den hohen Wert dpv hior vereinigten Ab- 
handlnngeu sowie durch die vorzügliche Ausstattung^, an der \'.>'S' mlich die 
sehr leistungsfähige mathematische Druckerei zu Palermo betoüigi ist, eine 
Zierde jeder mafhematisclien BttrJieTeL 

Es hrmncht an dieser Stelle nicht auf die Bedeutung Beltramie ein- 
gegangen zu werden^ die in verschiedenen Zeitschriften eingehend gewürdigt 
worden i«t; im «rsten Bande der vorliegenden Ausgabe findet sich ein Ne- 
krolog von ( rümona. Um aber die Bedeutung der vorliegenden beiden 
Bände ungefähr zu kennzeichnen, sei auf die hervorragendsten Stücke ihres 
Inhalts hi^gewiesmi. Der erste Band enthBlt u. a. die im Oioniale di matematica 
veröffentlichten Untersnciiimgen über die Anwendungen der Analysis auf die 
Geometrie, die Abhandlungen über die Verbiegung der Ei L^ Üliichen und 
über die geodätische Abbildung, den Versuch einer Interpretation der nicht- 
eukUdischen Geometrie und die Theorie der Räume konstanten Krümmungs- 
naBei. Ans dem xweiten Bande sei die allgemeine Theorie der Diffwential« 
Parameter, die Insher sehwer sugBnglicli war, sowie eine aiisgedelinte Arbcst 
Aber die Kinematik der Flüssigkeiten herrorgehoben. 

Liebhaber der Variationsrechnung seien nuf pitip Notiz über geodätische 
Linien, S. 366 des ersten Bandes, verwiesen, in der eine durchaus moderne 
Auit'aäsuQg der Jacobi -Hamilton sehen Methode in Verbindung mit den 
Anfgaben der Yariationsredmung angetroffen wird. 

Brestan. A. Kmbses. 



Jld69 TilUiery* Levens d*a]göbva «t d^alyse k Vnaagß dM dMfia 
daa olaeaea de maOidmatiqiMa apdolalM. 2 tomes. Vn und 433, 
686 p. Fuis 1906, Ganthier-Villars. 
Für den mathematisdisn Unterricht in fransSsisefaen Lyzeen ist 1904 

ein neues Programm ausgearbeitet worden, web'bfs die Zurflckdrängung 
rein abstrakter Ent Wicklungen, die BesebrHnkaug btsi Ableitung sogeuaDoter 
allgemeiner Formeln fordert, Auweudungea auf numerische Beispiele und 
derm völlige Dorchrecbnnng betont und frOhzeitige Darlegung der Elemente 
aus der Infinitesimalrechnung in den Vordergnind stellt. Dieses Programm 
hat in Deutschland lebhaftes Echo geweckt , da auch bei uns seit Jahren 
Bestrebungon im Oange sind, den Bchüler friilizeitig mit dem Funktions- 
begriff und den Grundbegriffen der Differential- und Integralrechnung be- 
kannt sn maohen und ^mdneitig das Bedm«i mit BaebstabeBglcichuQgeu, 
das Entwickeln von sogenannten allgemeinen Formeln einsnsehrinken. Des 
vorliegende Werk ist geeignet, von dem neuesten Kurs im mathematischen 
Unterricht der c1;i«^pn sppciulps ein ungpf^lhres Bild zu geben, und dürfte 
daher in Deutsrhlantl besonderer Beachtung begegnen. Offi'nhar hat Herr Jules 
Tanuery schon lange vor der amtlichen Festlegmig uach dieseu Grand» 
riltsen unteirichtet, wie ja auch in Deutschland lange Zeit, bevor der nook 
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andauernde Kampf am den neuesten Kurs entbrannt ist, an einer ganzen 
Beihe von Mittelschulen (ich erwähne in erster Linie die Oberrealschalen, 
S.B. die Friedrichs -Werderscbe und die Luisenstädtiedhe OberreftlsdMÜe in 
Berlin) bereite Differential- nnd Integnlrechnung gelelurfc worden sind. 

Was an dem Werk auf den ersten Blick in die Äugen fallt, ist die 
ungewöhnliche Breite der Darstellung, die in der Methode des Verfassers, 
alles sagen v,u wollen, begründet ist. Herr Tannery legt Wert darauf, 
den Leser auf Schwierigkeiten und Lücken in der Ableitung eines Theorems 
tufinerkanm xa machen nnd ihn aasnleiten, wie die Bedenken zu beentigen, 
wie die Lücken antmflUlen sind, oder aber, falls dies über die Grenzen des 
Tertrages hinausgehen würde, dem Leser die Lückenhaftigkeit des Beweises 
zum Bewußtsein zu bringen. Im mündlit hen Vortrag dürfte es nicht sowohl 
aus Mangel an Zeit, denn aus methodischen Gründen untunlich sein, bei 
der länfthrung des Schülers in ein Gebiet alle diese Dinge zur Sprache zu 
bringen. Der Verftaser hat wohl ancfa mehr den I^ehier im Ange, der zur 
eignen Orientierung und zur Vorbereitung seines Vortegs das Boeb zur 
Hand nimmt. So dürfte derjenige, welcher es etwa unternehmen wollte, 
die Theorie des Irrationalen vor der Klasse so vor/utragen, wie sie auf 
den ^ien 58 Seiten des Werkes dargelegt ist, beim Schüler eher das 
G egenteil von Frende nnd Lnst an arithmetÜMdien üntenucbongen erwecken. 

Im zwdten Kapitel wird bereite die Ableitung eines ganzzahligen 
rationalen Ausdrucks von einer imd mehreren Variablen definiert und für 
den Fall einer Variablen geometris'Vi tredoutet. Die nächsten Kapital })e- 
handeln die Division von Polynomen, die gebrocheneu r:itionaIßu Ausdrücke 

(wobei die homograpbisohe Relation y — eingehend besprochen wird), 

den größten gemeinsamen Teiler, das Imaginäre, das Fundamentaltheorem 
'irr Algebra, den binomischen Satz, Oleklmncrpii ersten Grades nebst einer 
kiu-zen Eiu^hrung in die Determinanten, und endlich die Eliminations- 
methoden von Euler, Sylvester und Bäzout. 

Der zweite Band begumt mit dam Graoswert nnd der nnttodtiehen 
Beihe. Ais Anwendungen dient die Ani^be^ die Snmme einer Reih^ deren 
Glieder mit beliebiger AnnSherung beredmet werden können, mit gegebener 
Annäherung zu hf^-^timmen. Sodann wird die Stetigkeit einer Funktion 
«iner reellen Variablen erörtert und die Ableitung einer solchen, durch eine 
konvergente Reihe definierten Funktion eingeführt. Es folgen die Ent- 
Wicklungen von Maclanrin und Taylor mit dm Ablieben Anwendungen 
eowie das durch den Flächeninhalt definierte, bestimmte und das nnbestimmte 
Integral uebst Auwendung auf dio lin.-art'ii DifTcn^ntialgli'icbungen, während 
das n1i:«hraische Pensum mit der Untersuchimg der symmetrischen Elementar- 
funlitiuuen einer algebraischen Gleichung beschlossen wird. 

Diese InhaltBanlsfihluug läAt schon erkennen, da0 die Toriesungen des 
Herrn Tannery ftr den Frimannterricht an deutschen Mittelschulen nicht 
unmittelbar verwertet werden können, sie dürften vielmehr noch unsenn 
Pttidenten in den ersten Sernfstcrn wertvolle Bolelirung bieten. In diesem 
buine ist der Gewinn, der dem dauUcheu Oberlehrer aus BoreU Algebra 
für seinen Unterricht ziifließen dürfte, sicher größer und unmittelbarer. 
Immerhin bietet das Werk auch fOr den Mnauntenicht eine FQlle von 
Winken nnd eine FflUe von Anregungen nnd — was no(^ gamiidit erwihnt 
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worden ist, aber als eia besonderer Vorzug der Vorlesungen hervorgehoben 
itt werden verdient — eine beträchtliche Zi^l von Übungen nnd Bei^ielen» 
die «in Aber die lüttelaehulbedürfiiiaae hinausgehendes Intemae bennsprnchen. 

Berlin. £. Jahhkb. 



HL Zlmiueniaiui. JHb XkUokfbstigkelt einn« Stnbea mit elnrttneher 
Qnantfttaiiiis. 44 8. Berlin 1906, W. Emst u. S. ^ 8. — . 

Für die Beenapmchang eines genden biegsamen Btabes, der in eetMr 

ganzen Länge ununterbrochen elastisch in der Querrichtung gestützt und 
mit hplu'l)ig (?prichteton Kräften ^lolastot ist, hat der Verfasser in <\en. 
BerUiiei Akadmuieberichttin eine Lösiuig mitgeteilt, die auch den Kmcktall 
als Grenze einschließt Dieser Grenzfall wird im vorliegenden Heft be- 
sonders nnteisooht. Die ellgemeinen Grundgleichungen werden für aichtng^ 
Terscbiedene Beispiele numerisch durchgerechnet 

Dabei erhebt sich die — den Mathematiker interessierende — Frigft 
nach dem Wertepaar w, das d^ Gleichungäsystem 

k 6in — 9 sin «F — 0, k (Sof — cos w » 0 

ta gentigen bat, wo die «weite Oleicbung aus der ersten dureb Bifleren- 

tiation nach n- entsteht un»l k ~ ^^q* g^'setzt ist. Der Verfüsser bemerkt 

dazu: ,,DiL' mir zugSugliclieu Fachschriften enthalten nichts Brauchbares 
hierüber i es mußte daher erst eiu geeignetes Vertahreu entwickelt werden^ 
nnd ftigt bintu, daß er anf eine Beschnnbiing des Verfabrens aus Banm« 
mangel verzichten mfisse. Es ist nieht recht ersichtlich, weshalb das w<Al- 
bekannte Verfahren nicht anwendbar sein solle, das in der Taylorschen 
£ntwiekhing einer Funktion von zwei Variablen seinen Ursprung hat. 
Berlin. E. Jahnks. 



Oeuvres de Cluirlcs Herrnife publikes eous lee anapioes de l'Acadömie 
des scionoes par Emile Fioaxd. Tome L Paris 19U5| Gautbier- 

Villui-b. 

Das Archiv hat ganz besondere Ursache aui' das Unternehmen hin- 
anweisen, von dem jetzt der eiste Band erschienen ist Hat doch Hermite 
(1823 — 1901) der Neugestaltung des Archivs, die wenige Monate vor 
seinem Tode zustande kam, sein Interesse bekundet durch Übersendung 
einer Notiz über die Auflösung der Oleiobang snr — s • J>. sn r, und ist diese 
Notiz, welche das Archiv der mathemauscüen Welt vorlegen konnte, doch seine 
letzte Arbeit gewesen. Gleioluseitig erhielt der eine der Herausgeber, welohar 
das Gllldc hatte, seit mehreren Jahren mit dem grofien Fransosen in r^em 
Briefwechsel zu stehen, ein Schreiben, worin Hermite seinem Unmut Luft 
macht i:brr neuerliche Bestrebungen, bereits in den malhematischea 
Elementarunterricht die äußerste Strenge einzuführen. Auch dieses 
Schreiben ist in dem ersten Baude der neuen Beihe abgedruckt Voraus- 
geschickt ist dMn TOitiegenden Bande eine wissensohaftliohe Würdigung 
Hermites in Gestalt einer Vorlesung, die der Herausgeber als Nachfolgar 
seines Schwiegerraters an der 8oarb<mne wenige Wochen nach dessen Tode 
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gehalten hat Hatte doch Hermite nicht gewflnaelit, da0 m seinein Giabe 

Beden gehalten würden! 

Der Band beginnt mit zwei Aufsätzen des Öchtilers Hermite am College 
IfOuis-le- Grand, von denen besonders der zweite über die algebraische 
AnfUtobsriceit der Gleidrang Ittnften Oradee anoh hente nooh weitere Yer^ 
breitimg Terdieat. Hieron echüefien sieh die Ahhandlnngen Uber die T^eaiui- 
formation der elliptischen und abel sehen Tianszendenten, die etwa bis znm 
Tnfle Jacob is reichen, mit welchem ja der französische Meister in einem 
bedeutsamen Briefwechsel prestanden hat. Es folgen dann die arithnjetischen 
Untersuchungen, denen ihn die Diäquisitioneä und die bezüglichen 
Jaeobi scheu Arbeiten Teraalaßten; die Einfllhniiig stetiger Verfoderlicfaea 
in die Theorie der quadratischen Fonueu ist der Grundgedankci welcher 
die lange Reihe der arithmetischen Abhandlun|^ beherrscht. 

Endlich tinden noch die wichtigen Arbeiten aus der algebraischen Theorie 
der binaren Formen Platz, wo Hermite u n. das berühmte lle^iprozitäts- 
gesetz mitteilt: Jeder Kovariante einer Form #m'^° Gradeü, die inbezug auf die 
Koeffioenteo dieser Fenn Tom p*^ Grade ist, entspridit eine Eovariante, 
die inbezug auf die Koeffizienten einer Form Grades vom Grade 
ist. Herniites Entdeeknngen int Gebiet der luvariuntentheorie sind mit 
denen Cayleys und Sylvesters so eng verwachsen, daü Sylvester das 
Wort prägte: „Wir, Cayley, Hermite und ich, bildeten damals eine in* 
Tsriante Dreieinigkeit.^ 

Interessant ist noeh, Ihr den Historiker, die bekannte Tatsache, dafi sieh die 

r dB 

WeierstraßMhe Form des elliptischen Integrals I -; - , — bereits bei 

Ii er rillte lindet in der Abhandlung: Sur la theorie des fonctions homogenes 
a deux indeterminees, Crellesches Journal, Bd. ö2, S. 8. 

Beigegeben ist dem Bande ein wundervolles Jugendbildnis des großen 
FranaosMi! 

Berlin. E. Jabmkb. 



Holsinftller, G. Dlo neueren Wandlungen der elektrischen Theorien 
einschliefllioh der Slektronentheoxie. Zwei Vorträge. 119 S. Berlin 

lOOB. J. Springer. 

Der V erfasser hat den Inhalt zweier in mehreren Bezirksvereinen des 
Veröins Deutscher lugeiiieure gehaltener Vorträge in Form einer Broschüre 
kort zusaounengelkfll Indon er auf die Sprache der höheren AnalysiB, wo 
es nnr anging, ▼enichtet, bietet er eine leicht fhBliche Einführung in die 
neueren Anschauungen über elektrische Vorgänge. Vorausgescbiekt ist eine 
Darlegung des isewfonschen Potentials und semer Bedeutung tiir die Me- 
chanik, Elektrosiaük und Magnetismus, sowie des logarithmischen Potentials 
in seiner Bedeutung für die Bewegung der Elektrizitftt in dünnen, leitenden 
Platten, fOr Stationire W&rmestrSmiuig und für das elektromagnetische Feld 
eines geradlinigen elektrischen Stromes. Hieran schließt sich ein Ober- 
blick über die elektromagnetischfn Ft>rTnvirkungsgeset7e von Biot, Savart 
und Lap!B« e, von Arai)ere, Wi hti, iüemann. Heimholt/., Clausius 
und Graümaun. £s lolgen die Theorien der Äthervormittlung, welche sich 
an die Namen Farad ay, Heimholte, Maxwell und Herts knüpfen, litt 
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besonderem (rpscliick weiß dfr Vorfasstr die Max well sehen Vorstellung^^- 
büder über elektromagTietische und elektrodynamische Strom Wirkungen klar 
zu legen. Den Öchluü bildet ein ausführliches Kapitel über die Elektronen- 
tkeoria, wo sidi der Leser bis m den aeueelea Fmcbwigen nm Rutherford, 
Kaafmann und Lorents oxientiereiL kann. 

Berlin. E. Jahmkk. 



Hütte. Des Ingenietura Tasohenbach. Herausgegeben vom akademischen 
Verein „Hütte''. 19. Auflage, 2 AbteUungen. 1334, 926 8. Berlin 1905, 

W. Emst und Sohn. JC 16.—. 

Annuaire ponr l'an 1906 publik par le Bureau des lougitudee. Pahs 1906. 

Gauthier -V'illars. Fr. 1,.jO. 

Das Standardwerk des Technikers läßt sich in gewissem Sinne als 
Seitensttlek sum „Annuaire" beseiohnen, das alljifarlich von dem Bureau 
des longitttdes, einer SehOpfnng des groBen Napdeon, herausgegeben wird. 
Dieses, ein Oktavbün 1 hen von ungefähr 900 Selten, erfreut sich in Frank- 
reich außerordentlicher Verbreitung. Es ist nicht bloß auf dem Tisch des 
Technikers. Physikers und Mathematikers zu finden; auch der Laie nimmt 
es geru zur Haud, weniger allerdings um lu dem Verzeichuiä der physi- 
kalischen und chenusohen Konstanten nadunsehlagen; was ihn «nsieht, das 
sind die angehängten Abhandlungen, wdche, von hervorragendoD Gelehrten 
verfaßt, im edelsten Sinne des Wortes populäre Darstellungen wissenschaft- 
licher Ergebnisse bieten. So enthält das diesmalige Annuaire die Abhand- 
lung: Les eclipses de Soleil. Instructions sommaires sur les obsenrations 
que Ton peut laire pendant ces eclipses aus der Feder von Herrn G. Bigourdan. 

Erfreut sieh die „Hlltte" einer gleichoi Verbreitung? Nun, das ist 
sdion aus einem rein äußerlichen flrunde nicht tu erwarten. Kostet doch 
das Annuairr 1 fr. .'iO, das zweibändige Werk der Hütte 16 Jt. Diesem 
Preisunterschied entsprechend ist allerdings der Stofifumfang der Hütte ein un- 
vergleichlich größerer. Umfaßt doch die Hütte alle Gebiete der Technik: Wärme, 
Festigkeitslehre, Stoffknnde, Masddnenteile, Kraftmaschinen, Arbeitsmasohinen, 
Vermessungskunde, Hochbau, Lüftung und Heizung, Wasserversorgung, 
StJidteentwässerung, Straßenbau, Statik der Baukonstruktionen, Brückenhau, 
Schitfsbau und Schiffsmasehinenbau, Eisenbahnwesen, Eisenhüttenkunde, 
Elektrotechnik, Gastabrikation usw., wobei hervorgehoben zu werden ver- 
dient, daß die einzelnen Abschnitte zum Teil aus der Feder allererster 
Autorititen herrfihren. FQr alle diese Gebiete werden die Resultate der 
neuesten ex]»erimentellen und theoretischen Forschung mitgeteilt. In 
letzterer Beziehung geht «lie Redaktion der Hütte vielleicht manchmal 
unweit, insofern als auch Erü'elinisse der Theorip mitgeteilt werden ohne den 
Zusatz, daß sie als noch nicht genügend gesichert uigesehen werden können. 

Doch nicht etwa bloB als Nachscblagewezk leistet die Hfltte ausge- 
zeichnete Dienste. Den Formeln ist ein zwar knapper, doch den Wissenden 
hinreichend orientierender Text beigefügt, sodafi die Hfltte TOn den Studie» 
renden vielfach nl«; Repetitorinm benutzt wir<l 

Was den Mathematiker besonders interessiert, sind die beiden voran- 
gestellten Abschnitte über Mathematik und Mechanik. Sie sind mit be- 
sonderem Gescbtck abgefaßt und können, TOm Standpunkte des Technikers, 
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wh reeht ToUstfadig b«ieiehiiet weiden — bis auf eine Litoke. Ab eiiie 

Lücke muifi es bezeichnet w^en, wenn der Name Vektor nicht einmal er- 
wähnt wir»! Tn ein mo'T*>rnv"? HaTT^hu h der Tf'chnik gehört di^r fiindar 
mentale BegnÖ nebst einer kuraen Anieitimg zu seiner Verwendung. 



IL Mfiller und F. Pietzlier, Bechenbuoh für die unteren Klaaeen 
der höheren Iiehranetaiten. Vorstufe zu den Aufgaibensammlungen 
von Bnrdey und Hftller'Kutnewskj. Auagnbe G. fleft 1: Für 
Sexta, Heft 3: Für Quinta, Heft 3: TOr Quaite. Je YI S. und üu- 

gesamt 252 8. 8^ Heft 3 mit einer Doppeltafel: Reproduktion eines 
. Stnttf papiei^ Leipsig und Berlin 1906, B. G. Teaboer. Geh. A 0,80; 

u.bH: 1. — . 

H. Müller und A. Biel(*r, Bechenbuoh für Kaabeu-MjttelHChulen. 
Im Anschluß au das math<jmatische Unten icbts werk von Prof. IL Müller. 
TeU I: Ftlr die 4 unteren Klaeten. 4 Hefte. IV n. 52, IV n. 66, 17 n. 5S, 
IV Q. 62 8. 8*. Leipsig und Berlin 1906, B. G. Tenlmer. Geh. je jK 0,60. 

— AiittimetlBOhee Uhi^ und Übimsnlraioh für Enaben-HittelBOhuIea. 

Teil 1 : Bis zu den Gleichungen zweiten Grades mit mehreren Un- 
bekannten einschließlich. Teil 2: Reihenlehre, Züi'^f'^^tns-Bechnung und 
Anfangsgründe der Trigonometrie. VI u. IV u. 194 u, 6 S. TabwUen. 
Leipzig nnd Berlin 1906, B. G.Teabner. I. geb. JC 1,60, II. geh. J( 0,40. 

H. MflÜler und M. Zwerger^ Die Katheiiintlk auf den Ojnmnelen 
und Beeleehnlen« In Vflvbindang mit dem Verfasser fBr baywieche 

Lehranstalten herausgegeben. Erster Teil: Lehraufgabe der 5. und 6. 
Gjmnüsial-, hpz. der 3. und 4. Realschulklasse. Zweiter Teil: Lehr- 
aufgabe der 7. und 8. Gymnasial-, bez. der .'). und fi. Realschulklasse. 
VI u. 138 Ö. u. VI u. 162 S. 8''. Leipzig 1906, B. G. Tbubner. Geb. 
1,20 n. 2,00. 

TL UWer, IL Kiitnewsky und Zwerger, Sunmlmig rtm Anf- 
galMii nun der Arithmetik, Trigonometrie und Bteraometrie. Im 

Anschluß an die Teile A T und A II der Müller und Kutn^wskr- 
schen Aufgabensammlung luil in Verbindung mit den Verfassern für 
bayerische Lehranstalten herausgegeben. VJLII u. 276 S. 8". Leipzig 
und Berlin 1906, B. G. Teubner Geb. M 2,60. 

H. Müllersohe Unterrichtswerk, über das wiederholt zu beriefaten 
war, ist durdi Tenehiedene Neiuiisgeben erweitert worden. 

Das Rechenbuch für die nnteren Klassen der höheren Lehranstalten 

von H. Müller und F. Pietzker ist in einer Ausgabe C erschienen, in 
der das saehlidie und methodische Beiwerk he«:chränkt und dafür einiges 
andere etwas erweitert wurde; dazu gehören diu Dr«;isatzaul'gaben, dann 
Ton den abgekürzten Rechnungsarteu die Multiplikation und endlich die als 
Denkübungen bsieiohneten Aufgaben. Des sehr sn ernpüslilende Beohenbnch 
hat an Brauchbarkeit noch gewonnen, wenn auch das für die abgekürzten 
Rechnungsarten G''V«otene dürftig erscheint. Die Teilung in ') Tiefte Lst 
dankenswert Verfehlt ist es, „Hunderter^ statt „Uondertster' einführen zu 
wollen. 

AMhIv MBihamtfk ud maUu m. Salto. XL S4 



Berlin. 



£. JaoNus. 
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Fflr Knaben - Mittolscbulen wird von Ä. Bieler in Anlehnung an 
F. Segger und H. Müller ein Rechenbuch geboten in 4 Teilen für die 4 
ersten Schuljahre und ein arithmetisches Lehr- und Übungsbuch in 2 TeileJi 
für die obersten Mittelschulkl&ssen. S. 177 — 193 der Arithmetik bringen 
«la Aobtsg dift Anfangsgrflnde der Trigonometrie. Ifögen die Bfieber 8^eB 
etiflen! Sie sind ibrNn Zwedk en t e p g eehend geitiltet imd bey<»iiigeii al» 
An^bengebiete das in der Interessensphäre der betreffenden Altersstof« 
Liegende. Freilieh dürfte, indem die neunstufige >fiT;f er -Mittelschule ine 
Auge gefaßt ist, für die meisten Verhiiltnisse zu viel geboten sein. 

Für bajeriäche Gymnasien und Realschulen hat Zwerger an H. Müller:» 
Maiheowtik die doreih den Terminderlen Umfkng de« FBUiune ermöglichten 
Kflnrangen und einige Umstellungen vorgenommen. Wesentliche Äademiigeii 
sind vermieden. Bei der ftlr die bayerischen Gymnasien ja erst in neuester 
Zeit angesetzten EinfQhning in die analytische Geometrie dt^r Ebene er- 
scheint manches, da es keine rechte Durcharbeitung erfahren kann, tiber- 
flfissig. Soweit ee die geringen Stundenzahlen Ar JBeohnen und Mathematik 
in Bayern snlaseea (in der 4. Klasse des humanistiselien Gymnasinms ü m 
sind es 2 Wochenstunden!), wird Zwerger-Hfiller mit Niitsen Ar die 
Einführung in den Lehrstoff verwendet werden können. 

Geeignetes Übungsmaterial tür bayerische Lehranstalten bringt dann 
Zwergers Bearbeitung der Müller-Kutne wskyscheu Aufgabem»ammlung, 
die aiicli wann empfoUai werden kann. Wenn die einfiuheren Gleidningeii 
ersten Grades an einen firtQieren Plats gestellt sind, Nr. 11 statt Nr. 19, 
80 könnte darin noch weiter gegangen werden an Stelle der bisher bei den 
früheren Nummern zugefügten Hinweise. In Nr. 67 hätte Zwerger auch 
Aufgaben über das Körperzeichnen bieten oder zimi mindesten auf S. 105 
zweiten Teiles Tom Lehrbuch Bezug nehmen sollen. 

Der Druck ist in allen Teilen des H. Ufillersdien Unteirichtswerkea 
ein ansgeuidineter. 

Gers. E. Kuixnicn. 



F. Schutte. Anfangsgründe dar darstellenden Geometrie fttr Oyrn* 
naeien. 42 8. 8®. Leipiig nnd Berlin 1905, B. G. Tenbner. Geh. 

0,80. 

In klarer Darstellung werden die Elemente der Orthogonalprojektion 
behandelt I dann einiges von der schiefen Parallel- nnd von der Zentral - 
pei^ktive. Wenn V«rfiMser das in § 3 der Einleitung gebotene Al^emeiae 
fiber das Projizieren etwas weiter ausgestaltet hätte, so würde die Behnnd<^ 
lung des Stüffp-s leicht dem noch mehr Rechnung' babfn tragen können, daß 
die darstellend'^ 'Jpometrie zugleich eine sc höne Anwendung an sich trockener 
stereometrischcr Lehrsätze bildet. Die Be7.ugnahme auf den Strahlensat» 
im Räume hUte mehifaeh gute Dienste leuten kennen; so würde sudi auf 
S. 12, wo bewiesen werden soll, daß bei der ParaUeiprojektion die Bild* 
strecken im Verhältnis der Streeken stehen, die Benutsung einer Winkel* 
ftmktion erühript haben. 

Die gälruäWne Stoffauswahi kann im ^'anzen als ftlr Oyimiasien geeignet 
anerkannt werden. Die Figuren äind mcht durchweg vorbildlich. 

Gera. £. Kuixuicu. 
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F. Rogel, Bas Beohnen mit Vorteil. Emc ^emoinfaßliciie, durch zdtü- 
reiclie Beispiele erläuterte Darstellung empfehlenswerter Vorteile und 
«bkHiMBder Verfdmn. IV o. 88 S. 8^. Leipzig 1905, B. 0. Tenluier. 
G«li. JL 0,80. 

In knapper und klarer Darstellung werden Angaben darüber gemacht, 

Tsip man Zahlcnreohnunjjen vorteilhaft gp«talten kann. Auf die Frage der 
Fehlertrrenze hei abfrekür/ten Koclinuni^en und solchen mit ungenauen Zahlen 
wird, wenn auch nicht erschöpfend , eingegangen. Die Schreibart S. 23 
Beispiai 114 405:386 — 2 naw. Ut 27: 5«* 6 wire «n vermeiden gewesen. 

Gera. E. Kull,ricu. 



H. Starke. Experimentelle Elektrizitätsiefixe. Aiit besonderer Berüok- 
aiehtigung der neneren Aneehanungen und Ei|febmaB6. Hit 275 in dm 
Text gedruckten Ablnldiingen. XIV n. 422 8. Ldpsig and Berlin 1904, 
B. G. Teobner. J(f 6.— . 

Ein vorzügliches modernes Lehrbuch der Elektrizität. Als Ausgangg- 
pmikt der Darstellung dient allenthnlhen das Exppi-impnt; doch wird zur 
Vertiefung des Verständnisses in weitgehendem Mabe auch auf die mathe- 
maÜflche Theorie der Erscheinongen eingegangen. In dieser glücklichen Ver- 
bindnng der experimentellm nnd der tkeoretisohen Uethode liegt ein besonderes 
Kennzeichen des vorliegenden Werkes. Zur Deutung der elektrischen Er* 
scheinnnpen wprden au^ahmslos dip neuerpn An.^chnnnTippn horange^ogen, 
die au die Natiit u Faraday, Maxwell, Hertz, Arrhenius, H. A. Loreatz, 
J. J. Thomaun usw. geknüpft sind. 

Berlin. £. Aschkimas». 



J. Rittor TOD Geitler. Elektromagnetische Sohwingungen und 
Wellen. (Sechstes Heft der Sammlung „Die Wiäsenschaft'S) Mit Ö4 
eingedmckten Abbildungen. Vm n. 154 8. Braunsebweig 1906, 
P. Vieweg und Sobn. 

Das Buch ist ungemein lebendig und klar geschrieben und liefert ein 

wohl abgerundetes Bild nn^erer Kenntnisse von den elektromüL'nft-schen 
Schwingungen sowie ihrer wellenförmigen Ausbreitung im Räume. Es bildet 
das sechste Heft der unter dem Gesamttitel „die Wissenschaft" im Vieweg - 
aeben Verlage erseheinenden Sammlung von Monographien. Den fttr diese 
Werke vorgeachrtobenen Grondsfttaen entsprechend bdandelt der Verfasser 
sein Thema in durchaus gemeinverständlicher Weise — mathematische Fornaeln 
fehlen fast vollständig: , ohne daß die Exaktheit der Darstelluncr dadurch 
bwintrSchtigt \siirde. Der Haujitiuhalt gliedert sieh iu vier Abbclmitte, 
von denen die ersten drei die Namen von „Michael Faraday", „Jamea 
Clerk Maxwell** und „Heinrieb Herts" als cfaarakteristisobe Überschriften 
tragen; im vierten Abschnitt werden die neueren Forschungsergebnisse be- 
sprochen, die nach dem Auflreteii von Hertz zu Tai;re gefordert wurden. 

Inkorrekt sind auf ö. 118 die Zahlenangaben (Wellenlängen) über die 
Grenzen des sichtbaren Spektralgebietes. 

Berlin. E. AsoHBHAfl«. 
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J. Walleutin. Binleitung in die theoretisohe ElektrUit&tälehre. 

(A. u. d. T.: B. (i. Teubners Sana ml ung von Lehrbüchern auf dem Ge- 
biete der mathematischea Wisseoschaflen mit Einschluß ihrer Anwenduagtui 
Band XIV.) Mit 81 in den Text gedrackt«ii Figuren. X n. 444 S. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. M 12.—. 

Das Buch iat im Ansdilitue von Vorlesungen ausgearbeitet irardeo, 

die der Verfasser vor längerer Zeit an der Technischen Ilochschule in Brflmi 
gehalten hat. Es V»f^hnndelt in fünf Kapiteln dif EUktrosiai\1<, den Mapnt- 
ti»mm^ die Theorie der elffctriadttn iSiröinr, (l<>n EieJUromagneiismus und die 
Thame der galvanischm und M(tff*ietoituiuktton. 

Die gauze Anlage des Werkes entspriobt leider nidit dem modemen 
Standpunkte der Wissenschaft. Dies zeigt sich schon ftuBwliefa darin, daft 
die Lehre von der Elektrostatik ein volles Drittel des gesamten Textes ein- 
nimmt, während die Ableitung der Maxwell-Hertzschen Gleichungen erst 
nahezu am Ende des Buches zu finden ist. Es wird sehr viel ^^gerechnet"' ; 
doch fehlt es vielfach an genügender Exaktheit bei der EinfÜirun^ and 
Verwendung der fimdamentidea B^früTe. 

Berlin. EL ÄBCHKOfASt. 

Chr. Schmelil, Dia Blama&te der aphiriaahan Astronomla «ad dar 

mtHkamatisohen Ooographio. Nebst einer Sammlung gel5st«r und 

ongelöster Auf^^iiljen mit den Resultaten der ungelösten AiitV'i^>en. Zum. 
Gebrauche an höheren Lehranstalten und zum Selbststudium. VIII u* 
110 S. 8". Gießen 1905, Emil Roth. Ji 1,00. 

Im Mittelpunkt des Interesses steht die Aufgabenbehandlung. Es wird 
eine aus der Sdinlprans hsrrorgegangeno rsicUialtige Sanunlung ton Auf* 
gaben geboten. Zu ifaier Auflflsong werdoi die nStigen Anweisoogin ge- 
geben. Dabei wird auch sovgftltig auf die üntersuchimg der Terschiedenen 

goniom'^trischen Lösungen bezflplich ihr»r ^'e^wendbarkeit im vorlieg-^ndea 
sphärischen Dreieck eingegangen, 'ieiade diese Betrachtungen, mit denen 
man schon frühzeitig bei den Aufgaben der ebenen Trigonometrie beginnen 
mu0, sind reeht beachtenswert. 

Bezflglioh der Resultate fehlt in dem empfehlenswerten Buohe die An-^ 
gäbe, mit wipvielstelligen Logarithnientafeln die Berechnung erfolgt ist. 
Stichproben ergaben dem Referenten mehrfach sowohl für fünf- als für 
siebenstellige Tatein Abweichungen in den Sekunden. 

Gera. E. Klllkicb. 



W. Mevius. Methodik des Unternohts im Beolmen und in dor 
Batunlehre. (Methodik des Volks- und HittetsdittliuiteRichts von 
H. Gebrig.) IV u. 144 S. 8^ Leipzig nnd Berlin 1905, B. O. Teubner. 
Geb. 1,80. 

Mevius will zur Vervollkommnung des Volks- und Mittelschulunterricbta 
im R'^i hnen und in der Raumlehre beitragen. Er behaud^!* Tint^r Autuhning 
eines gröÜeron Teiles der einschlägigen Literatur die .,Emfuiirung" imd die 
„besondere Methodik" beider Gebiete. Größere Sorgfalt wäre zu verwenden 
gewesen auf mathemmtiscb korrekte Sebreibwt Msa £idet: 8+1 — 4 + 1*6; 
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8:4 — 2-12 = 24: |=0,33|(!) = 0,33 (während auf derselben Seite 
ausdrücklich hervorgehoben wird } > 0,8:0; 0,11 = |; 3jw = ^JM; f = l|iJ/; 
2 — ^« In stilistischer Beziehung ist unrichtig „dividieren niit^\ „enthaltenseiu 
mit^l sieht llblieh ist „die tangeii^\ Ganz yomiiglfickt ist der Satz: „In 
der Aufgabe 85,8 X 9 kann der 1. EUtor dnroh Mnltiplikatioii mit 10 in 
«iae Multiplikation einer gansen Zahl mit 9 verwandelt werden". 

In methodischer F!iT>«i(bt sucht Mevius Ansi hlutt an die höheren Schulen, 
so bezüfrli<h der Bebaudiung <ler Dezimalbrüche und der Geometrie, für die 
hübscbe Hiuweiäe aufgenouuueu sind, z B. auf das stereometrische Zeichnen. 
Im einaelneii ist es Terwnnderlioh, daB 8. 2S die ttblicke Teilbarkeitsregel 
fllr 11 nicht abgeleitet wird. Das Interpolationsverfahren für die Berechnimg 
von Quadratwurzeln ist recht roh und nicht geeignet, das methodische 
Berechnungsverfahren zu ersetzen. I>ie beiden experimentellen Nachweise 
der Formel für das Kugelvolumen sind unmathemalisch. 

Gera. E. Kulluich. 



S* Sekldie and F. Pllll. Marthwnatiflelie AuHgaboi. Ausgabe f&r 

Gymnasien. Erster Teil. Aufgaben aus der Planimetrie und Arith- 
metik für die Unterstufe (Quarta bi'; Untersekunda einschL) von 
E. Schulze. VIII u. 196 S. 8°. Leipzig 1 '.»().-), Dürr. J( 2,40. 

l>ie Hammiung soll alle Gebiet*' der auf unseren luiliLreii Hchulen zu 
bebandelniiea Elementarmathematik umfassen und zwar im Anschlub an 

r- , 

Boaki tfatbematiMlie Hanptsfttie; herausgegeben Yon Kath. Der erste Teil 
der Ausgabe fOr Gymnasien bietet, den preuflisehso LehrplBnen von 1901 
folgend, Aufgaben für die Quarta bis Untersekunda humanistischer Gym- 
nasien alten Stiles. Wenn 44 Seiten d* r Planimetrie gewidmet sind und 
152 der Aritbnietik, so kommt darin die leider vielfach übliche Bevor/uä/ung 
der arithmetischen Aufgaben zum Ausdruck. Eine Vermehrung cmphehlt 
sieh namentlich besflgÜoh der praktischen geometrischen Aufgaben, von 
deren immer energischerer Forderung für den neuzeitlichen mathematischen 
Unterricht die Verfass r im Vorwort ja selbst berichten. Auch ist die 
Anwendung bestimmter iluÜzahlen bei giornetrischen Aufgaben noeh weiter 
durchzuführen. In der Arithmetik sind auch eine Reihe mündlich zu 
USsender Aufgaben aufgenommen. Sie sollen ebenso der ersten Einttbung, 
wie der Wiederholung, auch in höheren Klassen dienen. Wo man etwa 
auf mündliche Aufgabenstellung vernichten muß, bieten sie brauchbaren 
Übungsstoff. Aufgaben, bei denen das Gefühl aufkommen könn^*. die 
Lösung sei nur mit besonderer Erfindungsgabe möglich," werden vennieden. 

Möge dem Wuiische des Verfassers gemäß das Buch Lust und Liebe 
snr mathematisdien Arbeit in den Schülern erwecken helfen^ indem es daxu 
bcitragey daß die produktive Tutigkeit beim AufgabenlQsen neben der rezep» 
tiven bei der Lehnatsbehandlung voll xur Geltung komme. 

Gera. £. Kullrich. 

Fr. Uuaeke. Entwurf eines arithmetisohen Lehrganges für höhere 
Schulen. Mit 4 Figuren. 53 S. gr. 8. Leipzig 1904, B. G. Teubner. A 0.80. 

Mit manchen Ausführungen in der Einleitung dieses Werkchens kann 
man sich einverstanden erklKren; so s. B. empfiehlt der Vetfasser, das 
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Hauptgewicht im arithmetischen Unterricht nicht auf (\ip Fertigkeit im Vm- 
fonneu komplizierter algebraischer Ausdrücke zu legen; er fordert temer 
möglichst frühzeitige £inführuDg des Funktionsbegriffs und Au&ahme der 
Elämente der Lifinitesimalrechauiig in den Lehrplaii. Leider aber U6lk Hin 
Lelirg«ig selbst so ziemlich alles la wttnsoben flbrig. Der Behlller toU, 
nach der Meinung des Verfassers, nicht den Begriff der reinen Zahl ge- 
winnen, sondern darf sich die Zahlen nur in Verbindung mit zählbaren 
Dingen vorstellen. Da ist es denn kein Wunder, daß der Verfasser den 
Begriff des Negativen füi so schwierig hfilt, daß der Schüler mit ihm erst 
bekannt gemacht wwden derf, nadideu er eimfUche Operatumen mit Ein- 
leUnB des Badmerens und Logarithmierens kennen gdMnt hat Und andi 
dann nm-b 'scheinen unüberwindliche Scbwiprigkeiten vorzuliegen, denn die 
Darstellung df"^ T?<^chnens mit negativen und vollends mit imafrinäron Zahlen 
ist — im Auächluü au Dührings Spekulationen — derartig unklar, daß 
war die Terwirrteeteii flekOler neh dabei beruhigen können. Auch aonei finden 
Bich Unklarheiten und sadiliche Fehler in eolcber ZaU, daft man die SofaOler 
nur bedauern kann, die nach dieiem Lehrgang unterrichtet werden. 

Strafiborg i B. Paiil Epanm. 



F. Klein, über eilM neitgemäAe Umgeetaltiug daa mathematiacheii 

Unterriühtos an den höheren Schulen. Vortrage gehalten bei Ge- 
legenheit des LVrienknrses für Oberlehrer der Mathematik und Physik. 
Göttingen, Üsteru 1904. Mit einem Abdruck verschiedener einschlägiger 
AuftätM von E. Gotting und F. Klein. IV a 82 & 8^ Leipzig 
und Berlin 1904, B. 6. Teübner. 1.60. 

Es ist in höchstem MaBe erfreulich, dafi das Interesse der Universitli»' 

und Hochschullehrer an dem Unterricht unserer höheren Schulen ein immer 
regeres wird. Eine neue Betätigung dieses Interesses bringen die Ostern 1904 
beim Ferienkorsus in Göttingen gehaltenen Vorträge von F. Klein, in 
denen dieser warme Freond und Förderer aller Fortschritte im mathematisch- 
phytikaiischen Schnlnnterriclit, ttber seine Mier auf die realen Anstalten 
beschränkten Wflnsche hinausgehend, fordert, daß der raathematische Unter- 
richt aller ^ höheren Lehranstalten die elementare Differential- und Integral- 
rechnung umfasson soll. Klein erörtert die Möglichkeit und die Notwendigkeit 
dieser Forderung. Für die Abgrenzung des üpeziellen Umfanges der zu 
behandelnden Gebiete rechnet er aÜF die Hitarbeit der praktuchMi Sdralminner. 

Der Wiederabdruck dreier Aufsätze von Klein und eines ¥on Od tting, 
die nach der historischen Seite recht viel des Interessanten bieten, dient 
im besonderen zur Unterstützung der Ausfifthrungen bezOglich der Bealan- 
stalten. 

Gera. £. Kulxbich. 



1) Für die Reform cjymnaBien setzt Klein diib< i v raus, daß die Beschränkunff 
aof 3 Stunden Mathematik in der Oberstufe an sich nicht haltbar ist, and das 
die Erhöhung auf 4 Wodienstunden erfolgen mufi. 
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1. AQlisaben und Lelin&tM. LösnngiiL 

178« Es sei die folgende partielle Diffeireiitialgleioliiuig vierter Ordnung 

^^Kdq' dp* " ^dpdqdpdq^ dp* BqV 

wo ^ eine unbekannte Funktion der nnabhängigen Veränderlichen j), g 

bedeutet und 



r \dpdqj dp* dq* , 



ist BeKfiglich dieser DiffmitialgleichQng, m deren Litegintioa die ersten 

Anläufe Ton Herrn Julius Vilyi stunmen (Inaugural -Dissertation, Kolozs- 
var lißfiOV und deren allgemeine Lösung erst unl&Qgst Herrn Wilhelm 

KaptL'Vu^j g».-iungün ist, soll dpr folgende Satz bewiesen werden: 

Betrachten wir p, q, & als (/cirithnlichc I-unkikoorämatcn m Räume, so 
gestattet die vorgelegte partidk Differentialgleichung vierter Ordnung jede 
9Me pnnjäckoe I^msformaUm^ die dm Punkt p 0, ^ » 0, ^ » oo fm> 
verändert läßt. 

Budapest Josnr KttuosiK. 

179. Die Abschnitte auf den in den Endpunkten einer Seite eines 
Dreiecks errichteten Loten, von den Fiißpunkten bis zum Schnitt mit den 
gegenüberliegenden Dreiecksseiteu gerechnet, erscbeinen vom Mittelpunkt des 
Inkreises und der Ankreise unter je gleichen oder supplementftren Winkeln. 
Dieser einiadie und, wie es scheint, nene Snts gilt aueh für qdilzisohe 
Dreieeke nnd ist ytm ParaUelenaziom unabhängig. 

Ghariottenbnrg. 0. Pomd. 

1) Sttr Viqiiation di/ferr.ntidk de Monge, Arohiv der Math. o. Phys. (S) 9, 
213—389 nnd 10, S. 89—44. 
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B. Ldsnngen. 

Zu 132 (Bd. IX, Ö. 303 I (M. Pechp) ™ Wenn man von allen Prinkttn 
P einer Kreisevolvente aus anf den Normalen eme Strecke PN = i und 
auf den Tangenten uacli der Seite der Spitze hin den iiadius des Grund' 
kreiMB PT o abträgt, so unhllllt KT wifider «iii0 Kniamohtalbb. 

Dritte Lösung. — In natürlichen Koordinaten ^ 9 (Krfimmungariidinfr 
und Bo^'pn: vgl. Cesaro-Kowalewski, Vorl. ühcr natürliche Gforndrie^ 
Teubnei li^ol, Ijcs. § 15 n. 16) ist die Gleichung der Kreisevolvente auf di© 
Spitze bezogen = 2 as. In bezug auf das Koordinatensystem der Tangente 
und Normale in P hat die einhlinende Gerade die Gleichung 

G = ijc — ay + a/ = 0. 

G iat (nftdi «) m. diffoveiisiereii, wobei setient 
ist (Gesbo § 19). Dm ergibt sofort 

B' sax ly — gl ^ 0. 

Aus G und G' erhält man für die Koordinaten ar, jf des Berührungspunktes 

der £nveloppe 

Bieraus j j j j 

Kna hat num aber (Ceskro § 13) 

di'^'di^ 9'^ d9'"d»'^9* 
und man erhält ohne viele Mühe 4- "»-7-» 4^ ~ tfifö — -r^«" — 
(eelbstTentftndlieh), — (^)* + (^)* ~ ^» 
die Koordinaten der neuen Kurve sind, ds' — jds, daher 

(2) *' - o]/| 8. 

Fbnter ist (Gesaxo § 15) ^ + ^* ^Miuiaoh 

(3) /-it^ 

Aus (2) und (3) läßt sich mit Hilfe von n' = 2 as leicht q und s eliminieren^ 
und es ergibt $ich schließlich als Gieu lmiu: der gesuchten Enveloppe 

ya--\-i' 

Dies i«t in fit r Tat wiederum die Gleichung einer Krei-sevolvente, bei der 
die Bügeu wegen ( 2) ebenfalls von der Spitze aus gezählt sind. Der Radius 
des erzeugenden Kreises ist aber 



t"- 



a ~ . , — ^ — a cos 6, 
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Dfther ist «ÜM«r B*diTi8 gleidi d«r Projektion von PT auf NT, Beid« 
Snise haben aneb dmaelben lüttelponltt Denn filr die %tttfee der neuen 
EvolTent« erhält man aas (l) die EoordinateOt die anf Tangente und 
Nonnale der Spitie der nr^urfinglicben Evolvente beiogen sind: 

— — «U — — a + ^^tqrp — — a + a'coeö, 

jfp-.aU-^,_j^j,-a sind. 

Auf den Mittrlpnnkt des ursprünglichen Kreises bezogen, hat also die S|>it7.e 
die Polarkoonimaten a und Der Radiusvektor a liegt abfr dann auf 
der Geraden 6, d. b. die Spitze der neuen Evolute steht zu dem um den 
ursprüngliebeii Ifittelpunkt mit a' als Badius beschriebenen Kreise senkrecht 
Dieser ist also gewiB ihr exzengender Kreis, und sie ist gegen die gegebene 

beisevolvente vm den Winkel B arctg ^ gedreht 

Speyer. H. Wieleitkük. 

Zq 146 (Bd. X, S. 197) (F. Epstein) ist noch von Herrn F. A. Müller 
(Aschaflenbnig) eine LOsung eingegangen, die mit der von Herrn J. West> 



Innd mitgeteilten (Bd. KI, 8. 150) übeteinstimmt, sowie vra Herrn stad. 
math. Wieferich (Münster i. W.) eine Lösnng, die mit der von Herrn 
Wieleitner gegebcuen übereinstimmt Bed. 



2. Anfrägen und Antworten. 

Zu 29 (Bd. XT, S. 156> (O. Meissner). — The gcneral formula 
t ir the reversion of series niay he deriveU from Bürmanu's Tlieorem — see, 
lor instance, Schlömilch s Cmnpmdium der höhten Analysis^ Iki. Ii, p. 21, 
4te Anfl. — and firom the Hnltinomial Theorem. ITsing the notation of 
the qnery, we may writet 

31 , : q^-^X * * 

in which 

(a) V -= 1 + 2 + 2^ '+ • • • - *\ 

and the summation inclndes all possible sets of values of 9', 9' ete. that 
satisfj fa), q, q' etc. being restricted to zero or po>itivü integers, alfo r^^\. 

The resulfs are given in detail to niiie terms in Cagnoli's Trif/onotmdry 
(p. 46 French translation, 2"'' edit) ; to eleven terms in the Fenny (Jydopacdia 
artide on Sermion of Series, and to sizteen by E. B. Seits in the Mdk»^ 
naUaa VisUar (formerly pnbliihed at Brie, Pennqrlvama) Toi I, (1878} asX 

Washington. W. J). 
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3. Kleinere l^ölizen. 
ElektromagnetUeli« Blehtojiffsrcfvbi.*) 

In Nr. 17 und 20 d. Ztschr. sind wieder neue Regeln zur BestLmmiuig' 
der Richtung der dnrch Rewegiinf? induzierten K3fK zu losen. Es wird 
von diesen „Hegeln'^'" bald eine Uuzahl geben; jedermann sucht sich trotz 
Faradaj, Maxwell und Fleming seine eigene Regel zu konstruieren — 
«b deutÜdies Zeichen dafür, daß MhlieBlieb alles das nur ein unnötiger 
und unniltzer Ballast ist, den man am l)est('n wegwerfen solltel 
Man denke sich nur den »nnfachpn Sachverhalt. Ein olektri^eher Strom 
«rzeugt um sich ein kreisförmiges magnetische« Feld; liegt er ({uer in 

einem schon Vorhände* 
nen Feld«^ so rarattirkt 
» es auf der einen und 
schwächt es auf der an* 
deren Seit« seiner Bahn ; 
mit andpren Wörtern, fr 
drangt die vorhande- 
nen Kraftlinien auf eine 
Seite seiner Bahn sn- 
pammen l's. Fig.). Die 

7. u .s a ni m n d rängt en 
Kraftlinien wirken aber 
auf den Stromleiter su- 
rück, um ihn ins schwl* 
chere Feld absudrlngen; dies fühlt man sosniagen beim bloßen Anblick 
der Figur. Daraus ergibt sich <ihne wmtores di(> Drohrichtung eines 
Uotors: nämlich vom stärkeren Feld ins schwUcherf. 

Die iiichtuug der induzierten KMK eines Generators ergibt sich 
aus der einfacben Überlegung, daß sieh der Anker dem ^ektromagnstiMiMn 
Zuge entgegen, d. b. ins stärkere Feld hinein bewegt; der iadnsierte 
Strom verstärkt also das Feld vor sich. 

Behält man diesen Sachverhalt vor Augen, so braucht man keine 
andere Hicbtungsregel außer der zur Bestimmung der zusammen* 
guhürigen Bichtuagen von Strom und Feld. Hienn empfiehlt sich 
statt der Ampireschen Behwimmregel die weit bequemere Begel der rechts- 
gängigen Schraube Maxwell s oder die „der geschlossenen Rechten". Diese 
lautet: „Ein Strom in der Eichtunt: dp> gcstrc^ckten rechten Daumrn« pt- 
zeugt um sieh ein Feld in der Richtung der gekrümmten Finger''. Ikisjuel: 
Strom — zum Leser, Feld — nach oben (in der Papiei'ebene): da^ Stroni- 
feld verlftufk dem Uhrzeiger entgegen, das ursprüngliche Feld wird aba 
rechts verstärkt, daher der Leiter nach links abgedrficki Folgt der Leiter 
wirklich diesem Dnick ( ^fotör!), so wird eine EMK vom Leser weg ( di© 
„Gegen-J?Jf X des Motors") induziert, weil der dieser EMK entspr^üimde 
Strom das Feld vor sich — hier also links — verstärken müßte. 




Defomüenmg ciaei homogsacii Feldes dazcb germdlinigen Strom. 



1) Abdruck aus „Elektrotechink und Maschiii'-nhau", Z'dt.srlirift des Elektn>- 
technischen Verein« in Wien, Organ der ötterr. Vereinigung der Elektrisit&U- 
werke, 1906, H. SO. 
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Der Leser wird gebeten, das hier empfohlene Verfahren an zwei oder 
4ni selbstgestellten Beispielen einzuüben; er wird danu schon ohne Zweifel 
die beiden Vorzüge deflselben bemerken; erstens ist es bequemer als die 
Flemingechen Regeln, da maii dabei mur einen Finger (den Daumen^ 
nach Fleming dagegen drei zu orientieren bat; zweitens ist es anschau- 
licher, da es unmittelbar dip tatsächlichen Vorgftnp;«« vor Augen führt. 

Alle übrigen Regeln erscheinen demgegenüber mhaitslos und daher zu 
künstlich. Aus diesem Grunde ist das hier besprochene Vcriaiiron ganz 
besonders in didakiisoher Hinsicht sa empfehlen, wie der Terftsser ans 
eigener ErfUmug mitteile Jaom. 

Brflnn. J. E. Somc. 



ÜlMr HnltlpUkatlensttreln. 

Jedem Bem&reehner ist bdcannt, daft die Logarithmen, so nfltslieh, ja 
notwendig sie för zahlreiche Fälle dnd, in manchen anderen entweder 
ganz versagen, weil mich die Anwendung von 7 Stellen das Resultat nicht so 
genau ergibt, wie mau wünschen muß, oder daß die Arbeit mit ihnen unter 
Umstaudeu doch erheblich unbequemer ist als das unmittelbare Zahlenrechnen. 

In solchen Fillen sind besondere Mnltiplikalionstafeln, Quadrat- nnd 
"Besiprdkentafeln emUnsdit. Da jedenfalls manche von nnswen Lesern gern 
nnd viel reohneni wollen wir einmal die uns bekannt gewordenen neueren 
Tafeln, besonders der ersten Art, die übrigens aueh das Dividieren, Wurzel' 
ausgehen usw. erleichtem, in zwangloser Eeihexitüige betrachten. 

Will man ein „Großes Einmaleins^ aufstellen, also eine Anzahl von 
ansgeieebneten Produkten in eine Tafol bringen, so kann man je nach dem 
Zwecke die Cronzen enger und weiter stecken; man kann ferner für Multipli- 
kator unl Mwihplikandus dieselbe Gren^'^ oder für diesen eine 10, 100, 
IQOümal höhere setzen. Den ersten Fall, welcher dem kleinen Einmaleins 
entspricht, finden wir in dem Werke von A. Henselin verwirklicht 
(Bechentafel, enthaltend das groBe Einmaleins Ins 999 x 999, mit einer 
Einrichtung, die es ermöglidit, jedes gesachte Besnltat . . . bliixschnell su 
finden. Berlin S., Otto lOsner 1897.) Es hätte hier fast eine >I II i n von 
Prodi!kt»^n nntergebracht werden müssen, wenn nicht einerseits die Ver- 
taaschbarkeit der Faktoren die Zahl aul" gut die Hälfte herabminderte, 
andererseits die Multipla von 10 bei den Faktoren wegbleiben konnten. 
Lnmeriiin bleibt etwa eine halbe Million mrast sedustelliger Zahlen llbrig, 
deren Unterbringung anf 110 Doppelseiten glsidi 320 gewöhnlichen Seiten 
eine sehr tüchtige typographische Leistung war. Allerdings ist das ge- 
bundene Buch fast 4U cm hoch und etwas über 1<) cm breit. ( Prt'is ü Mark.) 
Das rasche Greifen der richtigen Seite wird durch Registerzettel ermöglicht. 
Wir haben dieses sehto an^estattete Buch sehr hiufig benutit, weniger 
beim regelmißigen Arbeiten als wenn es galt, m^lichst rasch das Produkt 
von zwei dreistelligen Zahlen zu haben. Auf einem gewöhnlichen Schreib- 
tische hat es nicht gut l'latz, dagegen kann es bequem in einem Bücher- 
gestell quer über der Keihe angebracht werden. Die ZifiTern sind alle von 
gleicher liöhe; diese beträgt, den Durchschuß mitgerechnet, 2,56 mm. Die 
änsgesperrten Zittsai sind fetigedmckt Fehler haben wir in diesem nnd 
den nachher sn besprechenden Werken bisher weder gesucht noch gefunden. 
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Die Verleger haben meistens Preise für solche £ntdeckangeD ausgeloht^); um 
aber den Fkeis in Terdieneii, müfite man sdion auf einoi glflcMichen Zvhll 
rechnen, da niemand eine Tafolaanmlnng TdJsttndig in solchem Sinn» 

dureharbeiten wird. 

Nur 100000 Produktti haben mebrero Bücher. Sehr handlich ist das 
vou U. Zimmermauu herausgegebene, unseriös Wisseus die ei'ste Arbeit 
dieser Art, welche gegenüber den (uns hier nicht vorliegenden) Tafeln von 
Grelle einen erfaeblic^en Fortadiritt anfwiee. (Rechentafel nehst SanuB*- 
lung häufig geliraiicllter Zahlenwerte. Entworfen und berechnet von 
Dr. H. Zimmermann, Geh. Baurat. Berlin, Wilh Ernst Sc Sohn. 1891. 
8**.) Auf jeder Doppelseite gehen die Multiplikanden um 10 weiter, die 
Multiplikatoren immer von 1 bis 100. Am Fuße jeder Seite .st^'hen gewisse 

Funktionen der Multiplikanden, nämlich a'; a^; 0,5 rrf/; 0,25 n^a^; V^« ; 

\^a; 100 : a; logu. Man tindet also alle diese oft gebraucbten Größen 
dort, wo die Argonente atebeii, Dicht in heeonderen Tafeln. Überhaupt ist 
die Tafel gut gearbeitet, beeondem auch in tyxx'ST&P^^^ Sinne; wir 
haben damit gern und viel gerechnet. Die Ziffisr ist die ungleiche f,eng- 
lische" Logarithmenziffer; ihre Höhe beträ^jt 3,4 mm einschließlich Durch- 
schuß; Format des gebundeneu Buches 25 x 16,5 qcm. (Preis 5 Mark.) 

Es versteht sich, daß solche Tafeln auch die Multiplikation von Zahlen 
mit mdir als 2 oder B Stellen ermöglichen; eine Tafel wie «Ue letst- 
genannte gestattet ein recht bequemes Interpolieren und Aufbauen längerer 
Produkte. Mit einer neueren Tafel, die »^leirbfalls 100000 Produkte gibt, 
aber den Multiplikandus bis 10000, den Multiplikator nur bis 10 gehen 
l&ßt, haben wir noch nicht arbeiten können. Ob diese Begrenzung des 
Multiplikators praktisdi ist, stellen wir dahin. Jedenftlls ist auch dieee 
Tafel ziemlidi gut auageitattet (Becbentabelle zum Gebrauch bei der 
Multiplikation und Division. Von Eirik Briera. Kristiania, H. AsdwiMWIg 
& Co.; für Deutschland und Österreich A. Twietmeyer in Leip?i(j Preis 
geheftet 8 iMark. Format 16,5 x 25 qcm.) Die Ziffern sind noch größer 
als bei dem letztgenannten Buche und dabei gleich hoch. Zu wünschen wäre 
eine Kennzeichnung der Seiten durch sehr krlfÜge KopfkaUen wie hei 
H. Zimmermann; die Säten müßten dann aUffidings höh« sein, da man 
schon jetzt Not haben \^-ird, das Buch ohne arge Verengung des oberen 
ßandes einbinden zu lassen. 

Eine Tafel, die sogar bis 10 x 100000 geht, kennen wir nur aus der 
Ankündigung des Verlegers. (A Tahh of producfs, by the facton 1 to 9y 
of aU mmbers from 1 to 100000 itc, S. L. Lamiäsf. London, JB. C„ 
C. ^ R Zaifton. Price 5 Ot. 4®, Leinenband.) Wieder bis 100 x 1000 
geht ein uns gleichfalls nur im Prospekt, jefloch mit Dnickprobe, vor- 
liegendes Werk eines deutschen Kata^terbeamten. (Rechentafel zur Aus- 
führung der Multiplikation und Division zweier Zahlen. Von dem kgl. 

1 Schon Bremiker hat (S. XIY des Yon^ortes zur TstsUigen Yega sehen 
Logarithmentofel) betont, daß dieses Verfahren die Kompilatorsn — und dann 
auch wohl dfo bioBen Bointser — - ^verblenden", d. h. in fluedie Sicherhrit wiegen 
kann. Es ist trotzdem ein gtites Mitf»! Nur Hellten alle auch in weniger ver 
breiteten Tafeln entdeckten Fehler gleich bekannt gemacht werden, etwa in den 
Aitronomisdien Nachrichten, der Zetteehrift tUt Vermeesunsswesen und ähnlichen 
Z^rtrahnganen; nicht bloß in den apftteren Auflagen der Sfldier aelbet 
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Steuorinspektor Im gart zu Buxtehude. Vermutlich Selbstverlag. Preis 
4,50 Mark wler etwas höher. Die Anordnung ist nicht so i»raktisch wie 
bei U. Zimmermann, obschon die gleichmäßig hohen Ziffern größer (etwa 
3,8 nun einschlioAlidi Spatiiim) und lo maxk dk Bi&taii k6h«r imd braitir 
ans&Uen. Daim gehört diesem Typus noch ein nur sdieinbar daTon ab* 
weicbendes Buch an, dessen Verfasser gleichfalls praktischer Rechner ist. 
(Abpp^nrzte Multiplikations-Rechentafelu für s&mtlichc Zahlen von 
2 bis luOO. Entworfen und herausgegeben von J. Ernst, kaiserl. Kassen- 
koutrolleur a. D., Kassen- und Rechnungsrevisor des Kreises Kreuznach. 
Bnnnschweig 1901* Fr. Yieweg & Selm. Preis in Leunenband 6 Mark. 
Hflbe 24,7, Breite 18,5 cm, Dicke 3,5-*4 om.) Das Buob gibt Ar cUe 
Multiplikanden bis 1000 die Produkte mit den 99 Multiplikatoren 10, 20, 
30, .... 990, außerdem mit den neun Einem. So können die Produkte 
mit dreistelligen Zahlen bequem aufgebaut werden. Die Einrichtung ver- 
langt schon wegen der vielen Nullen einen ausgiebigen Raum, und da in 
IffbUdMf Wdse aaek am DuidisdknB nicht gespart ist, haben auf jeder 
Doppelseite nur vier Multiplikanden Platz gefunden, so daß nun das Werk 
ein halbes Tru^ptvI Seiten bat. Die gleichbohen ZitTern sind gut lesbar; 
es sind die von der Schliimilchschen Logarithmentafel her bekannten. Daß 
ein Werk von dieser Größe und Ausstattung gebunden für 5 Mark abgegeben 
werden kann, zeugt toh der Leistangsf&higkeit des bekannten Verlages. 

Der Namensvetter eines der vorhin genannten Antoren hat in die 
TabnliSRmg der Produkte sin neues und fruchtbares Prinzip, das des Auf- 
bauens aus zwei Zahlengruppen, eingefiihrt. (Recbeutaffln , große 
Ausgabe, bearbeitet von Ludwig Zimmermann, Coblenz, Liebeuwerda 
1896, Verlag des Technischen Versandgeschäftes von R. Reiß. Gebunden 
5 Mark. Breite 20,5, Hflhe 26,3 cm. — Rechentafeln, kleine Ausgehe. 
Zum Gebrauche für Schule und Praxis bearbeitet von demselben. 2. Auf- 
lage. Ebendort 1897. Gebunden 2 Mark. Breit- 15, Höhe 21,4 cm. 
85 Seiten.) Zu erkennen ist das neue Prinzip aus nachstehendem Beispiele A. 
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Es ist dieses der Anfang von Seite 115 der großen Tafel, die das 
Ablesen der Produkte aller der vierstelligen Zahlen, die 56 in der Mitt« 
hüben, mit den Zahlen von 51 bis 100 gestattet; die daneljen.stehende 
Seite 114 gibt natürlich die Produkte der genannten vierait;Uigeu Zahlen 
mit 1 bis 50. Es ist z. B. 51 X 2560 » 130560, und die beiden Gruppen, 
«US denen diese Zahl besteht, werden abgelesen. Dann hat 51 x 3560 
awnr eine andere, um einen leicht ersichtlichen Betrag vergrößerte erste, 
aber dieselbe zweite Gruppe; es ist = 181560. Ebenso ist 52 x 25G4 
-= 133 328; 52 x 3564 = 185328 usw. Andererseits ist 51x1567 
«=• 79917; 51 x 1568 = 79 968, nämlich um 51 größer; 

51x1569 — 80019, „ „ 51 „ . 
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Das letzte Heispiel lehrt die Bedeutung der fottpedniekten Zitfern (l^r 
Tabelle kennen. Die 1, womit die zunächst unter 5Ö9 stehende Ziffer an- 
hebt, gehört Sur eraton Gruppe und ▼«rmehrfc deren Betrag mn 1, Ter> 
wandelt also 79 in 80. Dieser Fall ist übrigens relativ selten. Man sielift, 
daB nun die Produkte aller vierstelligen Zahlen mit allen zweistelligen 
bequem ablesbar sind. Im Einzelfalle fafit man die beiden in Betracht 
kommenden Spalten am besten mit zwei Fingern der linken Hand, was bei 
der m&fiigen Breite des Buches durchans bequem ist Die Seite nicht man 
natOrlkh mit HUfe der beiden mittleren ZaÜen, aueh dann, wenn eine der 
äußeren eine Null ist. Diese Art des Aufschlagens lernt sich rasch. Wenn 
man die kleine Ausgabe der Tafel benut/t, die nur bis 100 x 1000 geht, 
so stehen die beiden letzten Ziffern dc^ dreistelligen Multiplikandus am 
Kopfe der Seite. Die übergreiteude ZiÜer der zweiten Gruppe kann jetzt 
grOfier ala 1 ausfallen. Das Tifelchea B ist mn Ausschnitt ans dieaer 
Ueineren Rechentafel: 
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"Viertelquadrate der ganzen 
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Wie man bemerlrt» iUli das in der Tafel weggelassene Viertel toh 
sdbst ans der Beefannng. Ist man dagegen, weil die Summe über SOO 

hinausgeht, genutigt, zur sweiten Formel zu greifen, so ist Vorsicht geboten. 
Das Täfelchen \*irkt hier allerdin-^'H kaum mehr erleichternd. Es iai n, B 
157 x67 » 10519, und das Schema der Rechnung ist folgendes: 

167 6162 ' 

67 1129- 

90 2025 

2 - 62Ö9 " — 10619. 
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Es sind also hier ä\p Produkte von 1 x 1 bis 100 1000. .vi. >r .lo.'h 
ihre Bestandteile, auf 10 kleinen Doppelseiten untergebracht.*) Man liest 
ab: 53 x 6ö7 = 34821. 

Betrachten wir zum Schlüsse noch ein indirektes Yarfohren, das gleich- 
fUb »ir KonBtraktion tob T«feln AnlaE g«l>oten liai Et ist 

I. a6--}(a + i>)*- J(a-6)«. 
n. a6-2[-J-a«+ l6»-|(a-6)«J. 

Die erete Formel gestattet uns, wenn wir dif \ iertelquadrate aller 
Zahlen Iiis i\i einer gewissen Grenze anfgestellt haben, Eieralieb st'hneU rU« 
Produkte zu bilden, für welche die Summe der beiden Faktoren jene (ironze 
nicht liberscbreitei Stellt man z. B., wie es in nachstehendem Tftfolchen 
geschehen ist, die Viertelqnadrale der ZaUen bis Aber 200 susammen, so 
Vn-TiTi man sicÄier und ziemlich schnell alle Produkte bis 100 x 100 daraus 
herstellen. Das Quadrat einer geraden Zalil ist durch 4 teilbar, das Quadrat 
einer ungeraden läßt, durch 4 geteilt, stets den Kest 1; dns Viertel ist 
also mit dem Anhängsel 25 behaftet; mau bemerkt aber, daü dieses in der 
Tabelle einfach weggelassen ist IKe Benntsung gestaltet ndi wie folgt: 
Es ist 157 X 41 m berechnen; ferner 98 x 47. Man erbllt 6487 
und 4600. 



Zahlen von 1 bis 209. 
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6241 


6890 


16 


6400 


6480 


6661 


6«42 


67-24 




688;» 


«972 


705« 


7140 


17 


7226 


7310 


7896 


7482 


7669 


7666 


7744 


7882 


7991 


8010 


18 


8100 


8190 


8881 


8878 


8464 


8668 


8849 


8749 


8886 


8990 


19 


908ft 


9190 


9»6 


9818 


8409 


9608 
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10808 
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157 98 

41 47 

198 9801 145 0256' 

116 ::J364 61 - 650J 

-6437 -46f)6 



1) Das Büchlein f.nfhm aiiß^srdeTn eine K#> ij r ,k.-Titftf*'l , «ine <>i»aratt»fel. 
eine Knbiktal'el, zwei Tafeln ffir dan Cbergang von ttn mif em tmd von Um waf 
mc^ JuAiotiaen uaw. Auch die saiieren ffKnutttUn Werke enthaitsa aoeh die 
eme oder Rn(1^r«> Tabelle außer dern Frftupthf «tftndt*>il. — Die Ziffer in beide« 
L. Zinimermamiache» Böchcm tut die L<^withni«DZi0«r. 
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Wir erwähnea dieses zweitf^ Verfahren hier nur der Vollgtändigkeit 
wegen. Es ist, und das gilt auch für größere Tafeln solrhpi- Art, darum 
gefahrlich, weil man die Summe und DiflFerenz der beiden Faktoren von 
linkä nach rechts aufschreiben kann, wogegen auch ein geübterer Rechner 
▼onielieii wird, eine algebraiadiie Summe, wie die in der IL Foimel auf» 
teetende, TOm rechts naidi links herzustellen. Daxm f&hrt man die Ver- 
doppelung natürlich wieder von links nach rechts aus. Dieser zweimalige 
Wechsel wird leicht Fehler verursachen. Dagegen ist die Tafel auch zur 
Multiplikation von gemischten Brüchen brauchbar, wenn, wie das die Praxis 
maxudmial bringan wird, aufier den Oanxen nur Halbe auftreten. So wird 
man die Beispiele 8S,5 x 47 8924,5 nnd 88,6 x 47,6 <- 3966,35 wie 
folgt reeltnen: 

63 63,5 
47 47,5 

130 4225 - 131 4290* 

36 324 86 324 



3901 3966,35 
0,5-47= 23,5 

3924,5 

Es versteht sieh bei so kleinen Zahlen, daß man weder die Faktoren a 

und h, noch die Größen a -\- b und a — b wirklich niederschreiben wird. 
Die Faktoren hat man ja doch vor sich; man bildet im Kopfe die SammB, 
aohreibt deren Vierteiciuadrat nach dem Täfelchen auf usw. 

Nach dem geschilderten Prinzip sind nun sehr große Tafeln aufgebaut. 
Ein deutsches Werk^) dieser Art, das in den siebziger oder achtziger Jahi'en 
«rsdiienen sun soll, ist uns leider nie >a Gesiclrte gekommen. Dagegen 
besitzen wir die Arbeit eines schon Tcarhin genannten englischen Ysfsiehenuig»- 
Mathematikers. {Talle of Quarter -Squares of aJl integer numbers up to 
100000, hy which ihe produd of Uco factors &'c. By Samud Linn Lnnndjt. 
London, Ch. rf- E. Layton 1856. 8^. 21 sh. in Leineaband.) Da das 
Prinzip bereits erläutert worden ist, geben wir nur die zwei Beispiele 
37 646 X 83619 — 635334874 und 63785 x 46538 — 3919347755; dns 
•erste ist nach d(^r I., das zweite nach der IL Fonnel gerechnet. Die Bei- 
spiele sind der Einleitung des Werlus entaiommen. 

37646 63785 988930056' 

22619 46533 541830033* 

60265 681642556 16303 65626201 

6027 63 17682 3.1459623877-' 
626d'34874 — 3919347755. 



1 J. Blater. Tafel der Yiertelquadrate aller ganzen Zahlen von 1 bia 

200000, welche die Aunfahrun]^ von Multiplikationen, Quadriernnj^en und das 
Ausziehen der Quadratwurzeln bedeutend erleichtert und durch vorzügliche Korrekt- 
heit fehlerlose Resultate verbürgt. Wien: A. Hölder. XVI vi '20» S. V, 1887. — 
Von dieser Tafel ist auch eine englische und eine französiHobe Ausgabe erschienen. 
Vgl. Jahrbuch über die Fortachritte der Mathematik, Bd. Id u. äO. Bed. 
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Das erste Beispiel wttrde mit der größeren Tafel Toa L. ZimmerinanB 
90 m rechnen sein: 

27- 2261-61047 
64- „ ^ 144704 
6- „ — 18566 

27 646 • 22610^625076060 
27640- 9- 246760 

6 ' 9= « 54 

625324874, 

In der einen wie in der anderen Tafel hat man zwei Seiten auf- 
zuschlagen. Formel II. verlangt bei der Tafel der Viprt^lquadrate sogar 
drei Beilen. Auf richtige Ansetzung der Stellen hat man bei beiden 
Methoden wohl za achten. Will man die Quadrattafel xnm Dividieren 
benatMs, so gehSrt eigentlidi «iae Benprokentafbl dabei, und Uber die 
Genauigkeit ist nicht sofort eiD ürteil möglich; jedenfidls iit hier der 
Yomig auf eeiten du beqnemen neueren MoltiplikatiottBtalbln. 

Httneter in WeatfaleiL J. FLASSitAinr. 



Bemerknnir m den /yKarven de» Uerrn Leiser. 

In der Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht 35, 378 (1904) führt Herr Lesser unttsr dem Namen der 
X-Xnrren die Kurven von folgender Entetehongsart ein: „Ist P(u, <;) — 0 
die Gleidrang einer Knrre in eduefen oder karteeisehen, oder in Polar» 
koovdinaten, und sind die Yariabeln u nnd v selbst wieder Funktionen einer 
«Griffen unabhängigen Veränderlichen u ^ ~" fA^\ verstehen wir 

unter der L-K\xrve der Kurve P die Gesamtheit der Endpunkte aller Normalen- 
strecken, deren Länge durch den Differentialquotienten n = dsjdi bestinmit 
iei.** In Band 86 denelheo Zeitsebrift, wo eine EortRetinng der bwOg^ 
liehen üntersnchvng gegeben wird, bekennt der Verf. 8. 242, daß diese 
Definition der sogenannten 7. -Kurven unzulänglich ist: „Da s die Bogen- 
VHnijp der Kurve P darstellt, während t die ganz beliebig wäblhare Un- 
abhängige bedeutet, ist der Dilferentialquotient ds/dt eine Funktion von ^ 
und daher die X-Enrve von der Wahl der unabhängigen VerftnderUchen, 
■lio andi von der die Kmre P darstellenden Oletdrang P{t) — 0 abbingig.** 

Dies hätte unter anderem berücksichtigt werden sollen bei der Behand- 
lung der Hyperbel als Beispiel 12 in <ler eisten Abhandlung, wo S. 393 
gesagt wird: „Eine kleine Cberrascbung bringt uns die Hyperbel"; es wird 
n&mlich bei der gewählten Variable / ein Resultat erzielt, das gar nicht 
mit dem fllr die Ellipse erbaltemen in Parallele au stellen ist Ein solches 
eigibt sich aber aogleidi, wenn man die Koordinaten dar Hyperbel in der 
Fovm darstellt: a:=r/ch/, y = 6 sh wo ch den Hjpfrbelkosinus, sh den 

Hjperbelsinus bezeichnet. Dann ist nämlich ds'df n = ya'sh'f -|- &'ch'i. 
Bezeichnet man femer den spitzen Winkel, den die Hvperbelnonnale mit 
der 2- Achse bildet, mit /3, so hat man dxjdy tg/^ = a sh ch woraus 
9i8in^«*ashl, iicos^<==&ch; folgt Trägt man nun n anf der Hyperbel« 
notmale vom Punkte P auf der Hyperbel aus nadi dem Innern der Hyperbel 

ÄxMw dw M aUMBitlli «nd Skrilk. m. "EMbrn. XI. 26 
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hin bis Q ab, bo daß PQ^n ist, so smd di« Kooirdinsten ig tod 
^ (a -f- 6) ch ij » (ft — a) siit Dsraos eibllt man als Olmefaiuig dar 
sogenannten ü-Korre: 

«• ,1 

also eine konzentrische und koaxiale Hyperbel mit den Halbachsen a -\- b 
und ± (6 — a). Trigt man die Strecke n von P aus auf der Normale 
nadi dem ÄnBeran der Hyperbel ab, so folgt als Gleidiiug der n^Knrre": 

I« 

(a-by + ^' 

Wenn man die auf der Hand Hegende Psvameteidarstellnng fllr die Koordi- 
naten einer Hyperbel anwendet: x « a/cwt^ ff^h' tgl, so flieOt daraus 

hingegen eine Emre bOherer Ordnung als ,,£*£ttrve". Dieses Beiqiiel be- 
weist zur Genüge, <)a6 die n^Korren^* eben gar nicht als besondere knrreii- 
gattung deüniert iiiind. 

Eine andere Frage, die auf S. 37S der ersten Abhandlung des 
Hezm Lesser swar eiwihnt, aber nidit beantwortet ist, mOge andi noch 
eriedigt werden, nämlich: wann ist n gleidi der L&nge der Normale vom 
Kurvenpunkte P bis zum Sohnittpunkte mit der Achse? 

Es sei s — f(i), $ - tp{i), also «• - l/r(0' +9'(0* ^ Länge der 

Nonmü» ist aber anchw-yyi ^V/'(0*+^'(0* g«««"« 

Bedingung ist somit ^(Q » /"'(f), oder aber die gesoebte Ftoametar- 

Man setze also (Ix/äf ffir y m die kartesische Gleichung der Kurve 
ein; dadurch erhält man eine Uifferentialgleichung fllr x. Durch Integration 
dieser Gleichung folgt x als Funktion von /, danach y =^ dxjdt. In den 
folgenden Beispielen ist e die Integrationskonstante. 

L Seheitelgleiohvng der Parabel » 2px: 

^ = + ''tV^p-\- c\ V = pt + cy¥p. 

n. Mittelponktagleichang der Ellipse «^/a* <f y'/^ — 1^ 
s«arin(c + 5</a), y d oos(c + b^/a). 
m. Mittslponktsgleiclnmg der Hyperbel ^fa* ^fl^ ^ 1: 

X = (i ch(c + ft</aj, y b »h{c bt ! a). 

IV. Zykloide: x ^ c aii — tisit)^ y a(l 008<). 

Definiert man dagegen eine Parabel dnreh die Qleiobungen * 2pf , 
y •> 2jpyF, so erhftlt man als Qleiehnng der »1^-KnrTe**: 

^pi (n + 2i») - (i, + 2pf -h 4y. 

WShlt man femer die Darstellung x %p cotg'^, y » 2j) ootg/, vro t der 
Winkel des Badiusvektor vom Scheitel mit der Hanptauhse ist, so folgt: 
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Diese BemUate folgen ohne erhebliehen „Aufwand am Zeit and Baum'' 
dondi die ,^wöhnliche Behandlungsweise*^; man bedarf also nidit aar Ana- 

rö^'tnng des ,,Hilfsmittels der Vektor«^ Tirn 'lTnuiig", um einzusehen, daß die 
Kurven unzulänglich, oder vielmehr gar nicht deüuiert sind. 

Berlin. £. Lampb. 



t)her rattoaale Tetraeder. 

F9r die Aufgabe, Tetraed« von kongruenten Seiten an finden, in welchMi 
die Tanten, die Beiien and daa Voliimen rationale MaBaahlen haben, be- 

ateben, wenn man die Ecken mit 0, 1, 2, 3, sowie die Kanten Ol und 23 
mit a, 02 und 31 mit 6, 0 3 und 19 mit c bezeichnet, u. a. die folgenden 
beiden partikuliren Lösungen, in denen q das Quadrat einer rationalen Zahl 

1) a-8.5(?+ l)(5-l)(g«+ 3(? + l), 
6 - (27 + 3) (4g + 1) (9* + 2? + 2) , 
c-(« + 4)(39+2)(2g«+29+ 1); 

2) o - (g + 25) (2g + 1)(169« + 9« + 26), 
> - 2(g - 3)(g + 4)f6öfl» + 58« + 26), 
c - 7 (ff + 1)(9« + 1) (2/ + 2g + 25). 

Berlin. B. OOiiTaou. 



fiber die gleiehseiUge Hji»erbel. 

Bei der Parabel wird bekanntlich der "Winkel zwischen den Brenn- 
strahlen der Berührungspunkte zweier Tangenten durch den Brennfitrahl 
des Tangentenschnittpunktes halbiert Deutet man die Punkte der diesen 
Satz geoinetrläch darstellenden Figur (Fig. 1) als KepräseDtantea deü kom- 
plexen Argiunenta i^jT + ^y* «> gAt durdi die konforme Abbfldnng 
mittela der Funktion ti + 1« » V7 die Figur der jr-Ebene in eine 
entaprechen^e Figur der Ebene über (Fig. 2). 

Zwischen den beiden Ebenen best eben bierbei folgende Beziehungen: 
Jede Parabelschar, deren Brennpunkt mit dem Nullpunkt der r-Ebcne zu- 
sammeniUlt, wird in der Ebene in eine Schar paralleler Geraden über- 
gefOfart Nnn gehSrt aber zu jeder Parabelaehar die gMaeinsame Aohae 
all fUModlicii adbnale Parabel; darana folgt, daß allen durch den Nullpunkt 
der Ä- Ebene gehenden Oeraden in der if-Ebene ebenfalls durch den Null- 
punkt gehende Gerade entsprechen ; die Neigung gegen die reelle Acbse ist in 
der it'- Ebene balb so groß wie in der r- Ebene. Jede Schar paralleler Ge- 
raden der ^- Ebene geht in der m;- Ebene in eine Schar gleichseitiger Hyper- 
beln Uber. Die rar Parallelenaehar gehörende Nullpunktogerade wird dabei 
in das Asymptotenpaar der Hjperbelacbar umgewandelt. 

Durch Anwendung dieser Regeln ergibt sieb Fig. 2 aus Fig. 1 in ein- 
facher Weise: Der Brennpunkt O gebt in den Xullpunkt 0' über, die 
Parabelachse BOC in den rechten Winkel B' 0' C\ das Achaensystem der 

«6» 
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Ebene. Die Parabel DÄE^ welche die Acbse OC bei iL senkrecht 
«(^meidet, wird zur Geraden D'A'E\ welch« O'C bei A' aenkraoht ichaeidet. 




vtg. 1 

umgewandelt in die gleichseitigen Hyperbeln T'^T'^ und T^T^, welche bei 
z;, 7; di« Q«nd0 XyA'ir hufOitw, bei JT;, JIC; die AOm O'C nid iMt 
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Tj einander schneiden. Die Geraden ÄjOÄj und B^OS^, vs'elche den Tan- 
genten T}2, und T^T^ parallel sind, gehen in die Asymptotenpaare M^O'S^ 
und JR;0'S; der Hyperbeln T^T^ und T'^T^ Aber. 
Nach dem oben «tierten Satie ist xnm 

für Fig. 2 folgt Bomit 

DttttuB liBt rieh nnmiitelbar der SeAa ablesen: 

Legt msa an zwei konzenbische gleichseitige Hyperbeln die gemein- 
same Tangente, so \\\Tf\ der Winkel zwischen den Verbindungslinien des 
Zentrums mit den B>-[üIit uiigspunkten durch die analoge Yerbindangslinie mit 
dem Hyperbelschnittpunkt halbiert. 

Fsllt man in Fig. 1 Ton 0 anf die Tangenten die Senkrechten ON^ 
irad ONfy so entspredien ibnen in Fig. S die Geraden O'ilT^ nnd O'Jf^, 
welche die üjperbeln bei N[ und N'^ senkrecht schneiden, also die Achsen 
•der Hyperbel darstellen. ISlwk einem bekannten Satse ist nun in Fig. 1 

mithin in Fig. 2 

Es ergeben sieh hiezans die KoroUare: 

1. Fällt man vom Zentrum zweier konzentrischen gleichseitigen Hyper- 
beln auf die gemeinsame Tan^"^ntp die Senkrechte, 80 "Wf^rden die Winkel 
zwischen dieser und den Verbmdungsliniea des Zentrums mit den Be- 
Tfihrungspunkten durch die Hyperbelachsen halbiert. 

IL Der Winkel zwischen den Verbindungslinien des Zentrums mit den 
^ertlfamngspnnkten ist gleich dem doppelten Winkel swisehen den Hjper- 
iNiafihsMii 

HL Der Winkel nvisdien den fi^yper^*^<diM<A selbst ist 9 ^ — 

wenn man mit a, ß die Winkel beseiehneti welcbe die Snfleren Asymptoten 
mit der gemeinnmen Tangente bilden. 

Ans der Tatsache, dafi in Fig. 1 bei mner Wanderung der Bertthrungs- 
pnnkte rieh .AT^, auf der Gk^teltangente bewegen, folgt fUr Fig. 2 : 

Die Scheitel aller konzentrisch on , eine gegebene Gerade berührenden 
^eichseitigen Hyperbeln liegen auf der zugehörigen B^yperbel kürzester Achse. 

Charlottenbttxg. £. Hupka. 



INe Parallelknrve der Klolheide. 

Die Klothoide mit der natürlichen Gleichung p = a*/s, wo q der 
Krümmungsradius, 8 der Bogen, hat im Anfangspunkte 0 der Bogen 
«inen Wendepunkt ± 0, q = ±, 00], fimier swei acjmptotisäie 
P^mkte M und JlT [Tangentialwinkel ^^^s^/Sa', daher gleich op fDr 
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«»:l:ao; ^ »0] mit dfln Xoordiiifttoii — ± yya^^) Ihre EanlUU 
koire Boheint noch nicht betrachtet worden m sein. Ffir sie ist 

(l) s'=5-j-Z<)P, p'=^ + ?, 

wenn i den Abstand bedeutet (Cesaro, Not, § 19. — Loria, S. 645). 
Hieraus ergibt sich sofort 

a» , , 8*1 

und dnzoh Einaetzen 
oder nmgereohnet 

(2*) »'-^ + »±i7y^+ä»?. 



(») 9 -j , =y — j 1? - »s»-». 

wie lur eine Parallelkurve selbstverständlich. 

Hich (3) imd (2*) ist t' sine eindentige FmdEtum toü f\ hingegen 
1f' ein« iweid«ntige Funktion TOn üm dieses Ahhtngigkitsftrhlltnis 




besser zu übersehen, zeichnet man sich (2) in ein reehtwinUiges KooirdiBatsil'' 
System (s. die Kurve 3. Ordnung der Nebenfignr). 

1) Vgl. Loria, SpeeidU Kurven (B. G. Teubner 1902), S. 467. — Cesäro, 
Natürliche Geometrie (B. 0. Teubnet 1901), & 16. — Cessio, ^^e6niMe ÄMiolffM 
(B. 6. Teubner 1904), S. 808. 
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Nim ist flir ± 0 snnlcduit 9' ~ ± 00; dies gibt dm Wendepmikt 

im Anfangspunkte 0' der Bogen. Wenden wir uns n«di rechts, so ninunfe 

(»' mit steigendem s' ab bis zu Z, denn für s' = -|- wird q' = l. Da 
aber wegen (3) auch rp' — ^>o, so hat die Kurve »mi M t in- R asymptotischen 
Kreis mit dem iiadiu^ dem sie sich von auüeu uuheri. Nun gehen wir 
von 0' nadi links, d. tu wir nehmen a' negativ, dann geht q Ton — 00 
bis 0 ftr — m ^ — a*l 21. Dies ist wegen (2*) zugleich ein Mitiimwin 
für s'. Unsere Kurve hat hier eine Spitze, die wir im Texte mit S be- 
zeichnen wollen, mit der Tangentenriclitung <p'=a*/2i*. Je kleiner also l 
ist im Verhältnis zum Maßstab der Klothoide, desto mehr Wiadungea um 
M* wird der von 0' nach links gehende Zweig machen bis z\xx Spitze. 
Von der Spitse 8 aus mufi 8' wieder TorwIrts geslUt werden (ygL immer 
die Nebenfigur) bis zu einem Punkte Ü", für den absolut genommen 
0'8=S0". In 0" ist '?'=0, Der Punkt ist aber sonst nuht 

ausgezeichnet uuf der Kurve. Im weiteren Verlaufe wächst s' wiederum 
nach -{~ ebenso 9', wälirend q' wie oben dem Werte l zustrebt. Die 
Kurve hat also einen zweiten asjmptotisdien Kreis nm Af, dem sie sich 
Ton innen immer mehr n&heit» 

Die Veränderung des Zeichens Ton l bewirkt nur eine Yertansehnng 
der Punkte M und M'. 

Bpejer» 1. Angust 1906. H. Wblbitkbb. 



Zur Theorie der konjni^ferten laugenten. 

Sats: Konstruiert man um einen Fliichenpunkt als Mittelpunkt ein unend- 
lich kleines dreiachsiges Ellipsoid, von dem zwei Achsen in der Tangential- 
ebene fiegen, so liegen die PÖnkle der SdhmtllnirTe, deren Entffeniiing tob der 
Tangentialebene ein Bztremwert ist« in swei konjugierten Normalschnitten. 

Beweis: Wir machen die Haupttangenten zur x- xmd y- Achse, die 
Fl&chennormale snr ^er-Acfase. Dean ist fOr die Umgebung des Nullpunktes 
die Flttcheogleifdiang 

wo 9| and ^ die beiden HanptkrOnmiungsradien sind, die Gleichnng des 
SUipsoids 

(8) ai,»*+ 0»^»+ + a^~0, 

«44 muB von der 3. Ordanng unendlich klein sein, da x nnd jf von der 
1. Ordnung anendlich Uwi sind. Wenn wir p ans beiden Gleichungen 
eliminieren, so folgt 

«II«" + ««29, - ^) -f «„^ + 2 o^jx I 2 es Y^^-Yq, + «i* ^• 
Die Düferentiation dieser Glsiohnng nach x eigibt, fttr ^ ' • 
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oder mit Bemutnuig (1) 



— «II * + a» J «— «u i/ + «,1 ^ V 



Für einen Extremwert von s ist erforderlich, daß r ' =*« 0, also 
(8) xy (o^ei - Oit€») - «M - l^ei) - 0- 

SetMH wir endlich y^dPtgw, 80 iHunmt iiii8«i« BodiagüDglgleichiimg 
folgende Qestalt an: 

(4) tg*» + ""«i - ^ - 0. 

Für die beiden Winkel w und w\ die sich aus dieser Glaicliattg ergeben, 
ist ftlflo tgi0 • tgtp'— — oder 

Wco« to • cofl ir' sin tc ■ sin to' 
— ^ — + — i, 

d. Ii. die Bidhtmigen w vnd nnd konjugiert, w. s. K w. 

Ffir eime HSnimslfllolie ist die (Neidmag (4) unabblngig von ^ — 

Oeht daa Ellipsoid in eine unendlich kleine Kugel über (ojj a^^Hr 
= 0), so geht Gleichung (3) über in xy(pi— pj) = 0, d. h. es ist 
x s= 0 oder ^ SS 0, die konjujknert^n Normalschnitte fallen also mit den 
HauptnormaLschnitten zusautuuen. Wir erhalten die 

1, Folgermg: Konstroiert man um einen Flftchenpankt als Hittelpimkt 
eine unendlich kleine Kugel, so liegen die Punkte der SehnitÜrarva beider 
Flächen, für die die Entfernung von der Tangentialabeno ein Eztnmweit 
ist, in den beiden Hauptnormalschnitten. 

Betrachten wir positiv gelcrürnmto Flachen, so ^ht es in jedem FlBchen- 
punkt zwei konjugierte Tangenten, die eisen kleinsten Winkel einschließen. 
Ihre Richtungen ergeben sich aus den Gleicliuiigen 

(6) tg-— ^; tg«- + ]/|. tg»' 

Setzen wir nun in (2) fljj = 0, a,|=0, «jj=0, so geht die Gleichung 
über in 

(7) 2a,jary + a44— 0 

und stellt, wenn a^a^^K^Oi einen geraden hyperbolischen Zylinder dar. 
GQeiehung (4) geht dann in die Gleichung (6) über. Wir erhalten to die 
M, Fotgerumg: Die Punkte d«r SdinittlnuTe des geraden hyperbolischen 
Zylinders (7) und einer positiv gekrttmmten Flftche, fttr die die Entfernung 

von der Tangentialel»ene ein Extremwert ist, liegen in denjenigen kon- 
jugierten Normaisehuitteu, die den kleinstmöglichen Winkel einschMefien. 

Berlin, August 1906. W. JüjnoaBN. 
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Zu U A 11. 

p. 772, note 42. Uta lieu d 'ajouter 1a noarelle et derniea« rÄiACCi« 
6e rattteur, «mimuA de no m l w w ui rinBiflniwih «t pm» ao«s l« titi# 
CbiMl de G4tiMMomy Pam. Hamu, 1899. H. Fte. 



&. Bei der Redaktion eing^egtiBgBBe Meli«r. 

W., bhefwBchsei zwuclxeii C <j. J. J»<x*bi und M. H.J*oobi Um}-?.»; i»OI, 
& O. TeabiMT. «dS 8. « f. 50. 

Aftronomiächer Kalender Ar 1907. Bxag. dv Slemwaxle n Wml Wien 1907, 
K. Gerold. 151 S .«. 2.40. 

Baschaitsk, K., Lehr- und ül^mgsba' Ii d'-r dantelbmdMi OMUMtrie Mr Oberr»al- 
schulen. 2 .\afi. Wien 1907. V l>ml.^kJ 208 S. .> .2»V 

fisutji, A., Neu&»te ErdbebeBnavhriL iit«!!. Jhrgg. VI, Xr. S. Beilage der MouaUschriA 

JMo Erdbebenwarte". Laibaeh 1906 7. v. Kleinmarer u. Bamberg. 
BocA«8E, H . Bmm pbjnqiMf d»l*Manqa«. Nr. äcteatiA. Fluia 1907, Uftatbier- 
VUlaxä. Fr. S, 

Baooei, N., Traite des assaninces rar la rie avec d^teloppeinMiti tor 1« calenl dos 
probabilites Pari.* 1907. A Hermann 306 S. Fr. T.60. 

BaüscH, Die Beleuchtungsarten der Gugeuwart. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

164 8. JL X.r.K 

CRAin>i.EB, G. H., Elements of the infl«tifai^m^l calcolw. %* edik New York 1907, 
J. Wiley * SoM. 319 S. t. 
Okaktz, P., Arithmetik und JUgeht* nun SeUbitontonridik L Am Natur und 
Geisteewelt .C l.S^ 

CcuBBK, E.. Vorlesungen über Differential- und Integralrecbnung, II. Wk 8. lt. — 
Cxl-ü.>o(:how.'4ki, W. B. ▼., Da« elektrische Ho^'cnlicht. Seine Eutwickluag und Heine 
. pt^sikaliMhen Qrondlagen. Leipzig 1906. S. Uiizel. 698 S. X S9.—. 

DnoBSK, 0., Die Ovandlagen der Mechanik. Beriin 1907, 8. Ifitttern. 8. S45 8. .4C7.— . 
Bnzyklopädie der matn. Wiss. Band V, Ilefl S: R. Oans, Klektroslalik und 
Magnetostotik. — F. Pockela, Beziekongen awiaoken alektxoetetiaohen und 
megiietoelatuehen Znafamdaindemngtn emenetti und «leetiaehea md tker- 
mischen andereri^eitH Leipzi«: 190", B. Qt. Teubner. 
IW.o>aTnäaBa, W., Theorie « Konstruktion und Gebrauch der feineren Hebel wag«. 

Leipsiff 1907, B. G. Teabner. BIO 8. Jt 
JisoHF.H. 0 . Kinematik (^r^^anischer GMenke. Brftiinadiwmg 190T, Tiewi'p: u. S. 

Heft 18 aus „Die Wissenacbeft'*. ^ • — • 

Qavs«, C. f., Gewunmelte Werke VII. Leipzig 1900, B. G. Teubnor. 80. ^. 

OiBBs, W.. The BCietitific juiper:*. Vol. I: Thennodynamii-n, - V,.l II Dyimnii«'«. 
voctor analysis and multiple algebra, electromagueüc theory ot light. Loud«m 
1900, Longmans, Green «nd Ck). 94 tk. «nd 18 sh. 

HasTwin, Tb., Das Stereoskop und seiue Anwendongen. Nr. 186 eut Natur und 

Geisteawelt. Leipzig 1907, B. 6. Teubner. * 
Ebbeici, J., und Tbkütlkiv, P., Lehrbuch der Elementergeomelrie. II. 

3. Auflage. Leipzig 1907. B r; Trul>nor ..^ 
Hkssk, 0., Vorlesungen aus der »uulytischeu Ueometrie dor geraden Linie, de» 
Punktes und des Kreises in der Ebene. Vierte Auflage ton 8. Oundelüuger. 
Leipzig 1906, B H. Teul.ner. 2.'.1 S. "wi^*"' 
HocKVAK, F.. Lehr- und Übungabucli der Arithmetik für die unteren Kieeiea. 

0. Aufl. Wien r.ti»ti, F. Tempsky. 
Hoi-rM.^wx, 0 , Da. Al.eUche Theorem für die elUptiscben Integrale, luaug. Dis«. 

Leip/.ifT 1907, B. G. Teubner. 47 S. j j. j j i. 

KC bi-ku, J , Das GleichgewichtsverhaltniH der Materie zum Weltraum und diodaduco» 
bedingte stafenweiie Entwicklung. Leipzig 1906, B. 0. Teubner. SO S. 



Digrtized by Google 



1 



378. Vcflfloiaohte MittoilmigeB. 

Lampjb, £., Die EBlhlfflnBgvfMer det BftQck-Dttiikiaftb. L«ipdg 1906, R 0. Tenbaer. 

14 S. 

LisxA, W., Xiehrbuch der Astronomie und der math. Geographie. L Teil: Spli&- 

riiMi« AitroiMmde. t. Avi. BtttiMrIiMvn 190T, L. '^agerow. jkt. t,—. 
LovB. A. F . Lehrbuch der Bl>rti«tltt. Dtoteeh im A. T&p«. Iieipsig 1907, 

B. 0. Teubuer. 664 S. JL 16.—. 

LSwB, M., RedieiiMifMbea nil waagtiffOaUn Beiepielen «ve der AibeitorvmiielMrniig. 

Leipzig 1907, J. Klinkhardt. JC 0.60. 

höWMf Uhoxb, f., Bicbtek, M., Praktisches Kechnoo für Bealschulen und ähii> 

üehe Lelinuiatalten. Diei Hefte. Leipzig 1907, J. KUakhardt. je UK l.tO. 
IfsBCKKi., C, ?rhr,y>fnT><TPn <)r>T IngeniMiitochnik dcK NflOMit. 1. Aufl. Kr. aas 

Natur und Ueiäteswelt. 143 8. JC 1.26. 

Mkna, K., ^aturlehre (Physik und Chemie) fOr höhere Hädefaenachulen, LefaieriiiaaB- 

Seminare und Mittel8chnlf>Ti Leipzig 1906, G. Freytag. 4. Aufl. JL 2.20. 
KsvaKBOKKi^B, W., Oleichgt'wichtti der Stereomeren. Leipzig 1906, B. 6. Teubner. 

71 S JC S.40. 

Mi iT vic, W, Vierstellige Logarithmentafeln. T.f^ipzig 1907, B. G. Teubner. 0.26. 
^jLniAVNiK, F., YoUst&ndiff gelüste Maturitiitsauigaben aus der Mathematik. Füz 

Schüler der obersten Klasson an Realeehuletk imd OyniBMiiiii, aowie tnm Sallwl- 

Mtudium. Wien 1907, F. Deuticke. 
NnusN, N., Theorie des Integrallogarithmus und verwandter Transzendenten. 

Leipzig 1906. B. G. Teubner lOG 8. S.60. 
Osgood, W. F., Lehrbuch der FunktiooentlMflcie. Sotsr Band, swtite Hälfte. 

Leipzig 1907, B. G. Teubnt-r. 7.60. 
nrrzKKH, F., Lehrgang der Elementar-Mathematik. Ttü I: Lahxgaag der Unter- 
stufe. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 818 8. 3 20. 
PoucAB^ H, Le^ons de m^canique eheste. Tome U, 1** partie. D^veloppemcut de 

la fonetion perturbatrice. Paris 1907, Gauthier- Vi 11 are 1G5 S. Fr. 6. 

Riollot, J., Lea cante maffiqae«. Pani 1807, Gauthier- Villars. 119 S. Fr. 6. 
RüDRMBRRO, R., Enexme der WirbebkrOme in elektrischen Bremsen und Dynamo- 
maschinen. Band X d« flammlirag elettrotedmiieheg Yorfatig». Stattgart 1906, 

F. £nke. 108 8. JL H.6Q. 

BvTBuyoaD, E., Dia RadioaküvitlL TTatar Hftwirkung dee Veiftitw» eiig|iaala 

autorisierte dentoche AaBgabe tob E. AflohkiaaA. Beilia 1907, J. Springer. 

687 S. «ft 16.— . 

Senro, K., PraUltelier Uaierrieht ia Chemie. Zum Gebtaaeh Ar dae Labormtonant. 

Leipzig 1907, B. G. Teubner. 79 S .¥ 1 . 40. 

SoBtiuoc, A., Au^ben-Sammlung aas der Arithmetik nebst Auwendungen auf das 

bürgerliche Leoen, Oeometrie and Fbyeik. 1. Tefl. Leipzig 1907, B.%. Tenbaer. 

194 S. '^'>0. 
ScHOBTSK, M., Ueometrittche Autj^aben und Lehrbuch der Geometrie: Planimetrie, 

Btereometne, ebene aad epfaftmebe Trigonometrie. Aaagabe B. Zweite AvfIaR«. 

Leipzig 1906, B. G. Teubner. 118 S. v i go. 

SiCKBiciiKBCKH, A., Übungsbuch zur Algebra. Erste Abteilung. Ftiiifte Aui'li^« bearb. 

V. A. Schmid. MOacben 1906, Tb. Ackermann. 106 8. Jt 
SvKPHjiN, P. , Die technische Mechanik If. Ff(*{i>jlveit8lphre und Mecham'k der 

flüssigen und gaflt^nnigen Kör|)er. Leipzig 19U6, B. G. Teubner. 882 S. Jc 7. — . 
Blsbt, Otto von < int ricke. Festvortrag aus Anlaß der Oraaditoialegnag des Deatachea 

Museums au München. Berlin 1907, J. Springer. 28 8. 0.60. 
TuBHE, U., Leitfaden der Mathematik für Gvmnti«ieu. Erster Teil: Die Unterstufe. 

8. Aaii. L« ip/.iK 1907, G. Freytag. lOS' S. JC 2.60. 

!houpsoN, 8. F., Petnis Prrf>grinu8 de Marlrourt und bis Eipistola de Magaota. 

Proc. Brit. Acad. London 1907, Bnt. Academy. 82 S. 
Vatsb, R., Die neueren Wftrmekraftmaachiaea. Zweite AafJage. Leipaig 1907, 

P. r, Tt-nhiicr U9 S. 1 . 26. 

Vkblkk, ü , aud LksshH, }s. J. lutiutiucliun io infinitesimal aualjsi."?. Functionf of 

one real variable. 1'« edit. New York 1907, J. Wiley & Sons. > 
WiwTKB, W., St»M-onirptrie. Lehrliucli und Aufgabensammleag fflir Schalen. Vierte 

Auflag.'. München 1H06. Th. Ackermann, llü S. JL 1.80. 

WiTTENBAiKK, J., Aufgaben aus der Teohnischen Mechanik. I. Baadt Allgemeiner 

Teil. 770 Angaben nebet Lösnagea. Berlin 1807, J. Bpiinger. 6.80. 



Digitized by Google 




Digrtized by Google 



Digitized by Coogle 



81TZÜNG8BM1CHTE 
DER BEßUNEß MATHEMAmCHEN 

GESELLSCHAFT. 



HERAUSGEGEBEN VOM VOliSTAXDE DER GESELLSCHAFT. 



FÜNFTEB JAHRGANG. 




LEIPZIG UND BEBLIN. 

DRÜCK UND VEHLAü VON B. G. TEÜBNEK. 

1906. 



Dig'itized by 



AM.K RKCHTK. 

KlMaCHLIRSaLlCH DI-HS Ü6EKHKT/.UNQSRBCUT», VOKßSUALTXH 



Digrtized by Google 



Inhaltsverzeiclmis. 



, Mi» 

Benizot, A., Cber dm Foncanltaelie P< ndel 78 — 81 

Flc'c-k, A., über die Darstellung ganzer Zahlen als SammenTon potiliveD 

Kuben und als Summen von Uiquadzaten ganzer Zahlen 2—9 

FiiebSy B.9 Über lineare homogene Differantialgleichnngen dritter Ordnang 

mit nur wesentlichen singul&ren SteUen 46—60 

(iilntsohe, R.^ Heronische Dreiecke mit einer rationalen Mittelliriie 27 — 38 

Haentzachel) E.^ über die Genauigkeit geometrischer Konstruktionen 54 — 67 

HeMOBberg) 0., über die Projektion dea iftomlicben PnnMgi tt ew . . . 64—70 

JoUeSy St.) Die Gnindztlge der Fokaltheorie linearer Strahlenkon^irruenzen 61—53 
Kof^be, I*., rierl« ituri;? der iiartii Hen DifTerentialgleichnng der Potential- 



funktion aus deren Integraleigenschatt :J9--42 

K*eb«y P.) ÜntoMicbnng der birationalen Transformationen, durch welche 
ein algebraisches Gebilde vom Itange Eins in rieb lelbst flberg^t, In 

bezu«r mif ihr Verhalten V-ei der Iteration 57 — 64 

Koppe^ M.f Die Kougruenn ^ x {mod 1U"J 74 — 78 

LaMtp«9 Über angen&herte Winkelteilnngen mit Zirkel und Lineal . 17 — 37 

HeisHncr, O.. Über RYstcmutische Fehh r liei ZolintelschiU/uiii^L-n .... 70 — 78 
Rothe, lt., über die Bekleidung einer Uberliache mit einum bieg»ameu 

unausdehnbaren Netz 9 — 16 

SetoflMitlliiy F*9. Die Lage der NnUetellen der Beeaelechen Fanktionen 

zweiter Vrt 8S— 98 

Skntacb, II., Ein Apparat zur Demonstration des astatischen Gleichgewichts 

in der Ebene 42—48 

Zililkey F*y Anrfahnmg elemeDtaigeometriacher KoMtmkfeionen bei nn« 

gOnatigett LageverhftltniMen 16—16 



Mitglieder-Verseichnis . . 94—96 

Siebenunddreißigste Sitanng am 26. Oktober 190ö 1 

Achtunddreißigste „ „ 29. November „ . 1 

NennimddreiBigete „ „ 18. Deaember „ 17 

Tierrigate „ „31. Januar 1906 17 

Einundvierzigete „ „ 28. Februar 89 

Zweinndvierzigste ^ 28. März „ 39 

DreiimdvieraigBte ^ 88. April „ 89 

Vierundvierzigste „ „ 30. Mai ^ 78 

FOnfundvieraigvte „ 27. Juni - . 73 



Digrtized by Goögle 



SitKQBgsbsriclito der Berliner MathematiBchen GeseUsehaffc. 

Heraa&gegdben vom Vorstände der Gesellschaft. 

44. Sitiiiiig an SO. Ihi 190«. 

VorsitzeDder: Herr Knoblaugh. 

Amraand: 38 H«mi. 

WissenschafUiche MitteiliiiigeB: 

Eeet Siador: Beitrag sur Tlieori« des Faehwerka. 

Herr Eötter: Über die Mohr sehe LSsong der Aufgabe^ ein Seilpdygon 
dnrch drei Punkte zu legen. 

Der Vnrf?itzende berichtet, dali das Grabdenkmal fÖr Weierstraß 
(s. S. 1 des laufenden Jahrganges) ausgeführt und auf dem Öt. iiidwigs- 
Kirebhoff Liesenstr. 8, aufgestellt worden ist Über einen Sockel aus grau« 
blauem bayrischen Syenit erhebt sich ein 2 Meter hoher Obeliak ans polinrtem 
schwarzen schwedischen Granit, auf dessen Vorderseite unter einem TOa 
dem KirchenTOratande vorgeschriebenen Kreuz die Worte 

Karl WeieratraA 

geb. 31. October 1816 
zu Osten felde 

seat. 18. Februar 1897 
SU Berlin 

in eibabener Blockaduift eingemeifielt sind. 

Die Grabstelle liegt schräg hinter dorn Wohnhause des Kirchhofs» 
Inspektors, fast am £nde des ersten hinter diesem Hanse nach rechts ab- 
gehenden Weges. 

45. Sitznng am 27. Jnni 1906. 

Vorsitzendpr: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 32 Herren. 
WissenschafUiche Mitteilungen; 

HwT Sohafheitlin: Zm* Theorie der Besselschea Firnktiooen (s. S. 82). 
Herr Kötter: Über eine Zweimderwage. 



aitmiagibwfahta d. BacLMatk-O««. Y. T 
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Bi« KongniiBS «'s« (mod lO"). 
Von H. Koppe. 

1. Aus den Lösungen der Konpnipnz r' "~ t (mod für ti — \ , uiunlirb 
ar = 0, 1, 5, 6 lassen sieb dun h Vorschichuug je einer Ziffer die Lösungen 
für n » 2^ daraus ebenso die tiir » = 3 etc. ableiten. Um diese Ziffern- 
Systeme von rechts nach Hnka durcb Hiniuftigung je einer Ziffer zu bilden, 
sind von T^denat, PalmstrOm, Valentin versdhiedene Bekuisionsformeln «nf* 
gsstellt worden.') Im folgenden zeige ich, daß es aucli möglich ist, von 
der n-ziflfrigen Zahl für den Modul 10" sofort auf die Zahl von doppelt 
soviel Ziffern für den Modul 10"" Überzugehen. 

In der Kongruenz 3^ x oder x {x — 1) = 0 (mod 10*) sind die Fak- 
toren X nnd {x — 1) teilerflremd, daher mnJB einer von ihnen die Prim- 
zahlpotens 2* enthalten, während gleichzeitig 5* entweder in demselben oder 
in dein nndem Faktor aufgeht. Im ersten Fall wird «sO oder s 1 (mod 10*), 
im andern Fall kann sein 

« s 0 (mod ö*), « 5 1 (mod 2*), also x «^i» -5*, « — 1 — 9 • 2^ 

folglich j» • 5* — 9 • 2* 1, woraus 

p^bly 9*— 13916, 890625 (— «j) 

at* - ip - a?(T - I) ij 2 . 10* - 798219000000 

also, ohne große Multiplikation 

or] = 793212890625 

Es kann auch sein x^Q (mod 2^), x~l (mod 5*), oder für «-« 1 — § 

{ s 1 (mod 2*), I 5 0 (mod ö*), 

so dnB I mit dem obigen x^ llbereinstimmi Folglich 

OE^ 5 1 — «I 5 109 876 (mod 10*). 

IMeie AufiasoDg, schon bei Fran9ais und Gerguune zu finden, wird fBr das 
folgende benntst. 

Die Wuneln der Kongruens jc'sx (mod 10") für n > 6 mii.ssen auch 

der vorigen Kongruenz p-nü./'n, also in OOOOOO, (lOüOül, 81)0625, 
10U376 auslaufen. Ist r rnnt- ant 5 auslaufende Wurzel, so ist also 

T ^ lO'vy + 890 625 - 10"^ + x^ 

sc»-»- 10V+ I0*y(2«i - l) + :^-*dr|5 0(nodlO'*). 

ffier ist es gut, n ^ 12 ansnnehmen, um die quadratische Kongruenz auf 
den ersten Grad an rednäeren. Setzt man ^ — x^ * 10* so folgt: 

(2*1 -i)p+pqsO (mod 10«). 

Da sich bei der Auflösung dieser Kongmens und ihnlicher immer sym- 
metrische Kettenhraohe eigaben, so erkannte ich, daß der Faktor, mit dem 

1) S. die Aafii&txe von ZOhlke, diese Berichte, XY, a 11 and S. bV. 
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ne m tnoUqplumarai ist, um dsn KiMffiiieiiteD von y auf 1 ra bringen, 
nicht erat gsradit sa wttdM livmeht, Modtra mit dem Koeffiaeaten (Sjr^ 1) 
ftbereinstimmt In der Ti* folgt: 

(4a* - 4x + 1) jf + (axi - 1) = 0 (mod lO«), 

nnd da o:^ x^: 

ys(l-2Äi)pg (mod 10^ 
5 31857- 793212 
= 918212. 

Demnach x - Ü18212890625 - p' ■ 5*« = 7' • 2^* + 1 

/>' = 3761, q' = 224137059. 

Wird da5;sf<tbe Verfahren auf dieses 12staUige SB aagewaadt, ao erhält man 
aU Lösung von af* ^ x i mod 10**) 

— 977392256259 i)it< 212 890625 

022607743740081 787109376. 

Bidier ist dieses Zifferayatem immer aar avf 20 Stellen bestimmt wordea, 

xuerst von Tiprsionne. 

2. Als Beispiel t ines andern Wertes für ). betnichte ich dir Konpnienz 
X* ^ rimod 10"'. Für h — H hat .sit- Zühlke durch rekursorische Beslimimuig 
der von rechts nach Units sich anreihenden Ziffern gelöst, während sie Palm- 
strOm Ar bdiebigee n direkt Ulste, wobei eine üateneheidung vieler fiinieU 
fUlo nötig war. Es sei « 6. Da in der Koagmenx —1)^0 (mod 10*) 
die beiden Faktoren x nnd (x* — l) teilerfremd sind, so muß die Primzalü- 
potenz 2^ in j oder in (x* — 1) aufgeheOf ebenso die Primcahlpotena 5*. 
Das gibt folgende Fälle 

I X ^ 0 (mod 2«, 58) 

n 5 1 (mod 5*), x = 0 (mod 2*) 

m a* = l (mod 2*), x = 0 (mod 5*) 

IV = 1 (mod 2* 5*). 

Fall L Es folgt :r = 0 (mod 10«). 

Fall n. Ist ^ eine prindtiTe Warsei für den Modul 5^ so kann man < 
x^g^ setsen aad erfaftlt 

4|s0 (mod (p(ö«)) 

s 0 (mod 4 • 5^) 

1 = 0 (mod 5^). I 

Also I " 0; 5^ 2 ■ r>S; 3 . 5* (mod 4 • 5^). Daher Imt x ^ vier Werte, 

die man leichter erhiilt, wenn man die Kongruenz x* ^- 1 durch den Ansatz 

^ «0 + ''i ■ ^ + ■ ^* + «3 • + «4 • 5* + • '»^ sukzessive für die Moduln 

5, 5*, 5' etc. zu lösen sucht, wodurch sich <Ij . . . nacheinander ergeben. • 

ICaa findet x ^ ± 1, ± 1 068 (mod 5«) ! 

oder kurz ^ ^ ^ 
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Außerdem muß sein *»= • 2*. 

foIgUoh « . 2« - a (mod 5«) 

i»s 1709 a (mod 5«) 
s ± 1709, ± 2913 (mod 6*), 

folgUoh « = M • 2« = ± 109876; ± 186 432 (mod 10«). 

T)i(> nogativeD Zahlen können durch HinzufOgiing von 10* ponÜT gemacht 

werden. 

Fall IIL Um = 1 (mod 2°) zu lösen, kann man i x = 3^ setaen. Mau 
erhili 

il^O (mod 16), I s 0, 4, 8, 12 (mod 16) 

« = ± 1. ± 17, ± 33, ± 49 (mod 64) 

;£^^(mod2«). 
Außerdem muß sein x = v • 5", also 

. 6* = /3 (mod 2*) 

^ ± 7, ± 9, ± 38, ± 36 (mod 3*) 
je » « . 5* 5 ± 109 875, ± 140635, + 859375, ± 890685 (mod 10*j. 

Fall IV. Aus X* ~1 (mod ö') und aus = 1 (mod 8*; loigt nach dem 
vorhergehenden 

»sa = ±l,±lW6 (mod 5*) 

« = ^ = ± 1, ± 17, i 33, ± 49 (mod 2«). 

Diese Kongruenzen lassen sich zusammenfassen in 

X = 109 376 « -f 109375 ß (mod 10«), 

d. h. im einzelnen, wenn man nach den £ndziffem ordnet, 

jv» 000001 433948 045807 081349 

350001 173948 395807 381349 

318751 804198 337057 349999 

468751 454198 077057 489999. 

Das ist nur die Hälfte aller Zahlen. Man erhält sie alle, wenn man unter 
jede noch eine neoe Zahl schreibt, ^e um 500000 gr56er ist als die alte. 

Im ganzen haben wir (l + 4 + ^ + 82) 45 Zahlen eriialten, für 
weldie sfis» (mod 10*) ist Untw dieeeii findet sieh kerne mit der En- 

digimg 307, obwohl diese hei Zfihlke als Lösung der Kongruenz für den 
Modul 10' auftritt In der Tat, sucht man durch r = 1000 -f- 307 der 
Kongruenz tür den Modul 10^ zu genügen, so tiiulet man schon die unlös- 
bare Kongruenz 74 + 72 ~ 0 (mod 100), tür den Modul 10* ergibt sich 
noch eine mSgliche Lösung 4 + 3jr, s 0 (mod 10) also » 8 oder 8. 
Es spaltet sich also die Ziifemreihe 307 (für n 3) in die Zweige 3 307 
und 8307 (für n — t\ eine weitere Anreihung von Ziffern fflr höhere 
Moduln findet nicht statt. 
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8. Viel einfacher iifc der Fall 1—13, also x^* - r (inod 10«) od«r 
.rr.r" — 1 V ~ 0 (mod 10"). Unterscheidet man wieder 4 Fälle wie oben, so 
wird aus = 1 (mod 5«) gefolgert x = 11 ; 0 (mod 4 • 5^), | = 0, 
xsl (mod 5*). Aus e3 1 (mod 2*) folgt, wenn a: ■= i 3^ gesetzt wird, 
III s O (mod 2^), 1^0 (mod 2^), x^l (mod 2*). Hiemaoh hat dU ohigtt 
KomgnMBs nur dieadben LOrang«!! wie ^ suent befaraohtete Kragmens 
«(« — 1) 50 (mod 10*). So wird ea immer sein, wemi (X— l) die Faktorea 
2 nnd 5 nicht enth&lt. 

4« Der Grund fttr das von Zühlke gefundene Kuriosnm Aber die 20"**'' 
Pot€i)zen liegt darin, daÜ 20 =^ rp ist Es läßt üi' li folgendermaßen 
erweitern: Die lOO''*" Poteuüeu aller Zahlen endigen nur auf 000; 001; 
376; 626. 

lat X migerade, so ist t 1 (luxl 8), folglich ^ 5 1 (mod 8), dagegen 
für geradee x ist ^ 0 (mod 8), also 

= « (mod 8), wo « » Oi 1. 

Da ^ 100 ist, so ist f&r Zahlen in denen 5 nidit anfgebti 

5 1 (mod ö^, ftr andere is^ x^sO (mod 5*), also 

af«»s/J(modl25), wo /J-0,1. 

Wird der Best irgend einer 100***" Potent (mod 1000) mit r bezeiohnet, so 
ist also 

( J(mod 8), r ~ { J (mod 125). 

T>arans r{r — l) = 0 (mod 8), r(r - l) ~ O (mod 125), 

also r(r — l) ~ 0 (mod 100(0, d. h. r* = r {mod 1000). Diese Kongruexu 

hat aber nach 1. nur obige 4 Lösungen. 

5. Zusatz. Für ein beliebig wachsendes n genügen der Kongruenz 
(mod 10") nnr folgende „Zahlen**, deren Ziffein sich eindeutig nach 



links bdiebig weit fortsetun lassen: 






I jTi — ...000000 IV 




.000001 


n 186432 -tt 




.218761 — -y»—l — ! 


— 890624 — «*«- ^ — 1 


«IQ—.. 


. 922943 


«fj-... 109376 = — o*-l-jS 


Xjj = . . 


.704198-—/ 
. 295807 -)f* 


a^»...813568 — — CK 




HI ai^-...890625-f} 




.077057 Y 


109375 


*,4— ... 


.781949-}^*— 1 




^6"" • • 


.999999--/. 



Alle diese Zahlen lassen sidi dordi Kongruensen niedrigeren Grades de- 
finieren, insonderheit ist 

tt(«»+l) = 0; ß(ß~-X)^0; (y+ !)(/+ i).^0 (modlO*), 



also a' ^ — cf, =^ /?, / ^ 1 (mod 10"). Ist ß (aus 1.) bekannt, so 
findet man « nnd y ans quadratischen Kongmennn; 

« — ...499879186432 
y— ...581907 1*22 i)4ü. 
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78 8itniiigsb«tidite diu Bttduur Maflumaliteliwi GwaDiehaft. 

Ist = Xt so bilden die Keste der Potenzen ar, x*, a;', . . . Perioden von 
(X — l) Gliedern. Genügt x keiner ähnlichen Kongruenz f&r einen Ideineren 
Weit Ton A, 80 itt die Periode primitiv ^ msAA in Ueiner» zerlegbar, ünter 
den obigen Werten von s sind primitiv färil — 5: « — ±a, ±y, 

Von den ausgeschlossenen sind primitiv für A = 3: x = — 1, /J — 1, — /3, 
Endlich primitiv für i = 2: r ^ (), 1, 1 — ß, (i. 

Es ist im allgemeinen unmöglich, daü eine „Zahl" x einer linean n Kon- 
gruens Ax=B (mod 10*) genüge. Denn dann iriirde folgen BiJ^ — A*) 5 0 
(med 10"), alBO anch — -1*) — 0, J5 — 0, ±il, demnach * — 0, ±1, 
d. h. x<»x,, jfg, JT^j. Daher können die übrigen Zahlen x auch nicht 
periodisch werden , 'l"»in das zur Umwandlung von periodischen Dezimal- 
brftchen in gemeine Brüche dienende Vertahren würde für sie eine üueare 
Kongruenz ergaben. 

Fflr ein bestimmtee endliches n giht ee aafier den n-aifferigen Besten 
der obigen Zahlen (mod 10") noch andere Wurzeln der Kongruenz x^ = x 
(moil 10"). Diese stimmen mit den iirit»^r TU und IV niifgeftUirten Zahlen 
in (\pn hitzton [n — 2) ZitTeni iUiereiu, sind ihnen also für den Modul 10"** 
kongruent, sie lassen sich aber gar nicht oder nur um eine Ziffer (zu einer 
LOenng fllr dem Modul lO"***') nach links hin verliagern. 



Üher das Fonoanltseh« PmdflL 

Von A. Denizoi 

1. rintpr dnm Foucaultsohen Pendel werde ein Fadenpendel verstanden, 
dessen Schwingungen infolge der Versuchsanordnung sehr nahe in einer ver- 
tikalen £hene erfolgen. In der Entwiokelung der Theorie der scheinbaren 
Drehung der Sehwingungsebene eines solchMi Pendels kann man vor allem swei 
Biditnngen nntersdiieiden: Die von Lionville und Poinsot so sehr betonte 
„geometrische** Methode, an welche sich verschiedene elementare Ablei- 
tungen des bekannten Gesetzes geknüpft hahen, und die zuerst von Bin et 
vorge/.eichnete „dynamische" Methode, welche in verschiedener Behandlung 
ganz allgemein in die Lehrbücher der analy tischen Mechanik übergegangen ist. 

8. Bei der geometrischen Methode liegen die YeridUtnine am ein- 
fachsten an den beiden Erdpolen: Setzt man voraus, daß die absolute (wahre) 
Pendelbewegung im Raum in einer unveründerliclien Ebene geschieht, so 
ergibt sich ohne weiteres als Krfahrungstatsache ihre relative (scheinbare) 
Drehung gegen die £rde. An einem Orte unter beliebiger geographischer 
Breite ergibt sieh folget^e entqirediende Betrachtung; Einerseits kann die 
Drehung der Brde am ihre Adise für einen an dem Orte sidi befindenden 
Beobachter durch eine Drehung um eine durch den Anfhlngungsponkt des 
Pendels zur Erdachse parallele (instantane) Achse ersetzt werden, anderer- 
seits hat der l\ ndclk?^rper das Bestreben, stets nach derselben Richtung zu 
schwingen, (iegeriüber dem Beobachter an dem Ort wird sich diese unver- 
Inderiiche Bewegungsrichtung um die instantane Achse mit der Winkelge- 
schwindigkeit dra* Erde, und zwar im entgegengesetzten Sinne der absoluten 
Erddrehung, also auf der nördlichen Halbkugel wie der Zeig«: einer Uhr 
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drehen. Diese Winkelgeschwindigkeit (o)) der Erde kann nun als Vektor 
(d. b. Bine naeh dam PoUntem gerichtete Gerade tob der Lftnge o) in 
swei Komponenten cerlegi werden: nach der Vertikalen und ät^ Tsi^ente 
an den Meridian des Ortes. Beim Foucaultschen Pendelversuch kommt es 
auf die zuletzt genannte Komponente nicht an; in bozug auf die Vertikale 
des Ortes (ip) erfolgt die scheinbare Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit 
«» sin 91 in dem. vwiiar beuiQluietBn Drshiimia. 

$• Die dynamische Methode hat xnm Ansgangtpnnkt gewiase Be» 
wegungsgleichungen, welche als die Ursache der Erscheinung die zusammen- 
gesetzte Coriolissche Zentrifugalkraft hervortret»^n lassen. Diese Methode 
bildet einen unüberbrückbarf^n Gpcrensatz m der geometrischen. Denn nach 
der geometrischen Anächauuugsweise erfolgt die Drehung der ächwingungs- 
ebene heattndig in ein und deniaelben Sinne, was aber nur mOglieh ist, 
wenn sich der Pendelkörper selbst stets in ein und demselben Sinne um die 
Vertikale dreht. Die Richtung der Coriolisschen Kraft dagegen kehrt sich 
jedestnal mit der Umkehr der Bewegung,«?richtung des Pendels um. Außer- 
dem ergibt die CoriolLsäche Kraft in den Umkehrstellen gar keine weitere 
Abweichung, wihrend die geometrische Methode, entsprechend der Beobachtung, 
hier die grOßte Abweichung aofWeist; das Umgehehrte ist b«m Dnrohgang 
des Pendels durch die Vertikale vorhanden. 

4. Der Gegensatz zwischen der geometrischen und der dynamischen 
Methode verschwindet, wenn statt der verstümmelten die vollstilndigen 
Poisäonschen Bewegungsgleichungeu fiii- relative Bewegung an der £rd- 
oberlliche betraditet werden. Nadi dem allgemeinen Theorem von Clairant 
und Coriolis hat man zu den von außen wirklich wirkenden Krflften noch 
gewisse fingierte Kräfte hinzuzuftlgen (vgl. Ann. d. Phys. 18, 299, 1906). 

Die von außen auf das ao der Erdobei-flilche schwingende Pendel wirkenden 
Kräfte sind folgende: 1. Die (Newtonsche^ JBrdattraktion. 2. Die Faden- 
tension, die durch die Nonnalreektiim einer ideellen Kugehchale vom Badios 
gUaxh der Fadenllnge des Pendels ersetst werden kann. 3. Andere infiere 
Kräfte, wie der Luftwiderstand, Erdmagnetismus. Besonders werde betont» 
daß irgend eine Zentrifugalkraft als eine auf den Körper von außen wir- 
kende Kraft nicht vorkommt. 

Als die im Öinne des Theorems von Clairaut und Coriulis üngier- 
ten Erftfte sind folgende anxnsetsen: 1. Die auf den AufhUngungs- 
punkt des Pendel.s (Koordinatenanfang) wirkende Kraft; sie ist 
numerisch gleich der an diesem mit der Erde fest verbundenen Punkte 
angebrachten Zentrifugalkraft, welche durch die Rotation der £rde um ihre 
Achse er^seugt wird. 2. Die instautaue Zentrifugalkraft (eigentlich 
Zentripetalkraft); sie ist gleich dem Produkt aus dem Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit der Erde und der Entfernung von der instantanen 
Achse. 3. Die Coriolissche Kraft; ihre GniBo ist für die Masseneinheit 
gleich — 2 MC sin (m , c)» wenn noch c die relative Geschwindigkeit des 
Körpers und (m , e) der Winkel zwischen den Vektoren 0) und c ist; ihre 
• Uichtuug ist senkrecht lu den genannten Vektoren, und zwar nach recbiü 
von der Bahn. 

5. Es ist ohne weiteres eiÄchtlidi, das die erste fingierte Kraft mit 

der Newtonschen Erdattraktion zusammen als die an dem Orte herr<!ehende 
Schwere definiert werden kann. Dagegen darf man die zweite üngierte 
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Kraft nicht zur Schwere hinzufiigenf was zwar vielfach geschehen ist, jedoch 
mil dem Begriff der Schwere, als der Bewegangsmaaehe dm KSrpera tiii' 
vereinbar iet. Nur dann, wenn der KOrper gegen die Eide in relatiTer 
Rohe, d. h, wenn er ein Teil der Erde ist, iet eine Zentrifugalkraft vor- 
handen, nm welche die No\%'tonsche Erdattraktion an <lpm Körper vprringprt 
wird und deren Ausdruck der Form nach gleich der Öuuiue der beiden 
ersten für relative Bewegung geltenden fingierten Kr&fte ist Bei unserem 
Problem liegt aber die Saehe anden. Die obm definierte Schwere kann 
auch als die wirUiche Bewegungsursache des Körpers angeeehen werden, 
wir man sicli diesi^s an der Betrachtnrir spo/ieller Beispiele vergegenwärtigen 
kann. Ein z. B. im Koordinatenauiang ohne Anfaugsgeschwindifjkeil herab- 
gelassener Körper bewegt sich unter dem Einfluß der Newtonschen Erd- 
attraktion und dem Impuls, den er im Moment des Loslanens TOn dar 
rotieraidton Erde «hiltj dies TerUUt sieh gwiau ebenao^ als ob der EBrper 
ein Trabant der Erde wäre. Von einer wibrend der Bewegung auf den 
K5rp«»r wirkenden Zentrifiigal kraft ist aber ganz ini'l car keine Rede. In 
der Rechnung treten nun die beiden erwilhnten Ursachen der Bewegung als 
die an dem Ort herrschende Schwere auf, d. h. als die Resultante aus der 
Newtonseben GraTitation und der durch die Erdrotation am Koordinatenanfimg 
erzeugten Zentrifugalkraft Diese beiden Ui-sachen treten bei allen Problemen 
anf, deren Entstehungsgeschichte an die Erde gebunden ist. Tom Stand- 
punkt der Theorie der relativen Be\vegan<: erscheint die hiermit xusammeu- 
häogende Definition der Schwere als die Resultante aus der Erdattraktion 
und der auf den Kxwdiimtaoai^uig wirkenden Knit 

Die vorliegenden AuBeinanderaetaungen bildeten den Gegenstand pole* 
mischer Erörterungen mit den Herren Rudzki und Tesaf (Ann. d. Phys. 
18, inin. 1!m5; 19, f;i3. 19Ü6j. Wi,. ich (Ann. d. Phys. 19, 868, li)06) 
bereits gezeigt habe, ist Herr Tesar liurch eine unrichtig« Interpretation der 
iustautanen Zentrifugalkrat t zu dem Ergebnis gelangt, daß diet»e iingierte 
Kraft eine Folge der wirkUcben Drehung des Körpers um die instantane 
Achse ist. Otsetrt nun, daß es sich mit dieser fingierten Kraft im Sinne 
des Hfrrn Tysar verhielte, so lüge kein rSnmd vor, diese Zentrifugalkraft von 
der Schwerkraft zu trennen, was jedoch Herr Tesar (Physikalische Zs. 7, 
199, 1906) tut, w&hrend Herr Uudxki das Gegenteil verlangt. 

6. Die instantane Zentrifugalkraft und die Coriolissche Knit haben 
in der relativen Bewegung eine selbsttndige Bedeutung. Ist die rriatim 
Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung des Körpers gleich Null, 
so tritt allein die instantane Zentrifngalkraft auf. Benlct ninn «!i>h /. B. 
am Nordpol einen Körper in absoluter Ruhe (ümkehi-steiieu eines l'endels^ 
so wird er für den mit der Erde fest verbundenen Beobachter eine schein- 
bare Kreisbewegung ausfDhren, und zwar im entgegengesetsten Sinne der 
absoluten EnMrehung, woraus der Zusammrahang mit der instantanen 

Zentrifugalkraft er>iihtlich ist. 

Man übersirht, daB es bei Erscheinungen, deif-n V»^rhiiif an dem He- 
obachtungsort mit verhältnismäßig großer Geschwindigkeit und in kurzer 
Zeit sieh abspielt, bereditigt ist, die instantane Zentrifngalkraft unberftek- 
siebtigt zu lassen. Die äetliche Abweichung eines fi«ifkllenden KOrpera, 
die Rechtsabweichung eines Geschosses, der Rechtsdmck einer Lokomotive 
auf die öohienen, das Buys-BaUotsohe Qeeeta in der Meteorologie sind ohne 
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weiteres durch die Coriolissche Kraft zu erklären. Die instantane Zentrifugal- 
kraft wird bei dieBen Ersehdiiungen nur eine unbedeutende BoUe spielen; 
die durdi das Expoiment kanm nachweisbare sftdliche Abweichung eines 
frei fallenden Körpers kSnnte wobl anf diese fingierte Kraft sorOckgeifthrt 
werden. 

7. W'm nun die Berechtigung der beiden zuletzt genannten ßugierten 
Kräfte beim Foucaultschon Pendelversuch anlangt, so ist kein Grund vor- 
handen , die instantane Zentriftigalkraft, wie es bisher geschah, allein des 
Quadrats der Winkelgeschwindigkeit der Erde wegen zu vernachlässigen. 
Allgemein liöiint«' man zunSch-^t satten, daß die Erscht'innnp am Foucaullsi'hpn 
Pendel eine I'\»lgt' der relativen Bewe^ing ist. die erst vollst ilndip sowohl 
durch die Zentrifugalkraft wie durch die Coriolissche Kraft bestimrat wird. 
Allein die Coriolissdie Kraft hat anf die Bewegung selbst gar keinen Ein« 
flu0. Da lAmlidi die Bewegung des Pendels genau dieselbe ist, wie die, 
welche der PendelkQxper anf einer mit der Erd« fest verbundenen Kugelschale 
verzeichnen würde, so spielt die Coriolissche Kraft in bezug auf eine vor- 
gezeiehncte Bahn nur die Holle einer Reaktionskraft, aber nicht die einer 
die Bewegung bestimmenden Kraft. Wird insbesondere durch die Versuehs- 
anordnung angestrebt, dafi das Pendel in der Vertikalebene sebwinge, d. b. 
dafi der Pendelk&rper sich stets anf der Peripherie eines vertikalen Kreises 
bewege, so Hegen die Yerliältnisse genau ebenso: die Coriolissche Kraft be- 
einflußt nur die normale Reaktion der vertikalen Kreisbahn und hat auf die 
Bewegung des Pendel körpers in der Vertikalebene absolut gar keinen Einfluß. 
Die fiehwingungsdauw s. B. ist gegebenenfalls allein abhängig toh der 
instantanen Zentrifugalkraft, nieht aber Ton der Ooriolbsehen Kraft, deren 
Arbeit gleich Null ist. 

Das Auftreten der instantanen Zentrifugalkraft hängt mit der schein- 
baren Drehung der erwähnten Ebene um die instantane Aehs« zusammen; 
von dieser Drehung kommt infolge der Yersuchsauordnung vor allem in 
Frage die Komponente naoh der Vertikalen des Ortes, und swar ini Betvage 
des Produktes der Winkelgeflehwindigkeit und des sinus der geographischen 
Breite. Gewisse .\bweiebunppn von dem Sintisgesetz können vielleicht auch 
darauf zurflckgefübrt werden, daß das Pendel die Möglichkeit hat, sich noch 
um eine andere Achse als die Vertikale zu drehen. 

Veigleichen wir nun diese, auf 6rund der allgememoi Bewegungs- 
gleiehungen gewonnene Interpretation nut der eingangs erwUmtengeometrisehea 
Methode, so sehen wir, daB xwischen beiden kein Gegensatz besteht. 

8. Herr Tesaf hat ?u wiedt rhfilten Malen versucht zu zeigen, daß bei 
dem Foucatiltsch*>n Pcndelprobk-m die Coriolissche Kraft, die Rolle piner 
primären, die instantane Zentrifugalkraft die einer sekundären Ursache spielt; 
diesen Anschauungen neigt auch der Referent meiner Arbeiten in den Bei- 
U&tteni SU den Annalen der Physik (1906) zu. Meine diesbezüglichen Er- 
widerungen, in welchen ich darauf aufmerksam mache, daß Herrn Tesars 
Rechnungen auf ein perpetuiuu mobile hinaufkommen, werden hierbei gar 
nicht beachtet. 

Charlottenburg, Juli 1906. 



t 



Digrtized by Google 



92 



Silmiigibttnelite dw Btfliatt MathemafciMlien G«iellMliilt 



Die Lag« dar NnllatoUin der Beaaeliehen Fnnktioiien iw^ter Art 

Von PtTil Bchafheitlin. 

In einer früheren Arbeit*) habe ich gezeigt, daß äle erste positive 
Nullstelle der Besseischen Funktion erster Art JJ[x) itlr einen Wert des 

Argumentes x eintritt, wofür r > Yn(n 2) ist, vorausgesetzt, daß der 
Index n eine reelle positive Zahl iat, und habe ähnliche Werte für die Lage der 

ersteu Nulisteilen von und ermittelt; im letzten Absnhnitte jener 

Arbeit ist bewiesen worden, daß für ganzzMige Wert« des Index die erste 
positive Nullstclle der Besse Ischen Funktion zweiter Art 7^(01^) nach 
X =» N -f f I &her vor der ersten Nullstelle von Jj^xj liegt. 

Von Bchläfli') ist schon bemerkt worden, iiA jede einxelne Nullstelle 
Ton Jjx) eine stetige Funktion des reellen positiven Index n ist, die mit 
wachsendem Index stets w&chst 

Hier soll gezeigt werdsn, daß fllr die positiven Nnllstellen der 
Besselscheu Funktionen zweiter Art Yj^^^) ebenfalls der Schläflische Satz 
güt, und daß für jeden reellen positiven Wert des Index die erste positive 
Nvllstelle von Tj^at) nach »^n liegt 

§ 1. 

Die Besse Ischen Funktionen oder Zylixtderfunktimien sind LOsnngen 
der Dtfferantial^eidinng: 

^1) ^;(x) + |z:(x) + (i-^;)z.(x)-o 

und genügen den Fonktionalgleidiangen: 

(3) ^<(^) = -^,-i(^)-^.+t(*); 

der obere Strich soll eine Differentiation nach dem Arirnmente t be- 
deuten, während die Differentiation nach dem Index oder Parameter u stets 
in der bekannten Bruchform geschrieben werden wird-, das Argument wird 
hiufig der Kflrse lialber weggelassen werden. Argument und Lidei soUen 
auf rselle iMBitive Werte beeäirftnkt sein. Dnreli Addition nnd Subtraktion 
folgt ans (2) und (3): 

Ss ist: 

1) Joom. f. Msth. t22, »»— 3S1; 1900. 
1) Halb. Ann. 10, 187^US; 1876. 
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also mit Benutsuiig von (4) und (5): 

d«iiuimeli aveh: 

Durch Additioa von (6) und (8) und alsdann von (7) und (9) folgt: 

Multipliziert man die letzte Gleichung mit einem von / unabhüDgigeo Faktor 
X mid addiert beide Gleichungen, so ergibt sich: 

üm die ans (3) nnd (3) folgende Oleidmn^: 

(10) 

aaf die letttea beiden niiedor obiger Oleiehnng anwenden sa könneni be« 
sluDine man 9, durch die Beziehung 

oder • 

und dieser Differentialgleichung wird genügt durch 

Setzt man 

80 ist: 

und es geht obige Gleichung über in: 
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Dnrch Integration swiflchaii beliebigen Qrenxen a und b ergibt sidi bienras 
naoh leichteD Umfiiininuigeii: 

(11) i(y + 1) J'r+^ZSdt - v(4»* — 

m m 

a 

Die hier gegebene Ableitung dieser Fornn l rübrt von Loinmei^) her, wenn 
auch in dieser allgemeinen Form die Gleichung (Ii) von ihm nicht auf- 
gestellt worden ist Durch Spentilisierung des FaUon v und der Grsosea 
a und h ergeben sich aas (11) viele sum Teil Mhon bekaante Integral- 

fonneln; wird eine der Grenzen Null oder Unendlich, so bleibt natürlich 
die betreffende Integralformel nur gültig, falls alsdann dio rp( ht<> Seite einen 
bestimmten endlichen Wert besitzt, üm die?? zu entscheiden, beachte raan, 
daß die Poteuzreihe, die die BesseUcho Funktion erster Art Jjx) definiert, 

(x\^ 1 
¥/ Ün ^^^^^^'^^ ""^ entsprechend die Besseische Funktion 

zweiter Art Tjßy) mit j • — ■ Für ein imendlidfa großes Aigumettt 
konTeargieren beide Pnnktioaen gegen folgende Werte: 

wobi i die Wurzel hier wie im folppnden stets absolut zu nehmen ist; der 
Index soll positiv oder Null sein. Aus (11) folgt dann für v » 0 und 
endliche Werte von x: 

9 

ft Jiit)dt - ^ I (2 - '^-) J^[x) + J»_ ,(x) + JU^ix) j 

0 

oder yermöge (4) und (5) 

0 

Die entq|»recliende Formel: 

(m) /'«*-T'((i-^)«+rZfl 



1) Zur Theorie der Besselscben Funktionen. Math. Ann. U, 5:i0; lä79. 

8) Um HifiversUbidiiiiiien Torzubeagen bemerke ich, daß Nielsen, Handbuch 
der Zylinderfonktioncn , Ltii-iL' Teubner 1904, mit demselben Buchstaben die 
obige Funktion, jedoch mit migtkehrtem VorMtidim bezeichnet 
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gilt nur für n < 1. DieM Fonneln rühren Toa Lomm«l^) her. Für 
V — - 1 ergibt sich: 

m 

m 

Ist n > |, M darf hMrin x^O gesellt w«rd«ii, und man eriiSlt 

« 

(18.) 

In dar eiits|iirech«nden Foiaftl: 



(18k) (4,«-l)Jl?^f 

mia6 » Ms größer als Null sein. 

Ffir y — 3» und endliche Werte » folgt: 

X 

(14a) 2(2n + 1)^ - + J.V,), 



X 



0 

ScbUeflUch liefert die A«nfthnie y — — 3« fftr n > f : 
(15.) 2(Sf. - l)JV. ^ _ + 

und qMiiell ^* 

(2i» - i)J . |j^^::ri7/3(;^^i) ' 

0 

In der cntspi-echendea Gleichung: 

(Mb) 3(2« -i)J i = ^'i'., _ ^1^(y; + r.'-.) 

* 

muß a; stets größer als Null sein. Die Foruielgruppen (14) und (15) find 
im wesemtlidien noch adion van Lommel angegeben, wifarend die Formeln 
(IB) bisher der Beaehtang entgangen an sein scheinen, und gerade aua 
il 1 n lassen sich wiehüge Folgernngan Uber die dröJle der Besselschan 

l<'u]iktionen ziehen. 

1) Math. Ann. 14, 5SS; 1879. 



Digrtized by Google 



86 Sitsang8b«riehte der Betliner MathematiBchen GesellachAfl. 



§ 3. 

Da im folgenden der Verlauf der Hessel sdien Funktionen ftkr grOflere 
Indices betrachtet werden soll, kann der Fall »<^, der für (l3a) und 
(113 b) einen Ausnahmefall bildet, auAer acht gelassen werden. Es lißt 
sich (13 a) leicht mit Hilfe der Formeln (2) bis (6) unter anderen in 
folgeode Formen bringen: 

(16.; ^4«»- 1)/ T!y-l-x{{2-^''^)j> + 2iJ:)' + lj.j:\ 

Da die linke Seite dieser Gleidiungen für alle positlTen reellen Werte Ton 
X eine positive Gi^ße ist, die nach (13a) kleiner als ^ ist, so ist stets 
der in geschweifter Klammer stehende Ausdruck rechts ebenfalls eine 

positive Größe, <iie kleiner ist als ^* 

Genau die entsprechenden Gleichungen gelten fttr y^; jedoch ist 
hierbei zu beachten, daß für sehr kleine Werte von x das Integral über 
alle Grenzen wächst. Es kann demnach der in der geschweiften Klammer 
stehende Ausdruck auch negative Werte annehmen; aus (16 b) sieht man, 
daß für x'^n der betrefEmde Ausdruck stets positiv uml dum naMrlicb 

auch Ideiner als — ist 

TtX 

Die rechten Seiten der Formeln (12) bis (16) vereinfachen sich weseot- 
lidi, wenn x eine Nnllstelle der Besselsdien Funktion oder ihrer ersten 
oder zweiten AUeitnng ist; dann lassen sich nttmlieh sftmtUche Bossel sehen 
Funktionen vermöge (l) bis (5) durch eine einsige derselboi ausdrücken. 
So ergibt sich z. B. aus (16 b): 

sc 

(17) (4ii«-1)J*J«^*-|-2ä^*-i--J-2«(/;)» filr /.(«)- 0, 

m 

(18) i^*r-i)Jji^-'^-x{2-^~''~')j~ liir .7.^^) U. 

X 

Die entsprf'chenden Formeln gelten für Y^. 
£s ergibt sich nunmehr aus (16 b): 

I, Ist x>ny2, so ist ^*nd \ i«i<]/^. 
Aus (17) folgt: 

II. Ja J; — 0, so ist towM 1«^.+,!, ais auch |«^«'|<y^, 
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Zwiaolien den Funktionen J und Y bestehen die Belationen: 



Mit Rficksieht hierauf f»]gt a«B II: 

III. /s< = 0, so 1 r„ I > j/"^, uwd w< r„- 0. so ist\J^\ >']/^^ • 

Aus I. und III. erkennt man, daß die Werte sowohl von als 
für X >■ ny^2 zwischen den zwei im Unendlichen zusammentreffenden gegen 

die JC-Achie nrsmetriadien Zweige der Kurve IIL Ordnung «f* — liegen: 

daB dagegen die entspreelienden Zweige von «jr* — an besiiminien 
Stellen, wie grob auch das Argument werden mag, überschritten werden. 

§ 3. 

Bezeichnet mau die rechte Seite in (l l) zur Abktlrzung mit Ä^, und 
bedeutet p eine beliebige positive ganze Zahl, so ist • 
h 

a 

6 

- (2p - v)(2» + 3p-v)(2n ^Up-^v^J r-^'-^ZSdt - - S,_^, 
oder wenn rar AbkOrsung: 

geaetat wird: 

s 



*dt^ 



Erteilt man hierin nacheinander p die Werte 1,2, 3, 4, . . ., multipliziert 

die betreffenden Gleichungen mit 1, «i, »itt^, (^«9<>i* • • • und addiert, 
so folgt: 

X * j» 

J r-^zidi -«,«.... u^J zut - ~ i >;"^;-vff 'S.-,. . 

Nun ist: 



«3. — 
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Hiermit g«ht die vorige Qleicfainig ftber in: 

(19) Jr-^zidt 

„(_|)„(._-|)„(,_l±i)n(n-p-x+f).^ 

Wükit man hierin oo als obere Integrationsgreuze, so wird der hier- 
von berrflhrende Teil von S^_^^ fOr v — Sil< — 1 nach (11 ) vencbwinden; 
wihlt man femer eme NuUtMle x von als Infcegrationsgi-enze, ao wird 
der hier?on berrfibrendo Teil von ä'^.j^ werden 2a;***"+* Zi-i. Bm 
dieser Annahme Aber x ergibt sich ans (19) Ütr v «■ 0: 

^io; J T ;ni(^-4)n(«-p-T)J ^ v+ • 

and mit Benntsnng von (17) tOr y « ~ 1: 

Bleibt in (20) nun i> < », so sind beide Snmmanden rechts positiv; 
es ftdlt alsdann der xweite Summand eine nntnre Chrenie Ar den Wert 
des links stehenden Integrals dar. Ist n eine ganze Zahl und j) = f , so 

wirf! der erst*' RuminfuMl wegen des Divisors //( — l) verach winden, und 
es gibt der zweite SjiiiiiiiLLiid genau den Wert desselben lnte«rrals an. Ist 
n eine gebrucheue Zahl, und liegt p zwischen n und n -\- i, so wird 
n(n —p — 1) und damit der erste Snmmand rechts negativ, und in Lesern 
Falle stdlt der cwnte Summand eine obere Grense der linken Seite dar; 
liegt p zwischen n + 1 und it + so erhftlt man wieder eine untere 
Grenze, usw. 

Abnlieh ergibt bicli aus (21), daß der Subtrahend rechU kleiner ist 
als -T2 , wenn 0 < n + i üt. Wenn n die ÜAlfte einer ganzen Zahl und 

9 

j» ~ M + 4 ist, so wird der Snbtrabend genau gleich -j= ; in diesem Falle 

ist also ffZ|f_i eine rationale Funktion mit rationalen Koefüzieuten der 
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Nidlstelle toh Z^. Abgesehen von diesem ^dellm fUle ist der SnbtnüieDd 

rechts grSier — ^ , wenn p swisehan «» + i ** ~^ ? ^S^i ^ 

V» 

kleiner als , wenn j> ^irischen » + } und h + | liegt, usw. 

Aus diesen überlegungeo l'olgt: 



/I(A-|-4)f/tn — A — 1) 
2sO 



wenn ^jix) =■ 0 und h < « + l ist, und es ist: 



wenn -^^(j-) — 0 und r ^ i» + J oder n-J-a '»•^« + fi«t. 
Aus beiden Ungleichungen folgt; 

Nun ist: 



0 

folglieh ist stets: 



iia^i)'^ hl ' 



Ferner ist: 
and: 

n7n -r- a; (" - 'jOV' - 2») • • • r - - 

fulglich ist unter der Vojuu.sM i/.uiig, daÜ siimtliclif KlammergrüBeu positiv sind: 

U(n V— 1) " * n?n '—X — f) * 

Zieht man aus der im Zähler stehenden Summe in {22) den Faktor » 
heraus, so ist alsdann jeder Sununand des Zählers nach den eban be- 
wiesenen Ungleichungen Meiner als der entsprechende Summand des Nenners, 

wenn alle Summanden positiv sind; der Bruch ist dah* r n ht , wenn die 
Anzahl der Summanden im Nenner mindestens obenso )Ü wir im Zähler 
ist. Setzt man « ^ »< -f £, wo m eine positive ganze Zaiil uud £ einen 
positiven echten Bruch bedeutet, so ist dies der Fall, wenn f ^ { ist, weil 
dann ji — r-^w+l in (22) gesetzt werden kann. Ist aber £ < ^ , und 
setzt man p — m+l* so muß man, um die nötige Anzahl Glit d*>r im 
Nenner zn erhnlten. r - m + 2 s. t/.eii; dann ist allerdings sogar die Anzahl 
im Nonn. I lim nn> -rnli. r als im Zähler, aber das letzte GlieJ ist negativ. 

SiUuu]{«lit<ricliie d Herl M»t)i. (■«■. V ^ 
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Jedoch iKßt nch zeigen, daß die Differenz der beiden lefatcn Glieder im 
Nenner größer ist als das letzte Glied des Zfthlers, woon «!-}-< i*^ 
Das I t/tH Glied des Zählers lautet: 

j'» • n^Tii ■ + - ''![('» + »)* - 8*1 •••((*• + •)•- »•']. 

und die beiden letzten des Nenners: 

Die einzelnen Faktoren dieser Glieder sind im Zähler kleiner als im Kenner; 
durch einfache Ausrechnung findet man, daß auch der letste Faktor oben 
kleiner ist als der entsprechende des Nenners, multiplinert mit der ge> 
sdiweiPten Klammer, wenn man in ihr $ setai. Sonach ergibt 

sich allgemein: 

Es ist 

(23) y^4'<^<i., 

ZJ^x) — 0 und x^n isi. 



§ 4. 

Die erste Nullstelle von Y^(x) liegt Ihr gananhUgefl n naeh x^H'^ \y 
wie ich frfiher bewiesen habe*); hier soll gezeigt werden, daß für ein 
ganzzahliges n^2 diese Nullstelle nach n + 1 liegt. Es ist nämlich: 

(24; l 1» - („. - log + Ar^ J.^u 

o. ±j V - ^) " ^ ^-'^> r-\" 

+ 4 «'•W^ - n(8i" 1) /2 (n - A) U ^ 

1 

Nach dem dort geschilderten Verfahren ist zu zeigen, daß 
{♦•-log (»+!)- ^„^'„, + ,4- 

vermehrt um die beiden letzten Summen in (24) positiv ist für j;=°M-f 1. 

Es ist^): 

log (n + 1) - log (« 4- i) + log l < log (« + i) + ^^-^ ' 

1) Journ. f. Math. 122, 3l7ff ; 1900. 

2J Quuß, Werke lö7G, Ud. a, pag. 164, Fomiei üü. 
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Ferner ist: ^i**) > log (n -\- \), 

also: j 

H>(n) - log (n + 1} > - -, • 

Aus den im Anfange meiner erwähnten Arbeiten befindlichen Formeln 
zwischen den Besseischen Funktionen und ihren Ableitungen ergibt sich 
leicht, daß für Jh{x) = 0 die Gleichung besteht: 

Jn^i = - ^4 + L)(h + 2}(« + 3}-(5m»4- 15« + 12l£^ + a^}- 

Da für die erste Nullstelle von Jn sowohl wie Ji, + i positiv sind, so 
muß die Klammer negativ sein; ist « ^ 2j so ist sie ftlr a; = n + 1 noch 
positiv; es liegt also fiir n^2 die erste Nullstellu von nach a"=n + L 
Die letzte Summe in (24) ist also ftlr r = m -f- 1 und n ^ 2 positiv, 
ebenso die vorletzte. Laßt man daher die letzte Summe außer Betracht 
und ninrnit von der vorletzten nur die 2 ersten Glieder, so findet man, 
daß der zu untersuchende Ausdruck größer ist als 

_ 1 w — 1 n 4n(n — 1) _ M(6«» — 7n — 4) 

" 2n-\-i ~ (n -f- 1)^ (n+ 1)» 1)" ~* 3(2« + ln^n -f 1)" 

und dieser Bruch ist für n ^ 2 positiv. Daher liegt die rrste NxUhtdle 
von Yj^x) für gamzahlige « ^ 2 naclt x = a -f 1; für a. = 0 oder 1 nach 
z =- n + f 
Es ist 

_i "i / 2 ^1 / •* f cos X \ 

1'3 (X) = ]/_ cos X und Yi{x) ^ V - \- -f-sina:- 

Hieraus erkennt man, daß die erste Nullstelle von bei x = ^ und 

3 

die von für a:> sich befindet; aus beiden Werten sieht man, daß 
auch für diese beiden Indioes die erste Nullst«lle nach a -f- ji sogar nach 
ö + 1 liegt. 

§ ^ 

Die Besseische Differentialgleichung (l) laßt sich in der Form schreiben: 
Differenziert man sie nach dem Index w, so folgt: 



Aus beiden Gleichungen ergibt sich weiter leicht: 
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Die Grenzen a und b in dieser Gleichung können beliebig gew&hlt 
werden, mit der Beschränkung jedoch, daß beim Auftreten der Grenze 
Null nur Besseische Funktionen erster Art unter verstanden werden 
dürfen. 

Wählt man x so, daß J^(x) = 0 ist, so erhält man aus (25): 

T 

Variiert man nun in J„{t) sowohl x als «, aber so, daß Jjx) konstant 
seinen Wert beibehUlt. so ist: 

(27) ' dn + dx^O 

^ — ^ cn öx 

oder: . . ^ ^ r 

dn dn ' cx 

Ist Null der konstante Wert von J„{x\ so erhält man aus (26) und (27): 

0 

Aus dieser von Schläfli*) herrührenden Gleichung folgt, daß, vom 
Index Null beginnend, die einzelne Nullstelle der Besseischen Funktionen 
erster Art als Funktion des Index betrachtet stets wächst, da die rechte 
Seite der Gleichung durchaus positiv ist. In solcher einfachen Weise läßt 
sich der entsprechende Satz für die Besse Ischen Funktionen zweiter Art 
nicht ableiten, weil eben die Grenze Null hierfür nicht gewählt werden darf. 

Aus dem in § 1 gegebenen asymptotischen Werte von folgt für 
ein ins Unendliche wachsendes Argument 

>'«W = -]/~cos(a:-^';r), 

c»y„ -i/ir . ( 2n-|-l \ 

Bei Benutzung dieser Werte erhält man aus (25): 

<x 

X 

wenn x XuUstelle von Yj(x) ist, und hieraus: 

-(l-2;,/Vri'):xr;; 



t n 



und nach derselben Überlegung wie oben für. ergibt .sich hieraus: 

1) S. z. H. Graf u. Gul»ler, Theorie der Besselscheu Funktionen, Heft 
pag. US. Bern 1898. 
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Wenn x eine Nullstelli' von Yj[x) bedeukl^ si» ist: 
(29) "l,^^ =. (l - 2» f l','(0 '^') : 

X 

Nun ist § ä Formel (23) bewiesen worden, daß das rechts stehende 
Integral kleiner ist als sobald x^n ist. Wenn also die erste Null- 
stelle von YJ[^x) giößer als ii ist, so wächst wegen (2l0 diese und erst 
re<;ht jede folgende Nullstelle mit wachsendem hl Für ein ganzzahliges 
2t ^ Ii ist in § A gezeigt worden, daß die erst« Nullstelle größer ist als 
-f" L Geht man von einem beliebigen ganzzahligen Werte von B. 2 
aus, so ist hierfür die erste Nullstelle größer als 3^ folglich beginnt die 
Kurve, welche diese Nullstelle darstellt, vom Index 2 an zu wachsen und 
bleibt in dem ganzen Intervall von 2 bis 3 beim Wachsen, weil die Null- 
stelle sicher stets größer als der Index bleibt; erreicht dieser den Wert 3, 
so hat nach § A die Kurve sicher den Wert A überschritten, und aus dem- 
selben Grunde wie oben bleibt zwischen 3 und 4 die Kurve beim Wachsen, 
u. s. f. Auch für kleinere Indices ab 2 ist durch die Kenntnis der Lage 

der Nullstellen von Y» und Y* am Schlüsse von § 4 ebenfalls das 
Wachsen der ersten Nullstelle nachgewiesen. 
Somit ergibt sich schließlich: 

Jede (inzelnc positive Nulhidlc von Jj(^r^ und TJx) tcäcJist mit 
icncfisendem Index. 
Und: 

Dir erste yuUstclle von Yj^x) liegt nach x — n. und vor der ersten 
XuUstrllc von J„{x). 

Aus der Gleichung: 

folgt, daß weder Y^ und J^_y noch und Y^_^ gleichzeitig verschwinden 
können; denn im ersten Falle wäre 

|r..,i<-)/"^ und |J.1<1/^ 
nach § 2 II, folglich wäre 

und nicht gleich — , wie (30) verlangt, und analog im anderen Falle. 

Früher habe ich bewiesen*), daß die erste Nullstelle von Y^ vor ^n, die 
erste von Jq nach 'tt liegt; somit erhält man den Satz: 

Die erste Ntdlstelle von Y^ liegt audi vor der ersten ron J„_i, sobald 
a > 1 ist. 

Für a = i fallen beide zusammen, weil Yx = J_x ist. 
Berlin, den Juni 1906. 



1) Jonm. f ,r^tb' 1^ 313/314; 1900. 
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